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PRESENTACION

Me agrad6 saber que Hugo Medina Guzman estaba por publicar un texto sobre Fisica. Habia
dos razones suficientes para este sentimiento. Por un lado, tenia curiosidad de saber lo que
podria aportar un texto mas de Fisica sobre los otros ya disponibles. Por otro lado, conozco de
la larga carrera de Hugo Medina como cultor de la ensefianza de [a Fisica, y tenia curiosidad
de ver como este compromiso como docente y experiencia se manifestarian en su texto. Tuve
la suerte de conocer al Ing. José Castro Mendivil en su taller, donde despleg6 una destacada
labor en el disefio y construccion de equipo de laboratorio para la ensefianza de la Fisica.
Considero que Hugo es un digno discipulo del Ing. Castro Mendivil e igualmente ha dedicado
una fraccion considerable de su tiempo a la docencia, y al disefio y construccion de equipo de
laboratorio para resaltar los conceptos basicos de la Fisica.

He revisado el contenido de este texto y veo con gran satisfaccion que su autor utiliza un
enfoque muy acertado. Toma como punto de partida una observacion experimental y a partir
de alli desarrolla los conceptos fisicos que permiten interpretar esta observacion utilizando la
formulacion matematica mas sencilla. Todo esto lo hace con el detalle suficiente de manera
que el lector pueda seguir el argumento Iégico con facilidad. Considero que éste es un gran
aporte de este texto. Este enfoque contrasta con textos que enfatizan la formulacion
matematica y dejan al alumno huérfano de una orientacion para aplicarla a una realidad fisica
concreta.

El contenido de temas de la Fisica General que son desarrollados en este texto se ajusta al
programa de estudios de la PUCP. El desarrollo de cada tema incluye ejemplos bien
seleccionados que son desarrollados con un detalle muy esmerado. Al final de cada capitulo
se incluye un conjunto de preguntas y problemas propuestos; se incluye las respuestas.
Algunos problemas plantean configuraciones complejas pero que contienen ciertas
propiedades de simetria que permiten su reduccién a configuraciones sencillas. Al final del
texto encontramos un listado de referencias bibliograficas a un buen nimero de textos de
Fisica General que han servido de consulta al autor.

En general, considero que este texto constituye una representacion grafica de la obra cotidiana
que Hugo ha venido desarrollando durante su carrera docente y, por lo tanto, es un aporte muy
valioso para la comunidad académica y publico en general.

Lima, julio de 2007

.‘/ . /
Jorge A. Bravo Cabrejos, Ph. D. ;
ofesor Principal

Facultad de Ciencias Fisicas, UN.M.S.M.
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PROLOGO

Los estudiantes a menudo se preguntan por qué llevan un curso de Fisica. La mejor razon por la que se
estudia Fisica es porque proporciona un método coherente y l6gico para comprender el mundo que nos
rodea; una persona que comprende lo que sucede a su alrededor, es capaz de convivir en su entorno de
manera racional y efectiva. Sin embargo, en ocasiones los estudiantes ignoran el potencial que tiene la
Fisica para explicar el entorno en términos faciles de entender;

Este libro tiene por objeto brindar a los estudiantes de la Fisica General una ayuda para dominar los
principios fisicos que son la base de la tecnologia moderna. En éste libro se asume que los estudiantes
tienen una base de algebra, geometria, y trigonometria. Es mucho mas compacto que los libros de
texto tradicionales, proporciona muchos ejemplos trabajados y pide resolver problemas

Este libro sera util también como texto para una persona que repasa o que consolida su conocimiento
de la Fisica.

La discusion y las explicaciones narrativas son suficientemente claras y completas para poder utilizar
el libro o como texto, o como suplemento a un texto mas amplio.

La forma de aprender la fisica es trabajar realmente con problemas. Al usar este libro, el estudiante
debe ser activo. Debe intentar trabajar cada uno de los problemas y los ejemplos. Debe mirar las
soluciones solamente si no logra dar con el camino a su solucion.

Los ejemplos en este libro estan trabajados exhaustivamente, de modo que puedan servir como
modelos para el propio trabajo de los estudiantes. En este sentido se considera que los estudiantes se
benefician al observar los célculos realizados en mas de una manera, por lo que se han incluido varios
métodos para efectuar los calculos.

Ademas, se tuvo especial cuidado en incluir problemas y preguntas que combinan el material del
capitulo en cuestién, con material de capitulos anteriores. Tales problemas y preguntas destacan el
hecho importante de que diversas areas de la Fisica se manifiestan de manera simultanea en el mundo
real. Ademas, este método de temas mdaltiples proporciona una manera para que los estudiantes
repasen lo estudiado y ayuda a mejorar la habilidad para resolver problemas.

El disefio grafico es de gran importancia, y para mejorar su funcion se ha intentado enfocar solamente
una idea principal en cada figura en lo posible. Por consiguiente, las figuras del libro a menudo se
dividen en dos 0 més partes, para evitar la confusién de mezclar varias ideas en la misma figura.

Los profesores conocen la importancia de los diagramas de cuerpo libre cuando utilizan la segunda ley
de movimiento de Newton, y todos los estudiantes aprenden de ellos a medida que estudian Fisica.
Tales diagramas se utilizan en todo el libro, no solamente en los primeros capitulos en los que se
presenta y aplica la segunda ley de Newton. Por ejemplo, cuando se analiza la relacién en las
oscilaciones, también entre la presion y profundidad en un fluido, el andlisis se simplifica
considerablemente por medio de un diagrama de cuerpo libre. De manera semejante, cuando se deduce
la expresion para la rapidez de una onda transversal en una cuerda, un diagrama de cuerpo libre es
muy util.

Cifras significativas. A lo largo de todo el libro se siguen los procedimientos normales para las cifras
significativas.

Se espera que el esfuerzo en la elaboracion de este libro sea de utilidad tanto para los estudiantes como
para los profesores. Toda opinidn al respecto sera bienvenida.

Hugo Medina Guzman
Lima Perd
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CAPITULO 1 0 5 10 15 20
| || ‘ | [ 1]

INTRODUCCION AL M\J‘
CURSO \

¢QUE ES LA FISICA?
METODOLOGIA DE LA FISICA
PARTES DE LA FISICA
MAGNITUDES FiSICAS: ESCALARES Y VECTORES.
UNIDADES. SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES.
MEDICION.

UNIDADES.

Unidades fundamentales

Unidades derivadas

Prefijos cominmente encontrados.
CONVERSION DE UNIDADES
Factores de Conversion

ANALISIS DIMENSIONAL

a) Verificacion de una férmula especifica.
b) Desarrollo de ecuaciones.

c¢) Convertir un sistema de unidades a otro.
CIFRAS S1GNIFICATIVAS

Regla 1: Redondeo de un nimero

Regla 2: Suma y Resta

Regla 3: Multiplicacion y Division
ERRORES

Error absoluto

Error relativo

Porcentaje de error

Clasificacion de errores.

a) Error inherente

b) Error de truncado

c) Error de redondeo

d) Error de interpolacion

e) Error de aproximacion
PROPAGACION ERRORES

a) Suma de dos 0 mas variables.

b) Diferencia de dos variables.

c) Producto de dos 0 més variables.

©COWOONNNNNNNNNOOODOUTDRDERWWWWNNNNRE R RE P

d) Potencias y raices. 10
e) Cocientes. 10
PRECISION Y EXACTITUD 11
RANGO DE ERROR O INCERTIDUMBRE 11
ESTIMADOS Y CALCULOS DEL ORDEN DE MAGNITUD 12
MODELOS IDEALIZADOS 13
¢COMO ESTUDIAR FISICA? 13
PREGUNTAS Y PROBLEMAS 14
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CAPITULO 2

Movimiento rectilineo

DEFINICION DE PARTICULA

CONCEPTO DE MOVIMIENTO DE TRASLACION Y ROTACION
CONCEPTO DE MOVIMIENTO

CLASIFICACION DEL MOVIMIENTO

SISTEMAS DE REFERENCIA. POSICION Y DESPLAZAMIENTO
Sistemas de referencia

Vector Posicion

Desplazamiento

Trayectoria y Ecuacion Horaria del Movimiento

VELOCIDAD Y RAPIDEZ

Rapidez

Derivadas de algunas funciones

Velocidad

Velocidad instantanea

ACELERACION

Aceleracion Media

Aceleracion Instantanea o simplemente aceleracion

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO

La Ecuacion de Torricelli

MOVIMIENTO VERTICAL CON ACELERACION DE LA GRAVEDAD. 11
a) Caida libre 12
b) Lanzamiento hacia arriba 12
¢) Lanzamiento hacia abajo 12
PROBLEMA INVERSO - CALCULO INTEGRAL 18
Pequeria Tabla de Integrales 19
CINEMATICA DE PARTICULAS LIGADAS. MOVIMIENTOS DEPENDIENTES. 21
PREGUNTAS Y PROBLEMAS 23
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CAPITULO 3 -

Movimiento en un plano y en el y
espacio A

MOVIMIENTO CIRCULAR

Posicion angular

Velocidad angular

Aceleracion angular

RELACION ENTRE LAS MAGNITUDES ANGULARES Y LINEALES
Hallar el desplazamiento angular a partir de la velocidad angular.

Hallar el cambio de velocidad angular a partir de la aceleracién angular.
MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE ACELERADO
COMPONENTES NORMAL Y TANGENCIAL DE LA ACELERACION
Velocidad.

Aceleracion.

MOVIMIENTO CURVILINEO

El radio de curvatura

MOVIMIENTO PARABOLICO

Ecuacion de la trayectoria

Tiempo de vuelo

El alcance horizontal

La altura maxima

VELOCIDAD Y ACELERACION RELATIVAS

Movimiento Relativo de Traslacion Uniforme. La Relatividad de Galileo
PREGUNTAS Y PROBLEMAS
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Dindmica de una particula

INTRODUCC1ON 1
EL ORIGEN DEL MOVIMIENTO 1
PRIMERA LEY DE NEWTON DEL MOVIMIENTO 1
¢QUE ES FUERZA? 1
CAMBIO DE VELOCIDAD 2
SEGUNDA LEY DE NEWION DEL MOVIMIENTO 3
UNIDADES DE FUERZA Y MASA 3
PESO DE UN CUERPO 4
ACCION Y REACCION 3
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TRABAJO Y ENERGIA

INTRODUCCION 1
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Observadores en movimiento relativo 13
SISTEMAS NO CONSERVATIVOS 15
LA CONSERVACION DE LA ENERGIA Y LA FRICCION 16
POTENCIA 16
MAQUINAS 18
PREGUNTAS Y PROBLEMAS 19

www.librospdf1.blogspot.com  www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com  www.GRATIS2.com www.miacademia1.blogspot.com

CAPITULO6

.
Trayectoria del centro de o =

e FF;;:I' .
masa de los fragmentos -

SISTEMA DE PARTICULAS

INTRODUCCION 1
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Capitulo 1. INTRODUCCION AL CURSO

¢QUE ES LA FISICA?

La fisica es una ciencia dedicada a la comprension de
los fendmenos naturales que ocurren en el universo.
El objetivo principal del estudio cientifico es
desarrollar teorias fisicas basadas en leyes
fundamentales que permitan predecir los resultados
de algunos experimentos. Las leyes de la fisica tratan
de describir los resultados de observaciones
experimentales y de mediciones cuantitativas de los
procesos naturales.

La fisica es la ciencia méas simple porque estudia los
sistemas mas simples. La fisica es la base de todas las
demés ciencias.

La relacion entre la fisica y la ingenieria es mas
directa que la que existe entre la fisica y cualquier
otra ciencia. En la ingenieria se trabaja con sistemas a
los que se aplica inmediatamente los principios de la
fisica. Cualquiera sea la rama de la ingenieria o de la
ciencia a la que uno se dedique, va a encontrar a cada
paso la aplicacion de las nociones que aprendio en la
fisica. Siempre se encontraran (tiles los conceptos
especificos de la fisica, las técnicas que se emplean
para resolver los problemas, la forma de pensar que
se adquiere en el estudio de la fisica.

METODOLOGIA DE LA FISICA

La metodologia que se usa tiene tres formas
caracteristicas.

La primera forma es el analisis de un sistema fisico
que se realiza en base a las propiedades de sistemas
mas sencillos, estos sistemas estan relacionados de
algin modo importante con el sistema original, pero
poseen un ndmero menor de factores en su
comportamiento. Siendo estos mas sencillos se
pueden investigar hasta entender bien sus
propiedades, una vez que se obtenga el conocimiento
de cada sistema se puede hacer una reconstruccion
hasta lograr entender las propiedades del sistema
original.

La segunda forma parte del principio de que la fisica
se fundamenta necesariamente en la experimentacion.
A veces la teoria sugiere el experimento, pero mas
frecuentemente un experimentador realiza el trabajo
inicial en un area particular de la fisica y luego el
fisico tedrico sintetiza los resultados de los
experimentos y perfecciona el entendimiento de su
significado.

La tercera se refiere al uso frecuente de las
matematicas. La fisica estudia las interacciones entre
objetos. Los objetos interaccionan de acuerdo a
ciertas leyes, sean estas conocidas o no. Como las
leyes fisicas son casi siempre cuantitativas, es
esencial poder establecer relaciones légicas
cuantitativas al estudiar los sistemas fisicos. Las
reglas que gobiernan todas estas relaciones son objeto
de las matemaéticas. Por eso se dice que la matemaética
es el lenguaje de la fisica.

PARTES DE LA FISICA

www.librospdf1.blogspot.com

Actualmente la fisica se divide en dos clases: Fisica
Clasica y Fisica Moderna.

La fisica clasica se ocupa de los fenémenos y las
leyes que se conocian hasta la final del siglo XIX. La
fisica moderna se ocupa de los descubrimientos
hechos desde entonces.

La fisica clasica se subdivide en cierto nimero de
ramas que originalmente se consideraban auténomas:
la mecénica, el electromagnetismo, la Optica, la
acustica y la termodindmica.

La mecénica se ocupa del estudio del movimiento
efectos fisicos que pueden influir sobre este.

El electromagnetismo se ocupa del estudio de los
fendmenos eléctricos y magnéticos y las relaciones
entre ellos.

La Optica se ocupa de los efectos fisicos que se
asocian a la luz visible.

La acustica al estudio de los efectos fisicos
relacionados con los sonidos audibles.

La termodindmica se ocupa de la generacion, el
transporte y la disipacion del calor.

Estas disciplinas que originalmente se desarrollaron
independientemente, estan enlazadas por medio de la
mecanica y el electromagnetismo.

La fisica moderna se inicid a fines del siglo XIX, con
el descubrimiento de cierto nimero de fenémenos
fisicos que entraban en conflicto con algunos
conceptos de la fisica clasica.

Basicamente, esas alteraciones conceptuales fueron
de dos tipos. Una de ellas estableci6 el limite superior
para las velocidades de las particulas a las que se
aplicaban las leyes de la fisica clasica, esto se asocia
a la Teoria de la Relatividad de Einstein. El segundo
se puede considerar como el establecimiento de un
limite inferior para las dimensiones lineales y de
masa de los sistemas fisicos, para los que son validas
las leyes cléasicas, esto se asocia a la Teoria de la
Mecanica Cuantica. Para poder comprender estas dos
teorias modernas y los fendmenos de que se ocupan,
es necesario estudiar primeramente las leyes de la
fisica clasica.

MAGNITUDES FISICAS: ESCALARES Y
VECTORES.

En la descripcidn y estudio de los fenémenos fisicos
se han desarrollado (y se desarrollan) conceptos
abstractos muy especiales llamados magnitudes
fisicas. Estas magnitudes se definen por medio de un
conjunto de operaciones experimentales que permiten
obtener un nimero como medida de la magnitud en
cualquier situacion.

Esta definicion comprende dos pasos esenciales:

1) La eleccion de una unidad de medida con
maltiplos y submultiplos y

2) un proceso para comparar la magnitud a medir con
la unidad de medida y establecer un nimero (entero o
fraccionario) como medida de la magnitud. Son
ejemplos de magnitudes fisicas: la longitud, el area, el
volumen, el tiempo, la masa, la energia, la
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temperatura, la fuerza, la potencia, la velocidad, la
aceleracion, etc.

Llamamos magnitud fisica a aquella propiedad de un
cuerpo que puede ser medida. La masa, la longitud, la
velocidad o la temperatura son todas magnitudes
fisicas. El aroma o la simpatia, puesto que no pueden
medirse, no son magnitudes fisicas. Las medidas de
las magnitudes se realizan mediante las unidades de
medida, establecidas por la Union Internacional de
Pesas y Medidas (UIPM), que forman el Sistema
Internacional de unidades (S. I.), aunque existen otras
unidades que se siguen usando por tradicion (como el
kilate, que se emplea para medir la masa de las
piedras preciosas).

Magnitud escalar. Para muchas magnitudes fisicas
basta con indicar su valor para que estén
perfectamente definidas. Asi, por ejemplo, si decimos
gue José Antonio tiene una temperatura de 38 °C,
sabemos perfectamente que tiene fiebre y si Rosa
mide 165 cm de altura y su masa es de 35 kg, esta
claro que es sumamente delgada. Cuando una
magnitud queda definida por su valor recibe el
nombre de magnitud escalar.

Magnitudes vectoriales. Otras magnitudes, con su
valor numérico, no nos suministran toda la
informacion. Si nos dicen que Daniel corria a 20
km/h apenas sabemos algo mas que al principio.
Deberian informarnos también desde ddnde corria'y
hacia qué lugar se dirigia. Estas magnitudes que,
ademas de su valor precisan una direccién se llaman
magnitudes vectoriales, ya que se representan
mediante vectores. En este tema estudiaremos los
vectores y sus propiedades.

UNIDADES. SISTEMA INTERNACIONAL DE
UNIDADES.

MEDICION. La fisica es una ciencia experimental.
Los experimentos requieren mediciones cuyos
resultados suelen describirse con nimeros. Cualquier
nimero empleado para describir cuantitativamente un
fendmeno fisico se denomina cantidad fisica. Dos
cantidades fisicas que describen a una persona son su
peso y su altura. Algunas cantidades fisicas son tan
basicas que solo podemos definirlas describiendo la
forma de medirlas, es decir, con una definicion
operativa. Ejemplos de esto son medir una distancia
con una regla, o un intervalo de tiempo con un
crondmetro. En otros casos definimos una cantidad
fisica describiendo la forma de calcularla a partir de
otras cantidades medibles. Asi, podriamos definir la
velocidad media de un objeto como la distancia
recorrida (medida con una regla) dividida por el
tiempo de recorrido (medido con un cronémetro).

UNIDADES. Al medir una cantidad, siempre la
comparamos con un estandar de referencia. Si
decimos que un automovil mide 4,29 m, queremos
decir que es 4,29 veces mas largo que una regla de
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medir, que por definicion tiene 1m de largo. Este
estandar define una unidad de la cantidad. EI metro es
una unidad de distancia, y el segundo, de tiempo. Al
describir una cantidad fisica con un nimero, siempre
debemos especificar la unidad empleada; describir
una distancia como "4,29" no significa nada.

Las mediciones exactas y fiables exigen unidades
inmutables que los observadores puedan duplicar en
distintos lugares. El sistema de unidades empleado
por los cientificos e ingenieros se denomina
comunmente "sistema métrico", pero desde 1960 su
nombre oficial es Sistema Internacional, o SI.

Las definiciones de las unidades béasicas del sistema
métrico han evolucionado con los afios. Cuando la
Academia Francesa de Ciencias establecio el sistema
métrico en 1791, el metro se definié como una
diezmillonésima parte de la distancia entre el Polo
Norte y el Ecuador (ver figura). El segundo se definio
como el tiempo que tarda un péndulo de 1m de largo
en oscilar de un lado a otro. Estas definiciones eran
poco préacticas y dificiles de duplicar con precision,
por lo que se han sustituido por otras mas refinadas y

por acuerdo internacional.
Polo Norte

10 Mm !
o
10m |

l"..cu_udl;r

Unidades fundamentales

Las fuerzas, velocidades, presiones, energias, en
realidad todas las propiedades mecénicas, pueden
expresarse en términos de tres cantidades basicas:
masa, longitud y tiempo. En el sistema Sl, las
unidades correspondientes son:

Masa Kilogramo
Longitud  Metro
Tiempo  Segundo

Estas unidades se conocen como unidades
fundamentales.

TIEMPO

Desde 1889 a 1967, la unidad de tiempo se defini6
como una cierta fraccion del dia solar medio (el
tiempo medio entre llegadas sucesivas del Sol al
cenit). El estandar actual, adoptado en 1967, es
mucho mas preciso; se basa en un reloj atémico que
usa la diferencia de energia entre los dos estados
energéticos mas bajos del atomo de cesio. Cuando se
bombardea con microondas de una determinada
frecuencia, los atomos de cesio sufren una transicion
entre dichos estados. Se define un segundo como el
tiempo requerido por 9 192 631 770 ciclos de esta
radiacion.

LONGITUD
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En 1960 se establecio también un estandar atémico
para el metro, usando la longitud de onda de la luz
naranja emitida por tomos de kriptén (*°Kr) en un
tubo de descarga de luz. En noviembre de 1983 el
estandar se modifico de nuevo, esta vez de forma mas
radical. Se definié que la velocidad de la luz en el
vacio es exactamente 299 792 458 m/s. Por
definicion, el metro es consecuente con este nimero y
con la definicion anterior del segundo. Asi, la nueva
definicion de metro es la distancia que recorre la luz
en el vacio en 1/299 792458 s. Este es un estandar de
longitud mucho més preciso que el basado en una
longitud de onda de la luz.

MASA

El estandar de masa, el kilogramo, se define como la
masa de un determinado cilindro de aleacién platino-
iridio que se guarda en la Oficina Internacional de
Pesos y Medidas en Sevres, cerca de Paris. Un
estandar atomico de masa, seria mas fundamental,
pero ain no podemos medir masas a escala atdmica
con tanta exactitud como a escala macroscopica.

Unidades derivadas

Las cantidades que interesan a los cientificos no se
limitan a masa, longitud y tiempo. A menudo el
comportamiento de objetos se describe en términos
de sus velocidades; hay que identificar las fuerzas que
actuan sobre los cuerpos; se paga por la energia que
consumen los aparatos domésticos y nos interesa la
potencia que pueda desarrollar un motor; la presion
atmosférica es un indicador util de las condiciones del
tiempo. Todas las anteriores propiedades,
aparentemente dispares, que se miden en metros por
segundo (velocidad), newton (fuerza), joules
(energia), watts (potencia) y pascales (presion),
finalmente se pueden expresar como productos de
potencias de masa, longitud y tiempo. Esas unidades,
por tanto, se conocen como unidades derivadas, para
distinguirlas de las tres unidades fundamentales.

Prefijos comUinmente encontrados. Utilizamos con
frecuencia prefijos para obtener unidades de un
tamafio mas conveniente. Ejemplos de prefijos
comunmente encontrados:

1 manémetro = 1 nm = 10”° m (un poco més grande
que el diametro del atomo)

1 micrémetro =1 gz m =10° m (una célula de sangre

humana es aproximadamente de 7 £ m)

1 milimetro = 1 mm =10 m (el carb6n del lapiz es
aproximadamente de 0,5 milimetros en diametro)
1 centimetro = 1 cm =10 m (el diametro de un
boligrafo)

1 kilometro = 1 km = (1000 m)

1 microgramo = 1 £ g =10°g = 1"° kg (masa de una
particula pequefia de polvo)

1 miligramo = 1 mg = 10 g = 10°® kg (una gota de
agua es aproximadamente 2 mg)

1 gramo = | g = 10° kg (la masa de un clip para papel
es de aproximadamente 1 g)
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1 nanosegundo = 1 ns =10 s (tiempo en el que la luz
viaja 30 m)

1 microsegundo=1 us= 10°® s (tiempo en el que
una bala del rifle viaja 1 £ m)

1 milisegundo = 1 ms = 10°*s (cerca de 14 ms entre
los latidos del corazén)

CONVERSION DE UNIDADES

Algunas veces encontramos los datos dados en
unidades distintas al sistema SI. En este caso
debemos convertir las unidades al sistema Sl usando
los factores conocidos de conversion.

La tabla siguiente muestra tales factores.

Factores de Conversion

Longitud

1 pulgada (in) = 2,54 centimetros (cm)

1 pie (ft) = 0,3048 metro (m)

1 milla (mi) = 5280 ft = 1,609 kilometros (km)
1m=3,281ft

1 km= 0,6214mi

1 &4ngstrom (A] =10"m

1 afio luz = 9,461 x 10 m

1 unidad astronémica (AU) = 1,496 x 10*'m
1 pérsec (pc) 3,09 x 10*° m

Masa

1 slug = 14,59 kilogramos (kg)

1 kg = 1000 gramos = 6,852 x 10 slug

1 unidad de masa atémica (amu) = 1,6605 x 10" kg
(1 kg tiene un peso de 2,205 Ib donde la aceleracion
de la gravedad es 32,174 ft/s%)

Tiempo

1 dia =24 h= 1,44 x 10° min = 8,64 x 10* s

1 afio = 365,24 dias = 3,156 x 10"s

1 hora (h) =60min =3600s

Velocidad

1 mi/h = 1,609 km/h = 1,467 ft/s 0,4470 m/s
1 km/h =0,6214 mi/h = 0.2778 m/s 0,9113 ft/s
Volumen

1 litro (L) = 10 m*® = 1000 cm®=0,353 1 ft*

1 ft2 = 0,02832 m* = 7,481 U.S. galones (gal)
1 U.S. gal = 3,785 x 10 m® = 0,1337 ft*
Fuerza

1 pound (Ib) = 4,448 Newton (N)

1 N =10 Dinas = 0,2248 Ib

Trabajo y Energia

1 joule (J) = 0,7376 ft.Ib = 10 ergios

1 kilogramo-caloria (kcal) = 4186 J

1 Btu (60°F) = 1055 J

1 kilowatt-hora (kWh) = 3,600 x 10° J

1 electron volt (eV) = 1,602 x 10%°J

Angulo

1 radian (rad) = 57,30°

1°=0,01745rad

Presion

1 pascal (Pa) 1 N/m?® = 1,450 x 10* Ib/in?

1 Ib/in* = 6.895 x 10° Pa
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| atmosfera (atm)= 1,013 x 10 Pa= 1,013 bar = 14,70
Ib/in® = 760 torr

Potencia

1 horsepower (hp) = 550 ft.lb/s = 745,7 W

1 watt (W) = 0,7376 ft.Ib/s

ANALISIS DIMENSIONAL

La especificacion numérica de una cantidad fisica
depende de las unidades que se empleen. Por
ejemplo, aunque una distancia se mida en unidades de
metros o pies 0 millas siempre serd una distancia. Se
dice que su dimensidn es de longitud, la
denominacién no depende del sistema de unidades
empleado.

Los simbolos usados para especificar la longitud, la
masa y el tiempo son L, My T, respectivamente.
Para denotar las dimensiones de una cantidad se usan

corchetes, por ejemplo de distancia [f] =L,de
velocidad [v] = L/T, de area [A] = L2
Entre sus aplicaciones tenemos:

a) Verificacion de una férmula especifica. El
analisis dimensional utiliza el hecho de que las
dimensiones se pueden tratar como cantidades
algebraicas (se pueden sumar y restar s6lo si se tienen
las mismas dimensiones).

Si una ecuacion se lee

A=B+C

Los términos A, B, y C deben tener las mismas
dimensiones.

Ejemplo 1. Verificar la formula siguiente
1 .
X=X, +Vt+ E at°, donde x y x, representan

distancias, v es velocidad, a es aceleracién y t es un
intervalo de tiempo.

Solucién.

Como

[x] = [x0]+[vt]+Bat2} L

Y las dimensiones de la velocidad son L/T y de la
aceleracion L/T?, tenemos:

] = (#j(T) L

(e

Podemos ver que esta férmula es correcta porque
todos los términos tienen la dimensidn de longitud.

b) Desarrollo de ecuaciones. Esto lo podemos ver en
el ejemplo de encontrar la distancia recorrida por un
cuerpo en caida libre.

Pongamos que esta caida puede depender de la masa,
la aceleracién de la gravedad y del tiempo.

x=f(m,g,t)
El procedimiento para el analisis dimensional es
poner la expresién en la forma
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X oc m a g bt c

Donde a, b y ¢ son exponentes que deben ser
determinados y el simbolo oc indica
proporcionalidad. Esta ecuacion es correcta
Unicamente si las dimensiones de ambos lados son
iguales, como la dimension de x es de longitud, la
dimension, del lado izquierdo también debe ser de
longitud.

[ma g btc ] =L

b

L

Ma(_l_zj TC = L
MaLbTC-Zb — L
Igualando exponentes en ambos miembros
obtendremos
a=0,b=1,¢c2b=0
Deaquia=0,b=1yc=2
Por lo tanto la expresion debe tener la forma
X oc gt? o x = kgt®

El analisis dimensional puede describir la forma de la
ecuacion pero no indica el valor de la constante k.

Ejemplo 2. Mediante el andlisis dimensional
determinar la expresion para la aceleracion centripeta
de una particula que describe un movimiento circular
uniforme.

Solucion.

Supongamaos que la aceleracion centripeta depende de
la velocidad, del radio de curvatura y el peso

a, =kv*R"W*®

aceleracion centripeta [ac ] = F

velocidad [V] = %

radio [v]= L

ML
peso [VV ] = ?
Reemplazando

L (L), wMLY
(Y (%)
= LT?=L""T*=M°
Igualando exponentes para L: 1=a+b+cC
paraT: —2=-a—-2C
paraM: 0=¢C
de donde obtenemos a=2, b=-1y ¢=0

por lo tanto
2

a, =kv’R™ = kL
R

c¢) Convertir un sistema de unidades a otro. Si
tenemos una férmula en un sistema de unidades
podemos convertirlo a una férmula en otro sistema de
unidades. Sean L3, My, T1 y L, My, T, sus unidades.
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Si la cantidad G de una ecuacion tiene dimensiones G

= L® M® T°. Se mide g; con la unidad G, y mide g,
con la unidad G, la relacion es:

G
glel = ngz = 0, = gle_l

2

L a M b T c
=0 v |7
L2 M 2 TZ
Ejemplo 3. Si en el sistema MKS la férmula para el

calculo de la variable R de unidades kg/ms aparece
1

como R = 5—p i
1,782A+ p

Donde. p tiene unidades de m/s y A de km/m°.
Hallar la férmula en el Sistema Inglés.
1kg=2,21b I'm=3,28 pie

Solucién.

Sean en el sistema MKS, L, My, Ty, y en el sistema
Inglés, Ly, My, To.

Las relaciones entre estos sistemas son;

M——22 L, =328, —

MZ L2 T2

2
En la ecuaciéon R = 5—p
1782A+ p

[R]=2 [p]=L [A]-M

LT T L3

La cantidad 1,782 A tiene las mismas unidades que p
1,782 A]-[t.782] ] [1.782 )5 M_L
Las unidades de 1,782 son

4
[1,782 |= L
MT

Observando la ecuacién de R, concluimos que las
unidades de 5 son las correspondientes a (R)%

M 2
[5 ]: LZTZ
Para obtener el valor correspondiente a 1,7132 en el

sistema Inglés
4
L
I—2

L4 L
1 _ 2 _q _\N"2)
v 92M2T2 9, 91& T,
MZ T2
4
= g,=17132 (3.28) = 95,75

(2.2)2)
Para obtener el valor correspondiente a 5 en el
sistema Inglés
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M2 M
gl L2T2 = gz LZTZ
2
M,
M2
=0,=0,

2

Luego en el Sistema Inglés la ecuacion
correspondiente es

1
n_[_22p |
95,75A+p
Para comprobar esta expresion evaluemos

A =1% y R, para

=2,25

m
Ripara p, = 1?,

p, =3,282°
S
, =—2'2'F’ ~=6,23x10"" Ib
(3,28 pie) pie®
Operando en las ecuaciones respectivas obtenemos
R =134 K0 R, -0899—2_
pie.s

Realizando Ia conversic’)n de unidades R; encontramos
gue es equivalente a R,.

CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Cuando e realizan mediciones, los valores medidos se
conocen Unicamente dentro de los limites de la
incertidumbre experimental, 10 datos medidos
inherentemente no son exactos y si se registran en
notacion decimal consisten de un conjunto finito de
digitos llamados cifras significativas, la Gltima de las
cuales es conocida como cifra dudosa.

Cuando se mide una longitud mediante una regla se
observa la lectura de un instrumento en el cual hay
una escala, el punto de observacion para la lectura
llega a una posicién como la que se indica en la
figura siguiente.

5 10 & 2
IIH‘I\H‘IH\‘IHI

Se puede leer exactamente hasta 11 y apreciar un
digito mas, este Ultimo depende de cada persona
puede ser 11,6 ,11,56 11,7.

Si suponemos que nuestros instrumentos estan
adecuadamente construidos, entonces las lecturas que
tomemos tendran significado y seran reproducibles,
excepto el Gltimo digito, el de los décimos de la
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divisién mas pequefia, serd aunque con significado un
poco incierto.

Por lo que no hay objeto en afiadir una segunda cifra
incierta. Una cifra significativa es cualquier digito
que denota la magnitud de la cantidad segtn el lugar
gue ocupa en un namero. Por ejemplo si escribimos
S/. 10,52, todas las cifras son significativas, el uno
representa el nimero de decenas en soles, el 0
representa que no hay unidad de sol y es significativo
y finalmente sabemos que tenemos 52 céntimos. En
la expresion 0,01052 gr. el primer cero de la
izquierda sirve para llamar la atencidn hacia la coma,
el segundo cero muestra que el 1 ocupa el segundo
lugar después de la coma. Estos ceros no son
significativos, sin embargo el 0 entre 1y 5 es
significativo.

10,52 tiene cuatro cifras significativas (1, 0,5y 2)
0,01052 tiene cuatro cifras significativas (1, 0,5y 2)
La incertidumbre mas pequefia posible con cualquier
aparato de medicion es mitad del limite de la lectura.
Sin embargo, la mayoria de las investigaciones
generan una incertidumbre mayor que esto. La tabla
siguiente enumera la incertidumbre de algunos
equipos comunes del laboratorio.

Regla de metro + 0,05cm
Calibrador vernier * 0,005 cm
Micrémetro * 0,005 mm
Reloj de segundos + 05s
Cronémetro * 0,0005 s
Dinamémetro * 0,1IN

Cuando se anotan y se manipulan ndmeros obtenidos
por medidas, seran de mucha ayuda las siguientes
reglas:

Regla 1: Redondeo de un nimero -

En el proceso de rechazo de uno o varios de los
Gltimos digitos. La altima cifra retenida se
incrementara en 1 si la cifra rechazada es 5 0 mayor.

Ejemplo.
Numero | Redondeo a
dado Cuatro Tres Dos
cifras cifras cifras
62,578 62,58 62,6 63
10232 10 230 10 200 10 000
329350 | 329400 | 329000 | 330000

Regla 2: Sumay Resta

El nimero de cifras significativas de la suma o
diferencia sera redondeado desechando todas las
cifras a la derecha del lugar ocupado por la cifra
incierta en cualquiera de las cantidades que esté mas
hacia la izquierda, como se muestra en el ejemplo:

201,35 2013
1,05 -1,05
21,76 -2,
00013 -0,0013
2241113 = 2241 1784887 = 178, 5
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Regla 3: Multiplicacion y Division

El nimero de cifras significativas del producto
cociente sera redondeado a un nimero de
Significativas igual a aquel componente de
aproximacion como se muestra en los ejemplos:
3,14159 x 21,13 =66,38179 = 66,38

3,14159 / 21,13 = 0,14868 = 0,1487

Esto es porque 21,13 tiene sdlo cuatro cifras
significativas, el resultado se redondea a cuatro cifras
significativas

Regla 4. Potencias y raices

La potencia o raiz de un nimero de n cifras
significativas se redondea a n cifras significativas.
como se muestra en los ejemplos:

2,14% = 45796 = 4,58 214° =9,800344 = 9,80
\214 =1,46287 =146 3/214 =1,288658 =1,29

Ejemplo 4. ;Cuales son los resultados en las cifras
correctas de las siguientes operaciones indicadas?
a) 2,5x10%x 20

b) 3,32 x 10°+ 3,2 x 10

) 4,52 x 10% +-4,2 x 10°

d) 2,801 x4 x 107

e) 6,2 x 10*/3,0 x 10

Solucioén.

Aqui todos los nimeros estan expresados en notacién
cientifica.

Por ejemplo:

0,025 = 2,5 x102 = 2,5(-02), tiene 2 cifras
significativas

20 = 2x 10 = 2(+1), tiene una cifra significativa.

a)2,5x10%x20=5x 10"

b) 3,32 x 10° + 3,2 x 10 = 3,35 x 10°
c) 4,52 x 10%- 4,2 x 10° = 4,52 x 10°
d) 2,801 x 4x10°=11x 10"
e)6,2x10*/3,0x10=21x 10°

Ejemplo 5. Para determinar la densidad de un liquido
se toman 10 cm® de éste. La masa del liquido medida
en una balanza es 15,38g. ¢ Cual es la expresion
correcta de la densidad?

Solucion.
La densidad del liquido es
_M_1538_ 1535 9
\Y 10 cm

Siendo 10 el nimero con menos cifras significativas
(2), el resultado se redondea a 2 cifras significativas.
La expresion correcta de la densidad es

p=15-2_
cm
ERRORES

Como hemos indicado las mediciones fisicas
involucran incertidumbre. El valor exacto de una
magnitud medida es algo a lo cual intentamos
aproximarnos pero que nunca conocemos. Un ndmero
de lecturas cuando se promedia se considera como el
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mejor acercamiento al verdadero valor de una lectura,
y la diferencia entre una lectura y la verdadera lectura
0 lectura exacta se llama error. Aqui la palabra error
no significa equivocacién sino una incertidumbre.

Error absoluto es la diferencia entre el valor
aceptado N (asumimos conocido) y el valor

aproximado N, obtenido por mediciones o célculos.
e=N-N

Error relativo es la relacion entre el error absoluto e
y el valor aceptado N
_ e N
e =—= 1— —_—
N N

Porcentaje de error es el nimero de partes por cada
100 en que un ndmero esta errado

e% = (100e )% = (1— %]%

Cuando calcule el porcentaje de error en fisica
elemental no use mas de dos cifras significativas.

Por ejemplo si una pista para carreras de 3500 metros
tiene 17 metros mas.

El error absoluto o simplemente error es

e=17m
El error relativo es
_ 17
€=——

3500

El porcentaje de error es

e% = 170 x100% = 0,49%

Clasificacion de errores.

En los calculos numéricos pueden ocurrir cinco tipos
de errores bésicos.

a) Error inherente (ei ) Es el error en los datos

iniciales debido a mediciones, observaciones o
registros inexactos.

b) Error de truncado €, . Es el error creado por

representar una funcién con sélo unos cuantos
términos de una serie. Por ejemplo:

Vs
El valor correcto de N =sen E =1,000

El valor aproximado de N computado por expansion
de series es:

L HEE

2 3 ol 7!

Si se usa solo el primer término.
e, = N- N =1,00000 _% =-0,57080 (-57%)
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Si se usan los dos primeros términos.
)
— T 2
e, = N-N=100000-=+
2 3
(+7,5%)

Si se usan los tres primeros términos.

3 5
2 ()
e, =N-N:1,OOOOO—%+2——2—

3 ol

=+0,07516

=-0,00453 (-0,5%)

Si se usan los cuatro primeros términos.

e, = 0,00015, el error de truncado ya es
insignificante.

¢) Error de redondeo (er ) es el error introducido

por redondeo de un decimal. Por ejemplo.
Si 7 =3,14159
Si redondeamos a 7 = 3,14, entonces:

e, =3,14159-3,14 = 0,00159 y
o _ 0,00159

" 3,14159
d) Error de interpolacién (ep ) es el error

%100 = 0,05%

introducido por la aproximacién de un valor por su
equivalente interpolado. Por ejemplo:

Si conocemos la circunferencia de un circulo de 10
metros de diametro y de otro circulo de 11 metros.

C,=107=3142 my
C,, =117 =34,556 m

Por interpolacion lineal la circunferencia de un
circulo de 10,6 metros es:

Cis =Cyp +(Cyy —Cyy)x 0,6 =33,30 m
Pero el valor exacto es

Cie =106x7=3331m

De aqui
e, =3331-3330=0,01 m
0 e,% =O’—011><100 =0,03%

1
e) Error de aproximacion (ea ) , es el error

introducido por la aproximacion de una constante o
una funcién por un valor elegido. Por ejemplo:

La aceleracion debido a la gravedad g = 9,80665
m/s® puede aproximarse por:

g = %xm ~9807690 = e,%=0,01%
S

mejor por

0= 10-9,80658" —
517 s

e, % = 0,00%
(El error aparece en el cuarto decimal)
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Error cuadratico medio o desviacion normal o
estandar

En general cuando se realiza una medicion cualquiera
siempre se comete error, cuando repetimos las
mediciones varias veces, encontramos casi siempre
resultados diferentes para cada una, aunque
empleemos el mismo método y el mismo aparato.

Las mediciones sucesivas de un objeto determinado
presentan discrepancias debido a los errores al azar o
aleatorios de las medidas. Si la longitud verdadera de

una varillaes /, la media aritmética de un gran
namero de medidas sucesivas serd un nimero que
representa la longitud media / . Una medida
Individual cualquiera tendra una desviacién de la
media € = ¢/ —/ _, cantidad que puede ser positiva o

negativa segln / sea mayor o menor que ¢, es
decir

(=10, =*e

Si elevamos al cuadrado cada uno de los valores de €
y tomamos la media de todos los e’ obtenemos

e,i que es la varianza de las medidas.

n
28
ez _ 1=l
n
A la raiz cuadrada de esta media se la conoce como el
error cuadratico medio o desviacion normal o
estandar o .

o =€’

Cuanto mayor sea el nimero n de medidas, menor
seré la diferencia entre su media ¢, y la longitud

m

verdadera ¢ ;, es decir el error estandar de la media,

o ) . .
——, serd menor. Por esto el mejor valor estimado

Jn

de /7 es:
9 _
7

En donde A/ es la incertidumbre o error absoluto
determinado a partir de n mediciones. En el caso de

verdaderos errores aleatorios, la media / , cae enun

(=0, + e

68 por ciento de las veces dentro de una distancia A/
del valor verdadero pero desconocido /.

De esta forma podemos presentar el resultado final de
un experimento en el cual se mide varias veces una
magnitud. Sin embargo, muchas veces realizamos
s6lo una medicion de la magnitud. En este caso se
considera generalmente que la incertidumbre o error
absoluto es igual a la mitad de la divisién menor de la
escala del instrumento. Por ejemplo: si para medir
longitudes se usa una regla cuya division minina es 1
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mm el error absoluto o incertidumbre de la medida es
Af =0,05 mm.

Ejemplo 6. Un estudiante realiza varias mediciones
de la masa de un cuerpo, obteniendo los siguientes
resultados: 35,73 g, 35,76 g, 35,80 g, 35,76 g, 35,70

¢Cual es el mejor valor estimado de la masa del
cuerpo?
Solucion.
La masa media es:
 35,73+35,76+ 35,80 +35,76+ 35,70

mm
5

=3575¢
La desviacién de la media de cada medicion es:

m, —m_ =35,73-35,75=-0,02
m, —m_ =35,76-35,75= 0,01
m, —m,_ =3580-35,75= 0,05
m, —m_ =35,76-35,75= 0,01
m, —m, =35,70-35,75=-0,05
La varianza de las medidas es:

o = (-0,02) + (0,01 +(0,05) +(0,01) + (- 0,05)
" 5

m

= 0,0112
La desviacién normal

o =Je? =/0,0112 =0,0334

La incertidumbre o error estandar de la medida es:

o 0,034

" 5

El mejor valor estimado es:

m=m_, +Am =35,75+0,02
m =(35,75+0,02)g

Si hubiéramos realizado una sola medicién con una
balanza cuya menor division es de 0,1 g la
incertidumbre seria 0,05 y el resultado de la medicion
podria expresarse asi:

m = (35,75+0,05)g

Observemos que en ambos casos la incertidumbre
corresponde al segundo orden decimal (0,02 y 0,05
respectivamente) incidiendo por lo tanto en la cifra 5,
que es la cifra dudosa.

Am =0,01496 = 0,02

PROPAGACION ERRORES

La determinacion experimental de algunas cantidades
fisicas tales como densidad o volumen se obtienen
por medicién directa. Generalmente, la cantidad a
determinar se relaciona de alguna manera conocida a
una o mas cantidades medibles. El procedimiento es
medir estas cantidades y con estas calcular por medio
de relaciones conocidas la cantidad original. Por
ejemplo el volumen de un cilindro puede conocerse si
tenemos su longitud y Su didmetro. Estas pueden
medirse directamente, cada una con su intervalo de
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error asociada, Estos intervalos de error determinan el
Intervalo de error de la cantidad calculada. Es
importante saber como hacer esta determinacion de la
propagacion de errores.

A continuacién determinemos los errores para
diferentes situaciones.

a) Suma de dos 0 mas variables.

Consideremos Z = X+ V.

7+ Az =(x+Ax)+(y £ Ay)
Puesto que x e y tienen las incertidumbres AX y
Ay, ¢cudl es la incertidumbre Az en z?

Los mayores valores posibles parax e y son X + AX
e Y+ Ay, respectivamente, dando un valor superior

de Az = AX+Ay.

Los menores valores posibles parax e y son X — AX
e Y — Ay, respectivamente, dando un valor inferior

de Az = —(Ax + Ay).

Es decir, los valores limites para z son
z=(x+y)x(Ax+Ay)

Sin embargo, no utilizamos los (AX + Ay) como la

incertidumbre.
La razon es que para que z realmente valga

Z= (X + y)i (AX + Ay)se necesita que la

incertidumbre en la medicion, tanto de x como de y,
sea tal que los dos resultados experimentales sean
subestimaciones.

Mas probable es que uno de los resultados sea un
poco bajo y el otro un poco alto. Si éste es el caso, la
incertidumbre en una de las mediciones puede
compensar, en parte, la incertidumbre en la otra.

Para tomar en cuenta esta posibilidad, lo que hacemos
no es sumar las incertidumbres, sino que calculamos

AZ = \/AX® + Ay?

Esta manera de combinar las incertidumbres,
sumandolas elevadas al cuadrado, se llama suma en
cuadratura.

La incertidumbre Az calculada de esta manera es
siempre mayor que lasa AX y Ay por separado,

pero menor que la suma AX + Ay . La diferencia

entre simplemente sumar las incertidumbres y
sumarlas en cuadratura es que la suma simple da la
incertidumbre maxima en el resultado, mientras que
la suma en cuadratura da la incertidumbre mas
probable.

b) Diferencia de dos variables

Consideremos Z = X—V.

7+ Az =(x+Ax)—(y £ Ay)
La incertidumbre que queremos es la incertidumbre

mas probable, que viene a ser la raiz cuadrada de la
suma en cuadratura de las incertidumbres

AZ = |AX® + Ay?

Por lo tanto, tenemos una regla para la propagacion
de incertidumbres Cuando sumamos o restamos dos
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magnitudes la incertidumbre en el resultado es la raiz
cuadrada de la suma en cuadratura de las
incertidumbres en las magnitudes.

Ejemplo 7. Medimos la masa de un tomillo y
obtenemos m, + Am, = (253 +5)g, luego
medimos también la masa de una tuerca,

m, + Am, = (48 £5)g . ;Cuénto vale la masa M

del tornillo y la tuerca juntos?
Solucién.
Evidentemente, la masa M es

M=m, +m, ==253+48=3019g
La Incertidumbre en la suma es

AM? = JAm? + Am? = /50 =7¢

y el resultado final es
M =(301+7)g

Ejemplo 8. ;Cuél es la diferencia M’ entre las masas
m, y m, del tornillo y la tuerca respectivamente?

Solucién.
Evidentemente, la masa M’ es

M'=m, —m, ==253-48=205¢
La Incertidumbre en la diferencia también es

AM*? = \JAm? + Am? = /50 =7

y el resultado final es
M'=(205+7)g

¢) Producto de dos 0 més variables.
Supongamos Z = XY
7+ Az = (x+Ax)y + Ay)
= XYy £ YAX + XAy + AXAy
el errorde zZ es AZ = YAX + XAy
considerando el mayor valor posible y no tomando en
cuenta AXAY por se el producto de dos cantidades

pequerias.
El significado de esto se mas claramente en el error
relativo.

Az _yAx+XAy _ AX Ay
z Xy Xy

Ejemplo 9. ¢ Cual es el producto de (2,6 + 0,5) cm

y (28+0,5) cm?

Solucion.

Primero, determinamos el producto de 2,6cm x 2,8cm
= 7,28 cm?

Error relativo 1 = =0,192

i)

_ 0,5
Error relativo 2 = — =0,179

Suma de los error relativos = 0,371 0 37,1 %
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Error absoluto = 0,371 x 7,28 cm? 0 3,71 % x 7,28
cm? = 2,70cm?

Los errores son expresados con una cifra significativa

=3cm?
El producto es igual a 7,3 + 3 cm?

d) Potencias y raices.

Sea z=X"

Donde N es el nimero entero o fraccién positivo o
negativo.

2+ Az =(x+Ax)'
Esto se puede escribir

Z+ Az :x”[liAXj
X

: T AxY"
Haciendo la expansion binomial de | 1+ —

X
-
Lo, n(n—l)[ij2 . n(n—l)(n—Z)(ij3 .

2! X 3 X

ignorando las potencias mayores que 1 de AX

(1+AX] =1+ ng
X X

De aqui

AX
72+ Az = x”(li nj
X

Elerrorde Z es Az = nXx"*Ax
Y el error relativo es

Az AX
—=N—
Z X

Ejemplo 10. Encontrar el error en el céalculo de
7=x°
Solucién.
AZ = 2X° T AX = 2XAX
E error relativo es
Az AX
=2==

z X

Ejemplo 11. Encontrar el error en el céalculo de
z=/x =x¥?
Solucién

1
=1

2/x

E error relativo es
Az 1 AX
Z 2 X
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Ejemplo 12. Encontrar el error en el calculo de

1 _
= —3 =X 8

X
Solucioén.

A
Az = -3xAx = -3x*Ax = —3—2(
X

Como los errores son indeterminados debemaos elegir
el signo de tal manera que éste sea el maximo, por
esto:

AZ=3A—2(
X

y el error relativo es

Az x*
7 1
X3
e) Cocientes.

x

X
Supongamos Z = —

(x + Ax)

(y+ay)

Esto se puede escribir como:
2+ Az =(x+Ax)y+Ay)”

-1
:xtliijl[liAyJ
Xy y

~ X[li AX)(1$ij
y X y

zx[liAxiAy+AXAy]
y X 'y XYy

Ignorando el Gltimo término por se muy pequefio y

tomando el valor maximo para Az.
El error de z es:

AZ:X(A&AV] _ yAx+ xay
Yy X y

y
El error relativo es:

2T Az =

YAX + XAy
Az y? _ YA+ xay AX Ay
z X Xy X Yy
y

Ejemplo 13. Supongamos que queremos calcular la
densidad o de un cilindro de metal habiendo

medido su masa M, su longitud L y su diametro D. Al
mismo tiempo queremaos calcular el error relativo

resultante de los errores en las cantidades medidas.
Sabemos que la densidad esta dada por la ecuacion
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o= M B 4M
z(D/2’L  #D%L
Solucioén.
AM 4
= =—MD™2L™
r DL &

Como 4y 7z son cantidades exactas no tienen error.

El error relativo de M es V

. AD
El error relativo de D es

A
El error relativo de L es T

De aqui

El error relativo de p es
Ap AM 2AD AL
- = 4+ 4+
Yo M D L

Ejemplo 14. El volumen de un cilindro de base

circulares V = 77 R2L . ;Cuanto vale la
incertidumbre o error en el volumen en términos de
las incertidumbres AR y AL ?

Solucion.

Como 7 es cantidad exacta no tienen error.

2AR

El error relativo de R es

. AL
El error relativo de L es T
De aqui

El error relativo de V es

AV AR AL
- =24+ —
V R L

Y el error absoluto:

AR AL

AV =|2—+—NV =7R 2AR+BAL
R L L

Ejemplo 15. Supongamos que queremos medir el
periodo T de un oscilador, es decir, el tiempo que
tarda en efectuar una oscilacion completa, y
disponemos de un cronémetro que aprecia las
décimas de segundo, 0,1 s. Medimos el tiempo que
tarda en hacer 10 oscilaciones, por ejemplo 4,6 s,
dividiendo este tiempo entre 10 resulta t =0,46 s,
(,cOmMo se expresa la medida?

Solucion.
T= L AT :g
10 10

Obtenemos para el error AT = (i_,(:)[ =0,01s. Por

tanto, la medida la podemos expresar como
T =(0,46+0,01)s
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Ejemplo 16. La medida de los lados de un rectangulo
son (1,53+0,06) cm,y (10,2+0,1) cm,

respectivamente. Hallar el area del rectangulo y el
error de la medida indirecta.
Solucion.

El dreaes A =153x10,2 =15,606 cm?

Como debe de tener solamente 3 cifras significativas
A =156cm?

El error relativo del area

AA 006) (01
R + =0,0404422504
A 153 10,2

El error absoluto del area

AA = 0,0404422504(1,53x10,2) = 0,63083
El error absoluto con una sola cifra significativa es
0,6.

La medida del area junto con el error y la unidad se
escribird como

A=(15,6+0,6)cm?

Ejemplo 17. Se mide X con una incertidumbre AX
y se calcula Yy = In X . ;Cuanto vale Ay ?
Solucion.

y + Ay = In(x + Ax)

En este caso podemos usar aproximaciones para
cantidades pequefias, cuando |X| << 1, tales como:

L+ x)" =1+nx, e* =1+x, In(l+x) =~ x,
SenxX ~ X, coSX =1, tan X =~ X
En nuestro caso

y+Ay = In(x + Ax)=In x(1+ &j
X

AX

AX
= Inx+|n(1+—j ~Inx+
X

X

AX :
Como — << 1 podemos aplicar
X

AX AX
In|1+— |~ —, luego:
X X

y+Ay:Inx+In(1+&jzlnx+g
X X
Siendo y =Inx:

_ AX

T X

Ay

PRECISION Y EXACTITUD

Los términos "PRECISION "y "ACCURACY" del
idioma inglés no son sindnimos, para efectos de
lenguaje estadistico traduciremos "Precision" como
precision y "Accuracy" como exactitud, estableciendo
diferencias claras entre las dos palabras.
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La precisién es una indicacién de la concordancia
entre un nimero de medidas hechas de la manera
indicada por el error absoluto. Un experimento de
gran precision tiene un bajo error al azar.

La exactitud es una indicacion de cuan cercana esta
una medida al valor aceptado indicado por el error
relativo o del porcentaje de error en la medida. Un
experimento de gran exactitud tiene un error
sistematico bajo.

Asi como la obtencion de una serie de medidas con
las unidades correctas, se requiere una indicacion del
error experimental o el grado de incertidumbre en las
medidas y la solucién. Cuanto mayor es la exactitud
y la precision en nuestras investigaciones, mas bajo
es el grado de incertidumbre.

Las cuatro figuras a continuacién ilustran la
diferencia:

Precisién v exactitud  Precisidn excelente,
excelentes exactitud pobre

OLC)

Bastante exactitud,  Precisidn y exactitnd
precisidn mediana pobres

RANGO DE ERROR O INCERTIDUMBRE
Cuando una respuesta se expresa como valor con
incertidumbre tal como 2,3 + 0,1 cm, entonces la
gama de la incertidumbre es evidente. ¢El valor cae
entre 2,4 (2,3+0,1)y2,2(2,3- 0,1)cm. Enla
fisica, determinamos a menudo la relacion que existe
entre las variables. Para vision la relacion, podemos
realizar una investigacién y trazar un gréafico del eje
dependiente) contra la variable independiente (eje x).
Considere un resorte que tenga varios pesos, unido a
él. A mayor peso se une a un resorte, el resorte
extiende mas lejos de su posicion del equilibrio. La
tabla siguiente muestra algunos valores para esta
investigacion de Fuerza/alargamiento.

Fuerza 5N 100 | 150 | 200 | 250 | 300
Alargamiento 30 {44 (62 |75 |91
+ 0,2cm

Cuando se traza un grafico de la fuerza contra el
alargamiento, la linea del mejor ajuste no pasa por
cada punto. Una barra del error se puede utilizar para
dar una indicacion del rango de la incertidumbre para
cada punto segln se muestra en la figura a
continuacion Fuerza/alargamiento.
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+5HW

02 cm +0.2 cm

-3H
En la direccion vertical, dibujamos una linea arriba 'y
abajo para que cada punto muestre la gama de
incertidumbre del valor de la fuerza. Entonces
ponemos una pequefia linea marcadora horizontal en
el limite del extremo incierto para el punto.
En la direccién horizontal, dibujamos una linea a la
izquierda y a la derecha para que cada punto muestre
la gama de incertidumbre del valor de la extension.
Entonces ponemos una pequefia linea marcadora linea
vertical en el limite del extremo incierto para el
punto.
Cuando todos los puntos de la tabla se trazan en un
grafico, la linea del mejor ajuste con las barras
apropiadas de error se muestra en la figura siguiente y
se puede ver que la linea del mejor ajuste cae dentro
del rango de la incertidumbre de la barra del error.

300
230

200

150

Foerza N

100

-

-
50
30 40 50

o L0 20 &0 70 B0 @n

Alargamiento cm

ESTIMADOS Y CALCULOS DEL ORDEN DE
MAGNITUD

Hasta donde hemos visto, es importante cuidar el
seguimiento de las incertidumbres en la medicion
cuando se calculan las respuestas a los problemas. En
algunas ocasiones, tanto en la vida cotidiana como en
el quehacer cientifico, es necesario resolver un
problema del que no tenemos informacion suficiente
para obtener una respuesta precisa. A menudo
podemos obtener una respuesta Gtil mediante la
estimacion de los valores de las magnitudes
apropiadas. Estas estimaciones, realizadas
generalmente a la potencia de diez mas cercana, se
denominan estimaciones del orden de magnitud. El
calculo resultante del orden de magnitud no es
exacto, pero generalmente es correcto con un factor
de diez. El conocimiento justo del orden de magnitud
de las cantidades fisicas con frecuencia nos
proporciona informacidn suficiente para obtener una
comprensidn til de la situacion fisica y la capacidad
para formarnos un juicio y hacer calculos para la
construccion de modelos.

Realizar estimaciones de magnitud con frecuencia es
sencillo. Por ejemplo, imagine que va a la escuela por
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primera vez y que quiere estimar cuanto dinero
necesitara para comprar libros. Usted conoce que la
carga habitual para la mayor parte de los estudiantes
es de cinco materias, y que en cada una se necesita un
libro de texto.

Con estos datos puede estimar el costo de un solo
libro con el razonamiento siguiente. Sabe por
experiencia que S/. 1 es demasiado bajo y que S/. 100
es demasiado alto. Incluso S/. 10 es bajo. Una
estimacion razonable puede ser S/. 50. Asi, el costo
estimado de los libros para un semestre es de 5 x S/.
50 = S/. 250. Aungue el resultado no es exacto, esta
dentro del orden de magnitud correcto y proporciona
una estimacion razonable a un problema real. El
siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de las
estimaciones del orden de magnitud.

Cuando hacemaos calculos de este tipo con frecuencia
también efectuamos otras aproximaciones. Al

remplazar 7z por 3 o remplazar \/E por 3/2
hacemos pocas diferencias en el orden de magnitud,
pero hacerlo simplifica mucho los calculos. Los
ejemplos siguientes ilustran esta técnica.

Ejemplo 18. Una tienda ofrece un premio al cliente
que adivine con la mayor aproximacion el nimero de
caramelos de goma que llenan un frasco de un litro
exhibido en un mostrador de la tienda. (Un litro es
igual a 1000 cm?.) Estime cual seré el nimero.

/E= = : ::-.\

Solucién.
Una revision cuidadosa del frasco (véase la figura)
revela varias cosas. Los caramelos de goma pueden
aproximarse vagamente a pequefios cilindros de casi
2 cm de largo por aproximadamente 1,5 cm de
didmetro. Ademas, los caramelos no estan apretados
en el frasco; posiblemente tan s610 se ha llenado 80%
de éste. Podemos hacer uso de estas observaciones
para estimar el nimero de caramelos que hay en el
frasco.
Volumen ocupado del frasco
Volumen de un caramelo

Nimero de caramelos =

El volumen ocupado del frasco = 0,8 x 1000 = 800
3

cm’,

Volumen de un caramelo =

Stmy 97

d 2
hz| — ~2cmx3 2 | ~%lem
2 2 8

3
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Asi, el nimero aproximado de caramelos que hay en
el frasco es:
800cm®
Nudmero de caramelos ~ ————— =~ 240.
27 4
—Cm
8

Un conteo realizado de los caramelos que llenan un
frasco de un cuarto (0,95 litros) dio 255 caramelos.

MODELOS IDEALIZADOS

Ordinariamente usamos la palabra "modelo" para
referimos a una réplica en menor escala (digamos, de
un ferrocarril) 0 a una persona que exhibe ropa (o se
exhibe sin ropa). En fisica, un modelo es una version
simplificada de un sistema fisico que seria demasiado
complejo si se analizase de forma detallada. Por
ejemplo, supongamos que nos interesa analizar el
movimiento de una pelota de béisbol lanzada en el
aire. ;Qué tan complicado es el problema? La pelota
no es perfectamente esférica ni perfectamente rigida:
tiene costuras, esta girando y se mueve en el aire. El
viento y la resistencia del aire afectan su movimiento,
la Tierra gira, el peso de la pelota varia un poco al
cambiar su distancia respecto al centro de la Tierra,
etc. Si tratamos de incluir todos estos factores, la
complejidad del analisis nos abrumara. En vez de
ello, inventamos una version simplificada del
problema. Omitimos el tamafio y la forma de la pelota
representdndola como objeto puntual, o particula.
Despreciamos la resistencia del aire haciendo que la
pelota se mueva en el vacio, nos olvidamos de la
rotacion terrestre y suponemos un peso constante.
Ahora tenemos un problema sencillo de tratar.

Para crear un modelo idealizado del sistema debemos
pasar por alto muchos efectos menores y
concentramos en las caracteristicas mas importantes.
Claro que hay que ser cuidadosos para no despreciar
demasiadas cosas. Si ignoramos totalmente los
efectos de la gravedad, nuestro modelo predecira que
si lanzamos la pelota hacia arriba ésta se movera en
linea recta y desaparecera en el espacio. Necesitamos
algun criterio y creatividad para crear un modelo que
simplifique lo suficiente un problema sin omitir sus
caracteristicas esenciales.

Al usar un modelo para predecir el comportamiento
de un sistema, la validez de las predicciones esta
limitada por la validez del modelo. La prediccién de
Galileo respecto a la caida de los cuerpos corresponde
a un modelo idealizado que no incluye la resistencia
del aire. EI modelo funciona bien para una bala de
cafién, pero no para una pluma.

El concepto de modelos idealizados es muy
importante en fisica y en tecnologia. Al aplicar
principios fisicos a sistemas complejos siempre
usamos modelos idealizados, y debemos tener
presentes las suposiciones que hacemos. De hecho,
los principios mismos se expresan en términos de
modelos idealizados; hablamos de masas puntuales,
cuerpos rigidos, aislantes ideales, etc. Estos modelos
desempefian un papel crucial en este libro. Trate de
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distinguirlos al estudiar las teorias fisicas y sus
aplicaciones a problemas especificos.

¢COMO ESTUDIAR FISICA?

Para estudiar fisica es necesario dar atencion especial
a los significados especificos de las palabras para
poder entender el material, deben estudiarse
detenidamente los gréaficos, dibujos, tablas y
fotografias incluidos para entender claramente los
principios fisicos involucrados.

Gran parte de lo que se aprenderd serd en las clases.
Deberan aprender a tomar apuntes exclusivamente de
las partes significativas de cada leccién y
concentrarse por completo en lo que el profesor esta
diciendo, estos apuntes son necesariamente breves y
carentes de relacion. Por lo tanto, es recomendable
tener un cuaderno ordenado con las notas de clase
completando con apuntes tomados del estudio de los
libros. Hagan esto tan pronto como sea posible
después de clase, esto permitira tener un conjunto de
notas claras e inteligibles para repaso; ayudara a
detectar las areas débiles de conocimiento.

La parte mas importante de los apuntes son los
problemas resueltos. Resuélvanse todos los ejemplos
vistos en clase y los dejados como tarea.

Richard Feynman premio Nobel en fisica dijo: "usted
no sabe nada sobre algo hasta que lo ha practicado™.
La habilidad para resolver problemas no es sélo una
prueba del dominio que cada cual posee de la ciencia,
sino también un indice del crecimiento de nuestra
propia capacidad como herramienta en las futuras
tareas del intelecto.

Se recomienda desarrollar las habilidades necesarias
para resolver un amplio rango de problemas. La

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

habilidad para resolver problemas puede ser la
principal prueba de los conocimientos. Es esencial
que se comprendan los principios y conceptos basicos
antes de intentar resolver problemas.

En fisica general los exdmenes se componen
principalmente de problemas a resolver, es muy
importante que se entiendan y recuerden las hipdtesis
que sirven de base a una teoria o formalismo en
particular.

Para la resolucion de problemas se incluyen cinco
etapas basicas:

a) Dibuje un diagrama con ejes coordenados si son
necesarios y ponga las notaciones identificatorias,
con esto podemos eliminar errores de signo.

b) Identifique el principio basico, incognitas, listando
los datos y las incégnitas.

c) Seleccione una relacidn bésica o encuentre una
ecuacion que se pueda utilizar para determinar la
incégnita y resuélvala simbdlicamente. En esta forma
se evitan errores y ayuda a pensar en términos fisicos
el problema.

d) Sustituya los valores dados con las unidades
apropiadas dentro de la ecuacién y obtenga el valor
numérico de la incégnita.

e) Verificacion y revision del resultado por medio de
las siguientes preguntas:

¢Las unidades coinciden?

¢Es razonable el resultado?

¢ Es apropiado el signo? ¢ Tiene significado?

Una vez que el estudiante ha desarrollado un sistema
organizado para examinar problemas y extraer la
informacion relevante, tendra confianza y seguridad
cuando tenga que resolverlos.

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Suponga que esta planeando un viaje en automovil
a otra ciudad y estima el tiempo que se requiere para
ir alld. Demuestre como esta estimacion depende de
un modelo. ;Coémo se ha descrito en el texto y qué
tan confiable es?

2. Dé un ejemplo personal del uso de un modelo para
el andlisis de los datos medidos.

3. Explique la idea basica detras de la conversion de
unidades.

4. Explique la diferencia en significado de las tres
cantidades 10 m, 10.0 my 10.00 m.

5. ¢Cual de los nimeros siguientes se da con tres

cifras significativas: 0,003 m, 0,32 cm, 0,320 cm,
3,21 mm o 3,213 mm?

6. Un estudiante mide un rectangulo con una regla
cuya medida varia £ 1 mm. Encuentra que la altura
es 37 mmy el acho 46 mm. ;Por qué debe informar
que el area del rectangulo

1700 mm? en lugar de 1702 mm??

www.librospdf1.blogspot.com

7 ¢{Qué modelo describe en la forma mas sencilla las
observaciones siguientes?

a) Una pelota colocada en cualquier lugar sobre el
piso permanece en reposo.

b) Una pelota colocada en cualquier lugar sobre el
piso empieza a rodar.

c) Dé otros modelos mas sencillos para estas
observaciones.

Respuesta.

a) Bola esférica uniforme sobre un piso horizontal.
b) Bola esférica uniforme sobre un piso inclinado.
c) Para a) la bola tiene una parte plana o no es
uniforme y para b) la bola es asimétrica y empieza a
rodar hacia su lado mas pesado.

8. Se lanza un dado muchas veces con los resultados
siguientes para el nimero que aparece en su cara
superior: 1, 63 veces; 2, 58 veces; 3, 62 veces; 4, 63
veces; 5, 75 veces y 6, 61 veces. ;Qué modelo puede
hacer para el dado?

Respuesta.

El dado es més pesado hacia el punto 2.
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9. Un cubo de metal flota en un liquido. ¢ Cuél es el
modelo mas sencillo del cubo y del liquido? ¢ Hay
otros modelos?

Respuesta.

El cubo tal vez sea hueco si flota en el agua.
Alternativamente, el cubo es solido pero flota en un
liquido que es méas denso que él.

10. Un litro (L) es un volumen de 10 cm®. ;Cuantos
centimetros cubicos hay en 2,5 mililitros?
Respuesta.

2,5 cm?

11. ¢ Qué tan lejos viaja la luz en un vacio en 1,0
nanosegundos (Velocidad de la luz = 3,0 x 108 m/s.)
Respuesta

30cm

12. Los granos negros en algunos tipos de peliculas
fotogréfica son de aproximadamente 0,8 4 m de

seccién. Asuma que los granos tienen una seccién
transversal cuadrada y que todos quedan en un solo
plano de la pelicula. ¢ Cuantos granos se requieren
para oscurecer completamente 1 cm? de pelicula?
Respuesta.

1,6 x 10°

13. Una férmula se lee y = ¥ at?, donde y esté en
metros y t en segundos. ¢Cudles son las dimensiones
de a?

Respuesta.

m/s*

14. ;Cudl es la altura en centimetros de una persona
Cuya estatura es 5’11"°?

Respuesta.

180cm

15. ¢ Como es 40,2 mi expresado en kilémetros?
Respuesta
64,7 km

16. Exprese 130 km/h en términos de millas por
hora.

Respuesta.

80,8 mi/h

17 Una tienda anuncia un tapete que cuesta US
$18,95 por yarda cuadrada. ¢Cuanto cuesta el tapete
por metro cuadrado?

Respuesta.

22,66 dolares/m?

18. Cuando la gasolina se vende a US $1,609 por
galon, ¢cual es el precio en dolares por litro? (1 gal =
3,17853 L)

Respuesta.

0,282 dolares/L
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19. ¢ Cual es el area en centimetros cuadrados de un
pedazo de papel de 8 pulg x 14 pulg?

Respuesta.

1.25 768 cm®

20. Los listones de madera en una cerca estan
espaciados 6,0 pulgadas, de centro a centro.

¢ Cuantos listones estan contenidos en un metro de
valla?

Respuesta.

6,6

21. La Luna gira sobre su eje cada 271/3 dias de
modo que la misma cara esta siempre hacia la Tierra.
¢A cuéntos grados rotara la Luna respecto a su
propio eje en una hora?

Respuesta.

0,549°

22. ¢Cuantas revoluciones hace el segundero de un
reloj en tres afios? Suponga que no hay afio bisiesto
en el intervalo.

Respuesta.

1,58 x 10° revoluciones

23. La Tierra tiene una masa de 5.98 x 10 kg y un
radio de 6,38 x 10° m. a) ¢Cual es la masa por unidad
de volumen de la Tierra en kg/m®? b) ;Cul es la
masa por unidad de volumen de un nicleo de oro que
tiene una masa de 3,27 x 10% kg y un radio de 6,98 x
10" m? ¢) ¢ Cual serfa el radio de la Tierra si su
masa no cambiara, pero tuviera la misma masa, por
unidad de volumen, que el nicleo de oro?
Respuesta.

a) 5,50 x 10% kg/m®, b) 2,30 x 10" kg/m? c) 184 m
24. Calcule el volumen de la tabla rectangular con
altura de 17,5 mm, ancho de 29,4cm y longitud 115,4
cm. Recuerde la regla que se refiere a las cifras
significativas.

58

AL
e

17.5 mm

Th\zgq -

Respuesta.
5,94 x 10° cm®

25. Si usted mide los lados de un cuadrado y son de
diez centimetros con una exactitud de 1 %, ¢cual es
el rea del cuadrado y cudl es la incertidumbre?
Respuesta.

(100 + 2) cm?

26. Sume los nimeros siguientes: 3,57 x 10% 2,43 x
10%y 4,865 x 10°.

Respuesta.

3,27 x10°
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27. Un legajo de papel copia tiene 5,08 cm de
espesor. ¢ Cual es el espesor de una sola hoja del
papel? Exprese su respuesta en my mm.
Respuesta.

1,02 x 10" m 0 0,102 mm

28. El piso rectangular de un gimnasio tiene lados de
longitud de x = Axpory+ Aydonde Axy Ayson
las incertidumbres estimadas en las mediciones y son
pequefias comparadas con x e y. Demuestre por
calculo directo que el &rea del piso y la
incertidumbre en esa &rea estan dadas por

A=xy+ Xy(AX i AyJ cuando se ignoran términos
Xy

muy pequefios, del orden de (A x)2. (En la mayor
parte de los casos, este resultado sobrestima la
incertidumbre en el area, porque no toma en
consideracion que las incertidumbres en las
longitudes, Axy Ay, provienen de una serie de
medidas, que tienen una dispersion natural en sus
valores.)

29. Estime el espesor de las paginas de un libro. Dé
su resultado en milimetros.

Respuesta.

Aproximadamente 0,06 mm

30. Alrededor de cuantos ladrillos se requieren para
construir una pared de altura hasta el hombro de 100
pies de largo? Los ladrillos estandar tienen 8 pulg de
largo por 2 1/4 pulg de alto y estan separados por 3/8
de pulgada de mortero.

Respuesta.

3,3 x 10° ladrillos

31. ¢Cual es el volumen en milimetros clbicos de un
cubo de 1,00 pulg por lado?

Respuesta.

1,64 x 10* mm®
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32. En algunos paises el consumo de gasolina de un
automavil se expresa en litros consumidos por 100

km de viaje. Si un automoévil logra 27 millas/galon,
cual es el consumo de combustible en litros por 100
km? (1 gal =3,7853 L)

Respuesta.

8,7 L/100 km

33. La velocidad del sonido a la temperatura
ambiente es 340 m/s. Exprese la velocidad del sonido
en unidades de millas por hora.

Respuesta.

761 mi/h

34. a) ¢ Cuantos milisegundos hay en un minuto?
¢ Cuéntos gigasegundos hay en un siglo?
Respuesta.

a) 1 min = 60000 ms, b) 1 siglo = 3,16 Gs

35. a) Calcule la altura de un cilindro de radio R que
tiene el mismo volumen de una esfera de radio R. b)
Demuestre que el cilindro tiene un area superficial
mayor que la esfera.

Respuesta.
h=2R
3

36. Considere una esfera que se ajusta exactamente
dentro de un cubo. ¢Cuél es la relacion del volumen
de la esfera al volumen del cubo?

Respuesta.

/6

37. Un vaso cilindrico para malteada tiene un radio

interior medidode r + Aryunaalturade h+ Ah.
Demuestre que el volumen del vaso es

V = zr?h + 27hAr + 7r > Ah si se ignoran los
términos muy pequefios del orden (Ar)2

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Movimiento rectilineo

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

CAPITULO 2. Movimiento rectilineo

DEFINICION DE PARTICULA.

El Punto Material

Es una idealizacion de los cuerpos que existen en la
naturaleza y que llamamos punto material. Es un
cuerpo cuyas dimensiones son despreciables al
compararlas con las otras dimensiones que
intervienen en el movimiento.

La Mecanica comienza con el estudio de los puntos
materiales y después extiende estos estudios a los
sistemas de puntos materiales, incluyendo cuerpos
rigidos y deformables.

El punto material, a diferencia de un punto
geométrico, esta asociado a una masa inercial; esta
propiedad esta intimamente ligada al movimiento de
los cuerpos, como podemos ver cuando tratamos de
entender como se mueven los cuerpos.

CONCEPTO DE MOVIMIENTO

El movimiento es un fenomeno fisico que se define
como todo cambio de posicidon que experimentan los
cuerpos en el espacio, con respecto al tiempo y a un
punto de referencia, variando la distancia de dicho
cuerpo con respecto a ese punto o sistema de
referencia, describiendo una trayectoria. Para
producir movimiento es necesaria una intensidad de
interaccién o intercambio de energia que sobrepase
un determinado umbral.

La parte de la fisica que se encarga del estudio del
movimiento es la cinematica.

CLASIFICACION DEL MOVIMIENTO
Segun se mueva un punto o un solido pueden
distinguirse distintos tipos de movimiento:

Segun la trayectoria del punto: Rectilineo y
curvilineo

Movimiento rectilineo: La trayectoria que describe
el punto es una linea recta.

Movimiento curvilineo: El punto describe una curva
cambiando su direccion a medida que se desplaza.
Casos particulares del movimiento curvilineo son la
rotacion describiendo un circulo en torno a un punto
fijo, y las trayectorias elipticas y parabdlicas.

Segun la trayectoria del sélido: Traslacion y
rotacion.

Traslacion: Todos los puntos del sélido describen
trayectorias iguales, no necesariamente rectas.
Rotacion: Todos los puntos del sdlido describen
trayectorias circulares concéntricas.

Segun la direccion del movimiento:

Alternativo y pendular.

Alternativo: Si la direccion del movimiento cambia,
el movimiento descrito se denomina alternativo si es
sobre una trayectoria rectilinea o pendular.
Pendular: Si lo es sobre una trayectoria circular (un
arco de circunferencia).
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Segun la velocidad: Uniforme y uniformemente
variado.

Movimiento uniforme: La velocidad de movimiento
es constante

Movimiento uniformemente variado: La aceleracion
es constante, como es el caso de los cuerpos en caida
libre sometidos a la aceleracion de de la gravedad.

SISTEMAS DE REFERENCIA. POSICION Y
DESPLAZAMIENTO.

El movimiento es una nocion esencialmente relativa.
Asi resulta que el movimiento como el reposo son
hechos relativos, no se puede decir que algo se
mueve o que esta en reposo sin afiadir respecto a
qué. En consecuencia necesitamos un sistema de
referencia para descubrir el movimiento.

Sistemas de referencia. Desde el punto de vista
estrictamente matematico, un sistema de referencia
en un espacio vectorial de dimension n esta formado
por n vectores linealmente independientes,
formando una base del espacio, y por un punto,
definido por n coordenadas, que suele llamarse
origen del sistema de referencia.

En el dominio de la fisica, el espacio suele ser la

base mas habitual la llamada ortonormal ( f s j )

K), y el origen se sitia a conveniencia del
observador. Los vectores de la base son
I =(1,0,0), ] =(0,1,00y kK =(0,0,1).
Atendiendo a su posible estado de reposo o
movimiento, los sistemas de referencia pueden ser
clasificados siempre y cuando hablemos de su
relacion respecto a otro sistema de referencia que
arbitrariamente supongamos inmovil. En efecto,
debe tenerse en cuenta que cualquier sistema de
referencia esta moviéndose respecto a otro (este
papel gira y se traslada con la Tierra alrededor del
Sol, el cual a su vez se desplaza en la galaxia, que a
su vez se expande en el Universo...), por lo que no
cabe hablar de un sistema de referencia absoluto.
De acuerdo con lo anterior, un sistema de referencia
puede estar:
a) en reposo respecto a otro

N
b) moviéndose con velocidad constante V respecto
al supuestamente fijo
¢) con una aceleracion respecto al fijo.

Un buen ejemplo del primer caso podemos
encontrarlo en un sistema de referencia como la
pizarra, que se encuentra en reposo relativo respecto
a las paredes del aula (en condiciones normales).
Un ejemplo de sistema de referencia inercial
podemos encontrarlo en un tren que se mueve en un
tramo de via rectilineo con una velocidad
sensiblemente constante.
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Y por ultimo, la propia Tierra constituye un sistema
de referencia no inercial, ya que gira con una
aceleracion normal, que si bien es pequefla, en
ciertos fendmenos se observa con claridad.

Vector Posicion.- Para fijar la posicion de un punto
en el espacio respecto a un origen de coordenadas
bastan tres nimeros que pueden ser las proyecciones
sobre los ejes de un sistema cartesiano ortogonal.

=
B

s

‘/‘if’o”? }IF

X

El vector posicion del punto P es:
- -
OP=r
El movimiento quedara especificado si conocemos
el vector posicion para cada instante, es decir:
- o
r=r(t)
Esto se conoce como ley de movimiento.
El vector posicion puede ser expresado a través de

las ecuaciones paramétricas de sus componentes en
funcion del tiempo:

x=x(t), y=y(t), z=z(t)
T =X +yt) ] + 2Ok
Desplazamiento.

La figura muestra una particula que se esta
moviendo a lo largo de la trayectoria curvilinea C.

B
- ()
Fa
¥

Sean P, y P, las posiciones de la particula en los
instantes t; y t, =1, + At. Los vectores posiciéon

correspondientes son
o - - - -
OPiy OP2=r2=ri+Ar.

-
Siendo A I el vector desplazamiento y describe el
desplazamiento de la particula de la posicion P; a la
posicion Ps.

Trayectoria y Ecuaciéon Horaria del Movimiento.-
Se llama trayectoria de una particula en movimiento
al lugar geométrico de las posiciones efectivamente
ocupadas por la particula en el transcurso del
tiempo. De acuerdo al tipo de movimiento podra ser
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una recta, circunferencia, espiral, parabola o curvas
tan complicadas como se nos ocurra.

La trayectoria no define el movimiento, pues no
sabemos en que instante de tiempo ocup6 cada
punto. Sabemos donde estuvo, pero no cuando y si
estuvo varias veces en cada punto o no. Hace falta la
ecuacion horaria.

Para encontrar la ecuacion horaria debemos medir
las distancias en funcién del tiempo.

En la figura Py es un origen fijo sobre la curva (C)
que porta la trayectoria.

Sea P la posicion de la particula en el instante t
sobre la trayectoria definida por el arco

(@)
P,P=S
La ecuacion horaria del movimiento de la particula P
es

S =S(t)

Ejemplo experimental. Estudio del movimiento de
la caida libre de un cuerpo.

Solucion.

Si dejamos caer un objeto, obtenemos que la
trayectoria sea una recta vertical.

Para encontrar la ley del movimiento podemos
intentar medir a partir de donde la dejamos caer,
distancias sucesivas para diferentes tiempos.

Una forma experimental es usando una pelicula
fotografica y una flash electronico que se encienda
por ejemplo cada 1/30 de segundo. En una
habitacion oscura dispondremos el cuerpo, la
pelicula y un disparador que deje caer el cuerpo y
simultdneamente accione el flash. Paralelamente a la
trayectoria a seguir por el objeto se fija una regla.

Pizarra o tela negra

Papel negs cubricnde al =2 :
Estroboscopio

P |

estrobos

Camara
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d 5 A

r =—kt°k

Las ecuaciones paramétricas son
X=0,y=0y z=kt?

En esencia para cualquier movimiento debemos

ingeniarnos para obtener la ecuacion horaria y
conocida su trayectoria, queda determinado el

[
—_—
;“n
w

movimiento.
L A = VELOCIDAD Y RAPIDEZ
La fotografia mostrada permite conocer las cotas de
la foto en los diferentes instantes bien determinados. Rapidez. La rapidez (que en el lenguaje comun se
La tabla muestra los resultados de la fotografia: denomina simplemente velocidad) se define como el
cociente entre la distancia recorrida y el tiempo
Tiempo | Cota(m) transcurrido. La distancia s recorrida a lo largo de
0,2480 una trayectoria es una magnitud escalar,
to independiente de la direccion. Como el tiempo
i 0,3250 también es un escalar, la rapidez es también un
1 escalar.
t, 0,4130 La rapidez se designa mediante el simbolo v y sus
t, 0,5130 dimensiones son:
[v]=LT"
t 0,6235 . .
4 La unidad en el sistema SI es el metro por segundo
t, 0,7450 (m/s).
08875 La figura muestra una particula que se esta
ts ’ moviendo a lo largo de la trayectoria curva C. En el
t, 1,0215 instante t; esta en Py, a una distancia S1 de un
ty 1,1760 punto P, de referencia. En el instante t2 estaenP,a
t, 1,3405 una distancia S, del punto de referencia.
t 1,5155 fl F2

i a3 |
Tracemos la curva representativa del la funcion m
z=f(t) 53

En el tiempo que transcurre entre t, y t,,
At =t, —1,, la particula ha recorrido una distancia

AS es la diferencia entre S, y S, esto es
AS=S,-S,.
Se define como rapidez media dentro de este
intervalo

S,—S, AS

. =
Esta curva corresponde a una parabola y su t, -t At

expresion matematica es

Posicion

Tiempo

El simbolo A (delta) significa un incremento de una
2 . .
z =kt magnitud fisica.
Z esta en segundos Sila raplFlez de la particula varia a lo largg’de la
trayectoria, para conocer con mejor precision el

m o . .
Donde <k = 49— m0v1n~nent0 debemos ha'cer los 1qtewalos AS mas

S pequefios y tomar la rapidez media de cada uno de
ellos. La figura a continuacion nos muestra el

t estd en segundos . . . . .
g grafico distancia recorrida versus tiempo, observen

Luego la ecuacién horaria es que cuando t, tiendea t;, At tiende a cero.

— kt? . .
S. —.kt . o Mediante este proceso llamamos a la rapidez
Si fijamos el origen del movimiento en z =0, la ley instantanea v en el instante t. Este proceso se
del movimiento es expresa matematicamente como
3
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. AS dS
V= Ilim =
At—0 At dt
Tangente ala
& mrvaen fl
5
.s:ﬁ E
gE AS
AL 5y
ME
rl L Tiempo £
La cantidad — se llama “derivada de S con

respecto a 17y el proceso de encontrarla se 1lama

derivacion o diferenciacion. La notacién dS , dt ,
expresa incrementos infinitesimalmente pequefios
que se conocen como diferenciales.

Ejemplo 1.
a) Hallar una expresion para la rapidez de una
particula que se mueve de acuerdo a la ley horaria

S = At?

b) SiA=1,4m/s : , hallar la distancia a la que se
encuentra la particula y su rapidez para 10 segundos
después de iniciado su movimiento.

Solucion.

a) Sien el tiempo testaen S
S(t) = At2

Transcurrido un tiempo At , la particula estara en

S(t+At)
S(t+At) = A(t + At)z

= AL’ +2AtAt + A(At),
Como

AS = S(t+At) -5,
= At? + 2AtAt + A(At)— At?
= 2AtAt + A(AtY

La rapidez en el instante t es:

2AtAL + A(At )

= lim =2At

At—0

b)Parat =10 es

m
%mzoAmekY:MOm

y su rapidez es

m m
%mzszgjﬁmfzzgf

Ejemplo 2. Hallar una expresion para la rapidez de
una particula que se mueve segun la ecuacion
horaria
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S(t) = Asen(at)
Solucién.

En el intervalo de tiempo de t hasta t + At 1a
particula que se mueve:

AS = S(t+ At)-S(t)
= Aseno(t + At)— Asenwt
= Asenat cos(aJAt)+ Acosa)tsen(a)At)

- Asenot
La rapidez en un instante t cualquiera es

v=lim—
At—0 At
= lim Asen ot cos(wAt) + Acos wtsen(wAt)— Asenwt
At—0 At

VvV =Awcos wt

El proceso desarrollado en los dos ejemplos
anteriores se hace simple con la practica.

Hay muchas reglas o formulas para derivar
diferentes tipos de funciones. Estas pueden
memorizarse o encontrarse en tablas. La tabla
siguiente es una pequefla muestra de estas.

Derivadas de algunas funciones

Funcién Derivada
S=t" dﬁ _ ™!
dt
S=c¢ d78 _0
dt
S=cu dj 3 C(LU
dt dt
S=u+v|dS _ d7u+g
dt dt dt
S =uv ds du dv
—=V—+U—
dt dt dt
S = Asen
senet d—S = Awcoswt
dt
S=A
coselt d—s = —Awsenot
dt

Ejemplo 3. Hallar una expresion para la rapidez de
una particula que se mueve de acuerdo a la ley

horaria S = At? , usando formulas de la tabla
anterior.
Solucién.
Tenemos que:
2 2
yo 8 _dlar) )
dt dt dt

Ejemplo 4. Hallar una expresion para la rapidez de
una particula que se mueve de acuerdo a la ley
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horaria S(t) = Asen(a)t) , usando foérmulas de la
tabla anterior.

Solucion.

Tenemos que

_as _ d(Asenat) _ Adsena)t

= = Awcos wt
dt dt dt

Velocidad. La velocidad (que mas apropiadamente
seria vector velocidad), a diferencia de la rapidez
debemos incluir el concepto de direccion en nuestro
estudio; para esto debemos emplear vectores.

La figura muestra una particula que se esta
moviendo a lo largo de la trayectoria curvilinea C.

Sean P, y P, las posiciones de la particula en los

instantes t; y t, =1, + At. Los vectores posicion

N
correspondientes son OP1 =1 y

. - - - -

OP, =r>=ri+Ar . Siendo Ar el vector
desplazamiento y describe el desplazamiento de la

particula de la posicion P, a la posicion P,

Velocidad media. El cociente entre el vector
-
desplazamiento A I' y el intervalo de tiempo At es
el vector velocidad media.
-

- Ar

m=—

At

Como el desplazamiento es un vector y el tiempo es
un escalar positivo, la velocidad es una magnitud
vectorial que tiene la misma direccion y sentido que
el desplazamiento. Esto significa que si una
particula sufre un desplazamiento negativo, su
velocidad sera también negativa.

Velocidad instantanea. Como en el caso de la
5

rapidez obtendremos la velocidad instantanea V
tomando la velocidad media en un intervalo de

tiempo cada vez menor At medido desde un cierto
tiempo t,. En el limite, cuando At tiende a cero:
- - - -
- r.—ri .. Ar _dr
( =lim——=lim—=—
[Shad’t At A0 At dt
La direccion de este vector es la direccion limite del

vector cuando At — 0 de la figura anterior. Es

-
evidente que en este limite la direccionde AT esla
de la tangente la trayectoria en P;.
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N
La magnitud del vector velocidad instantanea, V ,

es decir ‘V‘ o simplemente V es igual a la rapidez

instantinea en ese punto.
La velocidad es la pendiente del grafico de X versus
t, como se muestra en la figura.

3 parada—.

I ovirmienta

haciala -~ ¢

derecha Movimiento
hacia /
la tzquierda

¢

Cuando la pendiente es positiva, el objeto se estd
moviendo a la derecha.

Cuando la pendiente es negativa, el objeto se esta
moviendo a la izquierda.

Cuando la pendiente es cero, el objeto se detiene.

Ejemplo 5. Entre dos observadores hay una
distancia de 1050 m, uno de ellos dispara un arma de
fuego y el otro cuenta el tiempo que transcurre desde
que ve el fogonazo hasta que oye el sonido,
obteniendo un valor de 3 s. Despreciando el tiempo
empleado por la luz en hacer tal recorrido, calcular
la velocidad de propagacion del sonido.

1050 m

gﬁ‘ﬁu x.ﬁiﬁxﬁv-. e .—?#
Solucién.
La velocidad es:

c=s/t=1050/3 =350 m/s

Ejemplo 6. Nos encontramos en una batalla naval,
en un buque situado entre el enemigo y los
acantilados de la costa. A los 3 s de ver un fogonazo
oimos el disparo del caiidn, y a los 11 s del fogonazo
percibimos el eco. Calcular la distancia a que estan
de nosotros el enemigo y la costa. Velocidad del
sonido, 340 m/s.

Solucién.
Despreciando el tiempo empleado por la luz en su
recorrido, la distancia a que se encuentra el enemigo
es:

S=340x3=1020 m

El sonido emplea para ir y volver a la costa, desde
nuestra posicion, un tiempo que es:

t=11-3=8s =25’=340x8 = S’=1360m
La costa esta a 1020 + 1360 = 2380m.
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Ejemplo 7. La posicion de una particula en
coordenadas cartesianas esta dada por la ecuacion

d?(tg = x(t) + y(t)] + 2(tK
x(t)=5+6t%, y(t)=3t, z(t)

t en segundos, X, Y, Z en metros.

6

a) Determinar el desplazamiento entret=0yt=1s.

b) Determinar la velocidad media

c¢) Determinar la velocidad y la rapidez parat=1 s.
Solucion.

a)parat=0s,X=5m,y=0m, z=6m

ro =50 +6K
Parat=1s,x=11m,y=3m,Z=6m
ri=11+3j+6k
El desplazamiento es
Ar=ri—ro=(11-5f+(3-0)j+(6-6kK
=6i +3]
b) la velocidad media es

> Ar _6i+3]

At 1-0
c) la velocidad instantanea es
- v 2R 1 ¢
y _dr _ d[(5+6t )l + 3t +6k]
dt dt
=12ti +3]

La magnitud de V es

v=A/12"+3* = /153

=12,4 m/s
Valor que corresponde a la rapidez instantanea para
t=1s.

Ejemplo 8. Un auto estd parado ante un semaforo.
Después viaja en linea recta y su distancia respecto
al semaforo esta dada por x(t) = bt* - ct’ , donde b =
2,40 m/s* y ¢ = 0,120 m/s’.
a) Calcule la velocidad media del auto entre t=0y
t=10,0s.
b) Calcule la velocidad instantanea en

Ht=0; ii))t=5,0s; iii)t=10,0s.
¢) (Cuanto tiempo después de arrancar vuelve a
estar parado el auto?

Solucion.
a)Ent, =0, X, =0, tal que la ecuacion
X =X AX

"t -t At
_ X, (24)10) —(0,120)10)’

t, 10)
=12,0 m/s

m
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: . AX  dX _
b) de la ecuacion V, = lim = —, la velocidad

At—0 E B dt

instantanea en funcion del tiempo es
v, =2bt —3ct® = (4,80)t —(0,360)t"
tal que
i v,(0)=0,
if) v, (5) = (4,80)(5) ~ (0,360)(5)* =15,0 y
iii) v, (10) = (4,80)(10) — (0,360)(10)> =12,0
¢) el auto estd en reposo cuando V, = 0.
Por consiguiente (4,80)t —(0,360)t> =0.
El tnico tiempo después de t = 0 en que el auto se
4,8
0,360

encuentra en reposo es { = =133s

Ejemplo 9. Un ciclista marcha por una region
donde hay muchas subidas y bajadas

En las cuestas arriba lleva una rapidez constante de 5
km/h y en las cuestas abajo 20 km/h. Calcular:

a) (Cual es su rapidez media si las subidas y bajadas
tienen la misma longitud?

b) (Cual es su rapidez media si emplea el mismo
tiempo en las subidas que en las bajadas?

¢) (Cual es su rapidez media si emplea doble tiempo
en las subidas que en las bajadas?

Solucion.
a) v, = Stotal - Ssubida Sbajada
1:total ttotal
2s 2vv,
= = =8km/h
i + i Vl + V2
v, oV,
byv = vit+v,t _vity,
2t 2
=12,5 km/h
)V Vi2t+vt 2v,+v,  2x5420
c = = —
" 3t 3 3
=10 km/h

(Obsérvese que la rapidez media es la media
aritmética de las rapideces uniformes unicamente en
el caso de que el tiempo que duran los distintos
recorridos sea el mismo).

ACELERACION

En el lenguaje ordinario el término aceleracion se
refiere s6lo a incrementos del modulo de la
velocidad (rapidez), pero en Fisica se utiliza con un
sentido mas amplio para designar un cambio del
vector velocidad. En Fisica se dice que un cuerpo
esta siendo acelerado no sélo cuando aumenta su
velocidad sino también cuando disminuye o cambia
de direccion.

Se llama aceleracion al cambio de la velocidad
(vector velocidad) en el tiempo.
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Aceleracion Media.

2. f 3
-
FE 3
P2
Jis
-
307
8] ¥y

X

La razén en la cual la velocidad cambia se mide por
la aceleracion. Asi si un objeto tiene la velocidad
- -

Vi enel t; del tiempo y velocidad V2 enel t,, su

aceleracion media es
- -

5
2 Va=Vi AV Av.

Tt -t At At
Supongamos que una particula que se mueve en la
trayectoria C de la figura anterior en el instante t,
estd en P, con una velocidad V, y en el instante

t, =1, + At esta en P, con una velocidad V, . Por
definicion el vector aceleracion media de la particula
entre los instantes es t, y t, es

_Vamvi AV
T, -t At

Las dimensiones de la aceleracion son [a] =LT>

La unidad de la aceleracion en el sistema SI esta en
metros / segundo por segundo:
m/s m

S 82

Aceleracion Instantanea o simplemente
aceleracion. Cuando t, > t, 0 At >0
llegaremos al valor de la aceleracion en el instante
t,. Este proceso para el limite se expresa
matematicamente como

g = lim 2~ —limAV _dv
WEEEL Sy, a0 At dt

v _dldr] dr

N
aAa=——=—

dt  dt| dt | dt?

Es mejor evitar el uso de la palabra comin
“desaceleracion.”

Describa la aceleracion simplemente como positiva
o0 negativa.
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Observe que la aceleracion negativa no significa
necesariamente “bajar la velocidad”.

Cuando la velocidad y la aceleracion ambas tienen el
mismo signo, el objeto aumenta su velocidad.
Cuando la velocidad y la aceleracion tienen signos
opuestos, el objeto disminuye su velocidad.

Los graficos de la figura siguiente ilustran el
desplazamiento, la velocidad, y la aceleracion para
un objeto en movimiento.

deterdo

X

Mowmrmiento
hacia la
derecha

T welocidad
constante

‘auttenta s, baja la
la, . velocidad
welocidad

@ » [ dismityendo

a

@ <[] dismitnayendo

drg A

anettando

@ < [] avmentatido

Ejemplo 10. Una particula se mueve a lo largo de
una linea curva

i ~

ro = (t2 +t)iﬂ+ (2t-1)j + (t3 —2t2)k
Encontrar:

a) Lavelocidad para t=1s yparat=3s.
b) La aceleracion media entre t =1s y para t =3s.
¢) Laaceleracion y su magnitud para t =1s.
Solucion.

a) Las ecuaciones paramétricas son:

x(t)=t>+1, y(t)=2t -1, z(t)=t* —2t*

Las componentes de la velocidad son:

Vv, :%:Ztﬂ,vy :ﬂzz.
dt dt
Z=$=3t2+4t
dt

La velocidad es:

Vi = (2t+1) + 2+ (3t> — 4tk

Para t=1s: V(1)=3iA+2j—kA
Parat:3s.V(3)=7iA+2je+15kA

b) La aceleracion mediaentre t =1s y t=3s.

> :Aczcm—;m:
TTAt T 3-1
(7-3) +(2-2)j +(15+1)k
2
gm:2f+8k\
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c) la aceleracion instantanea es

SO LANLL TS NS
a0 =" =g [(2t+1)| +2J+(3t 4t)k]
=2i +(6t—4)k

para t =18

an) =21 +2k

la magnitud de la aceleracion es

a(l)=+2%+2> =24/2m/s’

Ejemplo 11. Una persona que se asoma por la
ventana de un edificio alto de oficinas observa lo
que sospecha es un ovni. La persona registra la
posicion del objeto en funcion del tiempo y
determina que esta dada por

) =—5,0t7 +10,0t + (7,0t - 3,0t K
a) Obtenga los vectores de: desplazamiento,
velocidad y aceleracion del objeto ent=5,0s.
b) (Hay algtin tiempo en que la velocidad del objeto
sea cero?
¢) (La aceleracion del objeto es constante o cambia
con el tiempo?
Solucion.
a) El vector desplazamiento es:
¥ = 5,060 +10,0t j + (7,0t -3,0t* K
El vector velocidad es la derivada del vector
desplazamiento:
Qgglz—iohmopj+hp—2@pﬁk
y el vector aceleracion es la derivada del vector
velocidad:

2
IO _ ok

dt
en t=5,0s:
Fs) =-5.0(5) +10,0(5) +[7.0(5)- 3.0(5 k

= —25,0i +50,0 ] — 40,0k

d>r(5)

o =60 K

b) la velocidad en ambas direcciones X e y es
constante y diferente de cero, luego la velocidad
nunca puede ser cero

c¢) La aceleracion del objeto es constante, ya que t no
aparece en el vector aceleracion.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME.
Para que un movimiento sea rectilineo uniforme su
velocidad debe ser constante, es decir, que la
aceleracion sea siempre igual a cero.

Estudio del Movimiento
- -
Como el movimiento es uniforme Vm =V ,y

considerando que su trayectoria esta en el eje X

www.librospdf1.blogspot.com

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

5
- ~ A AXa X=X, &
At t t-t,
AX X=X,
V=—= =tana
At t-t,
Diagrama velocidad-tiempo
¥
¥

t, 4 £

El grafico velocidad-tiempo del movimiento
uniforme es una recta paralela al eje del tiempo.

Dev=""20 s x=x +v(t-t,)

0

Si el instante inicial t; = 0, tenemos
X =X, + Vit

Diagrama espacio-tiempo
X

X
X /

El grafico indica las posiciones instantaneas del
movil en cada instante

MOVIMIENTO RECTILINEO
UNIFORMEMENTE VARIADO.

Para que un movimiento sea rectilineo
uniformemente variado su aceleracion debe ser
constante y diferente de cero.

Estudio del Movimiento
- -
Como la aceleracion es constante, dm = a

_dv_ Av

a = — = — = constante
dt At
- ~ AV AV.
a=al=—=—1I
At At
Av V-V,
a=—=
At t—1,

v—-v, =alt-t,)
Si el tiempo inicial t, =0

V=V, +at
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Diagrama velocidad-tiempo

11}“
W
=
=N
vu o
£ it
-—————
E-5
Av V-V,
a=—-n= =tano
At t—to

La velocidad media:
- &
Sila posiciénent, es F'o = X, yla posicién en t

N
es I = Xf, la velocidad media en este intervalo es
AX X=X,
Vm e N
At t—t,

La posicion.

De lo anterior:

X=X, =Vp(t=1,)

y X=X +V (t-t,)

Por otra parte como la velocidad es una funcion
lineal, la velocidad media V es

V+V
Vn = .
y como V=V, +a(t—t0)
resulta

Y +[v, +alt-t,)] . a(t-t,)
m 0
2 2

finalmente

X=X, +{v0 +a(t+t°)}(t—to)

= X=X, +v0(t—tO)Jr%a(t—tO)2

Si el tiempo inicial t, =0
1
X =X, +V,t +Eat2

Diagrama espacio -tiempo
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Ejemplo 12. Demostrar que el area encerrada bajo la
curva de la velocidad del diagrama velocidad-tiempo
es igual al modulo del desplazamiento

AX=X—X,.
vll.
i
2
1
=N
Vu o
£, £t
-+-——
3y
Solucioén.

El area encerrada es igual al 4rea de un trapecio
cuyas bases son b, =V y b, =V, con altura

h=(t-t,).

Area del trapecio =

(b,+b,),
2

:(V+V°)(t—t0)

“Vlt=t,)+ S -v, )e-t,)

(V_Vo)
(t_to)
= (v-v,)=alt-t,)

Perocomo a =tana =

. 1
Area del trapecio = v, (t —t, )+ 5 alt-t,)
Valor que precisamente corresponde al

desplazamiento AX = X — X,

LA ECUACION DE TORRICELLI.
Podemos obtener una relacion muy util eliminando
el tiempo como variable en la ecuacion

X=X, +v0(t—t0)+;a(t—t0)2

(V_Vo):> (t—to): (V_Vo)

Como a:m a
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Sustituyendo

2
X=X, +V, (V_V°)+1a(v_\2/°)

a 2 a
De donde se puede despejar:

vi=v] +2a(x-x,)

Conocida como la ecuacién de Torricheli.

Descripcion del movimiento de una particula con
aceleracion constante.

Consideramos una aceleracion constante @ > 0 en
el sentido positivo de la trayectoria.

ler Caso:
La particula tiene una velocidad inicial V, = 0.

La particula se desplaza de P, al infinito con un
sentido constante y aumentando su velocidad.
I —— -

1] X

Los diagramas aceleracion-tiempo, velocidad-
tiempo y espacio-tiempo correspondientes son los
siguientes:

a

dy

a, = constante

3
Vo
F
X
xﬂ
7

1
X=X, +v0t+5a0t2

V=V, +at

2do. Caso:
La particula tiene una velocidad inicial vV, < 0.

La particula se desplaza de P, en sentido negativo
con movimiento retardado (desacelerado) hasta
detenerse en P, y cambia de sentido. A partir de ese

instante la velocidad aumenta constantemente
(acelerado) y se desplaza al infinito con un sentido
constante.

www.librospdf1.blogspot.com

www.GRATIS2.com

Hugo Medina Guzman

5 Py
— -
I ———— X, x
Los diagramas aceleracion-tiempo, velocidad-
tiempo y espacio-tiempo correspondientes son los
siguientes:

a
2
/
a, = constante
-1- L
W
Ui
/ f L f
Vo
V=V, + at
X
x

1
X=X, +v0t+5a0t2

Ejemplo 13. Una tortuga camina en linea recta
sobre lo que llamaremos eje X con la direccion
positiva hacia la derecha. La ecuacion de la posicion
de la tortuga en funcion del tiempo es

Xo = 50,0 cm + (2,00 cr/s)t - (0,0625 cm/s™)t* .

a) Determine la velocidad inicial, posicion inicial y
aceleracion inicial de la tortuga.

b) (En qué instante t la tortuga tiene velocidad cero?
¢) (Cuanto tiempo después de ponerse en marcha
regresa la tortuga al punto de partida?

d) (En qué instantes t la tortuga esta a una distancia
de 10,0 m de su punto de partida? ;Que velocidad
(magnitud y direccion) tiene la tortuga en cada uno
de esos instantes?

e) Dibuje las graficas: x-t, vy-t y a,-t para el intervalo
det=0 at=40,0s.

Solucion.

v, = % =2,00 cm/s — (0,125 cm/s?)t

X

a =3 _ —0,125 cm/s”
dt

X

a)En t=0,x=50,0cm,v, =2,00cm/s,
a,=—0,125cm/s* .

b) Hagamos v, = 0 y resolvamos para t:
t=16,0s
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¢) Hagamos x = 50,0 cm y resolvamos para t.
Estoda: t=0yt=32,0s.

La tortuga regresa al punto de partida después de

32,0s.

d) La tortuga esta a 10,0 cm del punto de partida

cuando X = 60,0 cm o X = 40,0 cm.

Hagamos X = 60,0 cm y resolvamos para t:

t=620syt=258s

Ent=6,20s, v, =+ 1,23 cm/s.

Ent=25,_8s,v,=-1,23 cm/s.

Hagamos X = 40,0 cm y resolvamos para t:

t=36,4s
(la otra raiz de la ecuacion cuadratica es negativa y

por lo tanto sin significado fisico).
Ent=36,4s, v,=-2,55 cm/s.

e)

&y

Ejemplo 14. Un mévil parte del reposo y de un
punto A, con movimiento rectilineo y
uniformemente acelerado (a =10 cm/s); tarda en
recorrer una distancia BC = 105 ¢cm un tiempo de 3
s, y, finalmente, llega al punto D (CD = 55 cm).
Calcular:

a) La velocidad del mévil en los puntos B, C y D.
b) La distancia AB.

¢) El tiempo invertido en el recorrido AB y en el
CD.

d) El tiempo total en el recorrido AD.

— x
—i i i —
A B C D
Solucioén.

a)

BC :vBt+lat2
21 = vg =20 cmm/s
105 =vB3+510><32

Ve =Vg +at =20+30=50 cm/s

CD :vctJr;at2

55=50t+;10t2
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= t2+10t-11=0 = t=1s
Vp =V. +at =50+10 =60 cnvs

b) Vy =+/2aAB
2

= AB:V—B:ﬂ:ZOCm
2a 20

<)

vV, =at

B 3t=§=2s

20=10t 10

d) Sera la suma de los tiempos parciales:
t=2+3+1=6s

MOVIMIENTO VERTICAL CON
ACELERACION DE LA GRAVEDAD.

La variacién de la magnitud de la aceleracion g,

debido a la gravedad en la superficie de la tierra con
la latitud esta dada por la formula internacional de la
gravedad adoptada en 1930 por el Congreso
Geofisico Internacional:

g,=978,049000 (1 +0,0052834 sen’ 1/

-0,0000059 sen” 2 ¢ )
gencm/s’, ¢ en grados

Donde ¢ es la latitud de la tierra medida en el

ecuador
Para ¢ =0° (ecuador), g, =978,0490

Para ¢ = 90° (polos), 0y =983,2213

La variacion de la aceleracion gravitacional con la
altura sobre el nivel del mar es aproximadamente

g = g, —0,000002860h

h en metros y g, en m/s >

Donde h < 40 000 m

Cerca de la superficie de la tierra la magnitud de la
aceleracion debido a la gravedad varia muy poco
con la altura y en los calculos técnicos ordinarios se
toma g = 9,81 m/s” (dirigido verticalmente hacia
abajo).

Un cuerpo que se deja caer esta sometido a la
aceleracion de la gravedad y su movimiento
corresponde a un movimiento rectilineo
uniformemente variado en el eje vertical
perpendicular a la tierra,

y=Y, +v0t+%at2

v=y,+at
a=-g
a) Caida libre
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e

T

¥
|

£
Si se deja caer un cuerpo desde una altura h sobre el
nivel del piso y consideramos despreciable la
resistencia del aire.

Eneste caso Y, =h, v, =0, luego:

1
=h-—gt’
y > g
v=—gt
a=-¢
El cuerpo toca tierra cuando y =0
Luego h—lgt2 =0 =>t= 2h
2 g

y lavelocidades vV =4/2gh

b) Lanzamiento hacia arriba
Si el mismo cuerpo desde la misma altura h se lanza

hacia arriba con velocidad V, se mueve con un

movimiento rectilineo uniformemente retardado

(desacelerado).
b

lg

E by
|

"=

y=h+v0t+—;gt2

v=v, —gt
a=-¢
El cuerpo sube hasta que alcanza la altura maxima

Y., - Esta corresponde a cuando la velocidad

disminuye a cero.
v

Vo
g

2
1 (v
Jeadof®)
QJ 27\ g

2
Vo

Vo —0gt=0 =t =

<

De aqui Y, =h+v,
=h+

Cuando el cuerpo pasa por el punto de lanzamiento

y=h
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2v
h=h+v0t+—;gt2 = 1t =?0 y por

supuesto t, = 0, que corresponde al tiempo inicial.

Observamos que t, =2t

La velocidad es
2V
Vp =V, — 9[0 =V, -2V, = -V,
g

Finalmente toca piso cuando Yy =0

2v 2h

h+v0t—lgt2 =0 => t’-—2t-—=0
2 g g

cuya solucion es

t:v_0i1/v§+2h

g g9

toca el piso al tiempo

g

g

con una velocidad
V=— /v, +2gh

¢) Lanzamiento hacia abajo
Si el mismo cuerpo desde la misma altura h se lanza

hacia abajo con una velocidad V, el cuerpo se

mueve en un movimiento rectilineo uniformemente
acelerado.

y
P

Phie

"=

1
y:h—vot—Egt2

V=-v, gt
a=-g
El cuerpo alcanza el piso cuando Y = 0.
1 2v 2h
h-vt-—gt’=0= t* +—2t-—=0
2 g g

cuya solucion es

t:_v_0+qlvg+2h

9 9

toca el piso al tiempo

g

g

con una velocidad
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v=—/v; +2gh

Ejemplo 15. Desde lo alto de un edificio, se lanza
verticalmente hacia arriba una pelota con una
rapidez de 12,5 m/s. La pelota llega a tierra 4,25 s,
después. Determine:

a) La altura que alcanzo la pelota respecto del
edificio.

b) La rapidez de la pelota al llegar al suelo.
Solucion.

La altura en funcién del tiempo sera

1
y:h+v0t—ggt2

Con g = 10m/s%, vy = 12,5 m/s
y=h+12,5t- 5t

a) Al tiempo t=4,25s, y=0, luego:
h+12,5(4,25) - 5(4,25)* =0,

=h=37,19m
b) vy=12,5 - 10t = 12,5 - 10(4,25)
=-30,0 m/s

Ejemplo 16. Se deja caer un cuerpo desde una altura
de yo = 33 m, y simultaneamente se lanza hacia
abajo otro cuerpo con una rapidez inicial de 1 m/s.
Encontrar el instante en que la distancia entre ellos
esde 18 m.

Solucion.

y; =33 - 5t

Y, =33-t-5t

Yi-y2=t

Entonces la distancia entre ellos es 18m a los 18 s

Ejemplo 17. Un cuerpo que cae, recorre en el altimo
segundo 68,3 m. Encontrar La altura desde donde
cae.

Solucién. Suponiendo que se solté del reposo
y=h-5t

h
El tiempo en que llega al suelo es t = \E

La distancia recorrida en el ultimo segundo sera

A
EREEE

—h=268,6m

Ejemplo 18. Desde lo alto de un acantilado, se deja
caer una piedra, desde la misma altura se lanza una
segunda piedra 2 s mas tarde con una rapidez de 30
m/s. Si ambas golpean el piso simultaneamente.
Encuentre: La altura del acantilado.

Solucion.

yi =h-5t

Yo = h-30(t-2) - 5(t - 2)

Siendo al mismo tiempo

yi=h-52=0
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y2=h-30(t-2)-5(t-2)"=0
Deaquit=4s;
h =80m

Ejemplo 19. Desde el piso, se lanza hacia arriba una
pelota con una rapidez de 40 m/s. Calcule:

a) El tiempo transcurrido entre los dos instantes en
que su velocidad tiene una magnitud de 2,5 m/s.

b) La distancia respecto al piso que se encuentra la
pelota en ese instante.

Solucion.

1 o
y=Vt-2gt" (1)
(2)

v, =V, — gt
a) De la ecuacion (2):
vV, =V, —gt =25
v, =V, —gt, =-2,5

Restando obtenemos:

At=t, -t =£ =0,5s
g

b) De la ecuacion (2):
V, =V, — gt =25
40— gt =2,5

37,5
=t = =3,83s.
Cont; en (1):

h =40(3,83) - % 9(3.83) =81.41 m.

Con t, se obtiene la misma altura, porque es cuando
la pelota esta de bajada.

Ejemplo 20. Una roca cae libremente recorriendo la
segunda mitad de la distancia de caida en 3(s).
Encuentre

a) la altura desde la cual se solto.

b) El tiempo total de caida.

Solucidn.

1
=h- gt
y 29

h
El tiempo en que alcanzah/2 es t, = |— yel
g

2h

g

a) por lo tanto el tiempo empleado en la segunda
parte de recorrido es

2h \F
T — = =3 = h=5246m
\ g g
2h  [524,6
pt=|—= =10,2s
Vg | 5

tiempoenqueh=0es t, =
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Ejemplo 21. Se deja caer una piedra desde un globo
que asciende con una velocidad de 3 m/s; si llega al
suelo a los 3 s, calcular:

a) Altura a que se encontraba el globo cuando se
solté la piedra.

b) Distancia globo-piedra a los 2 s del lanzamiento.

Solucion. Tomaremos el origen de coordenadas en
el punto en que se suelta la piedra. Magnitudes
positivas son las que tienen direcci6n hacia arriba.

a)

Vv, =3m/s
g ~10m/s’
t=3s

Cuando la piedra toca suelo, y =0
Luego

1
=h+3t——10t>
y 2

h=3(3)- ;10(3)2

=36 m

h;: distancia al origen del globo en t'.
h,: distancia al origen de la piedra en t'.

h, =v,t'=3x2=6m
h, :vot'+%gt'2 :3><2—%10><40—14m

= d=6+14
=20m

Ejemplo 22. La cabina de un ascensor de altura 3 m
asciende con una aceleracion de 1 m/s*. Cuando el
ascensor se encuentra a una cierta altura del suelo, se
desprende la lampara del techo. Calcular el tiempo
que tarda la lampara en chocar con el suelo del
ascensor.
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_Llg?
v 28

vz+%a£2

Solucién.

Primer método:

En el instante en que empieza a caer el cuerpo el
ascensor lleva una velocidad vertical hacia arriba v.

El espacio vertical y hacia abajo que debe recorrer la
lampara es:

h—[vt+1at2J
2

(h = altura del ascensor) y (vt + at*/2) ascenso del
suelo de éste. La lampara al desprenderse lleva una
velocidad inicial hacia arriba v. Aplicando la
ecuacion:

s:thrlat2

Siendo positivas las magnitudes hacia arriba y
negativas las descendentes, tendremos:

Chevtsat? =vt—lgt2 =
2 2

. 2h [ 2x3
g+a 198+1

Segundo método:

La aceleracion de la lampara respecto al ascensor,

considerando magnitudes positivas hacia abajo, es:
aga=ag-ax=9,8—(-1)= 10, 8 m/s*

=0,74 s

1
h="ag,t’ =

2
2h 2x3
t= |— = =0,74s
a, 108
Ejemplo 23. Una bola es lanzada verticalmente
hacia arriba con una velocidad de 20 m/s de la parte
alta de una torre que tiene una altura de 50 m. En su

vuelta pasa rozando la torre y finalmente toca la
tierra.

a) (Qué tiempo 1t transcurre a partir del instante en

que la bola fue lanzada hasta que pasa por el borde
de la torre? ;Qué velocidad v, tiene en este tiempo?

b) {Qué tiempo total t, se requiere para que la bola

llegue al piso? (Cual es la velocidad V,, con la que
toca el piso?
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¢) (Cual es la maxima altura sobre el suelo
alcanzada por la bola?

d) Los puntos P, y P, estana 15y 30 m,
respectivamente, por debajo del techo de la torre.
(Qué tiempo se requiere para que la bola viaje de P,
aP 2?

e) ¢Se desea que después de pasar el borde, la bola
alcance la tierra en 3s, ;con qué velocidad se debe
lanzar hacia arriba de la azotea?

¥y
T—*Jr EEREPIE:

V=20 s
L]
Torre
1:'1 4
A0 m
1'-‘2 4
Y

Solucion.
a) Para el sistema de coordenadas mostrado en la

1
figura, Y =Vt + 5 at’.
Pero en el borde del techo y = 0, luego
1
0=Vt +—at’,
2

De la cual t; = 0, indica el instante en el cual la bola
es lanzada, y también t; = 4,08 s, la cual es el
tiempo en que la bola retorna al borde.

Luego, de V=V, +at
V, =20 +(—9,8)(4,08) = —20m/s , que es el
negativo de la velocidad inicial.

b) —50 = 20t, +%(— 98)t2 = t, =585
v, =20+ (-9,8)5.8)=-37m/s

¢) Maxima altura sobre tierra: h =Yy __ +50.
De Vv, +2ay . =0, =

_ —(20)
Y = 2(9,8)
Luego, h=70,4 m.

d) Sit; y t; son los tiempos para alcanzar P, y P,,
respectivamente,

—15=20t, —4,9t’ y —30=20t, —4.9t;
Resolviendo, t; = 4,723 s, t, = 5,248 s, y el tiempo
de PyaPyes(t,-1)=0,525s.

e) Si Vp es la velocidad inicial deseada, entonces —Vg
es la velocidad cuando pasa el borde. Luego

=20,4m

1
aplicando Y =V, t+— at’ al viaje hacia abajo de
© 2

la torre, encontramos:
-50 = (- Vo)(3) — 4,9(3)>, = Vo= 1,96 m/s.
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Ejemplo 24. Una maceta con flores cae del borde de
una ventana y pasa frente a la ventana de abajo. Se
puede despreciar la resistencia del aire. La maceta
tarda 0,420 s en pasar por esta ventana, cuya altura
es de 1,90 m. ;A qué distancia debajo del punto
desde el cual cay6 la maceta esta el borde superior
de la ventana de abajo?

Solucidn.

Si la velocidad de la maceta en la parte superior de

la ventana es V, podemos encontrarla en funcion

de la altura h de la ventana y el tiempo que tarda en
pasarla::

1 2h—gt?
h :V0t+Egt2 = VO :2—1:9
2
nego: ¥, = 2(1,90)- (9.8)0.42)" _ L
2(0,42) s

La distancia Y desde la azotea al borde superior de
la ventana es:

Vo 2,477

29 2(9.8)
Otra forma de encontrar la distancia es: como
t= 10,420 s es la diferencia entre los tiempos

=0,311m

tomados en caer la las alturas (y + h) ey,
tenemos

‘ [2(y+h) _\/2_7:>
9 9

tZ
97+\/§:w/y+h

Elevando al cuadrado:
2

%ﬂ/Zgyt2 +y=y+h

2
= %+ 2gyt> =h

Resolviendo para Y :

y_L[2h-gt ’
29 2t

Con los datos

1] 2(,9)-(9.8)0,42) ’
2(9,8){ 2(0.42) } e

Ejemplo 25. Malabarismo. Un malabarista actia
en un recinto cuyo cielorraso estd 3,0 m arriba del
nivel de las manos. Lanza una pelota hacia arriba de
modo que apenas llega al techo.

a) (Qué velocidad inicial tiene la pelota?

b) ¢ Cuanto tiempo tarda la pelota en llegar al techo?
En el instante en que la primera pelota esta en el
cielorraso, el malabarista lanza una segunda pelota
hacia arriba con dos terceras parte de la velocidad
inicial de la primera.
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¢) (Cuanto tiempo después de lanzada la segunda Y ”
pelota se cruzan las dos pelotas en el aire? d) /A qué L
altura sobre la mano del malabarista se cruzan las \
dos pelotas
Solucion. , :
a) Tomemos el sentido positivo hacia arriba. ’ \
Tenemos que Vi =V02y —2g(y— yo) ér
r

En el cielorraso, V, =0, y—y, =3,0m. a

2
Luego: 0 = Vg, —2(9.8)3) = v,, =7.7m/s.
b) También tenemos:
vy:voy—gt=0:7,7—9,8t t

= 1=0,78s.
¢) Tomemos el sentido positivo hacia abajo. . ]
Ejemplo 27. En el salto vertical, un atleta se
agazapa y salta hacia arriba tratando de alcanzar la
mayor altura posible. Ni los campeones pasan
altura, Voy = 0. mucho mas de 1,00 s en el aire (“tiempo de

_ 2 _ 2442 suspension”). Trate al atleta como particula y sea
d=v,t+igt’ = d=(49 m/s*)t © .

Y max SU altura maxima sobre el suelo. Para explicar

La primera bola viaja hacia abajo una distancia 0
en el tiempo 1. Como comienza desde su méxima

La segunda bola tiene
Vi, =5(7,7m/s) = 51m/s.

En el tiempo t habra viajado hacia arriba

por qué parece estar suspendido en el aire, calcule la
razon del tiempo que estd sobre Y .. /2 al tiempo

que tarda en llegar del suelo a esa altura. Desprecie

(3,0 m-—d ) y estard en el mismo lugar que la la resistencia del aire.
primera bola. (3 —d ) =V, t— 3 gt’ :‘;ltljl(:lon- 1 l ,

iempo al caer para alcanzar . €S:
(3-d)=51t—4,9t e

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas. t = 2Y max —1s
Resolviéndolas obtenemos: ! g
t=0,59syd=17m.
d)3,0m-d=13m

El tiempo al caer para alcanzar Y, /2 es:

t. = 2ymélx /2 _ yméx _ t1 _ 1

. . 2 = = =—==—F=S.
Ejemplo 26. Una manzana cae libremente de un g g \/E \/5
arbol, estando originalmente en reposo a una altura 1

H sobre un césped crecido cuyas hojas miden h. El tiempo debajo de Y. /2 es 1 ———, de tal
Cuando la manzana llega al césped, se frena con max ﬁ ’

razon constante de modo que su rapidez es 0 al
llegar al suelo,
a) Obtenga la rapidez de la manzana justo antes de

manera que la razon entre el tiempo que esta sobre la
mitad de la altura méaxima y el tiempo que esta por
debajo de la altura maxima es.

tocar el césped.
b) Obtenga la aceleracion de la manzana ya dentro 1/ \/5 1 24

del césped. o 1-1/2 \/? 1
c) Dibuje las gréficas: v-t y a-t para el movimiento } ]
de 1a manzana. Esto explica porque el atleta parece estar suspendido

Solucioén. en el aire.

a) La rapidez de un objeto que cae una distancia . o )
H en caida libre una distancia H — h es: Ejemplo 28. Un excursionista despierto ve caer un
' pefiasco desde un risco lejano y observa que tarda

v=./2g(H = h). 1,30 s en caer el tltimo tercio de la distancia. Puede

b) La aceleracion para llevar a un objeto desde la despreciarse la resistenpia del qire.
a) (Qué altura (en m) tiene el risco?

rapidez V al reposo sobre una distancia N es: ; \ . .
b) Si en (a) obtiene dos soluciones de una ecuacion

= ﬁ = m =g (ﬂ . lj cuadrética y usa una para su respuesta, ;qué
2h 2h h i representa la otra?
c) Solucién. ‘
a) Sea h la altura y toma un tiempo t en caer:
h=1gt?

16
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Si tarda 1,30 s en caer el ultimo tercio h :
2
th=79(t-13)

Eliminando h de estas dos ecuaciones obtenemos:

Ejemplo 30. Una piedra que cae libremente pasa a

las 10 horas frente a un observador situado a 300 m
sobre el suelo, y a las 10 horas 2 segundos frente a

un observador situado a 200 m sobre el suelo. Se

fot? =1g(t-13)°
t° —7.8t+507=0
t, =7,08s
t, =0,73s

La primera es la solucion correcta porque es mayor
que 1,30 s,

h=1(9,8)(7,08) =245,6m

b) Con la segunda solucién para t encontramos h =
2,6 m. Esto corresponderia a un objeto que estaba
inicialmente cerca del fondo de este "acantilado" que
era lanzado hacia arriba y tomando 1,30 s la subida a
la cima y la caida al fondo. Aunque fisicamente es
posible, las condiciones del problema imposibilitan
esta respuesta.

Resolviendo t =3,9+ 3,18 {

Ejemplo 29. Desde la cornisa de un edificio de 60 m
de alto se lanza verticalmente hacia abajo un
proyectil con una velocidad de 10 m/s. Calcular:

a) Velocidad con que llega al suelo.

b) Tiempo que tarda en llegar al suelo.

¢) Velocidad cuando se encuentra en la mitad de su
recorrido.

d) Tiempo que tarda en alcanzar la velocidad del
apartado ¢).

BECEE

pide calcular:

a) La altura desde la que cae.

b) En qué momento llegara al suelo.

¢) La velocidad con que llegara al suelo.
—.

-

® i
RES
By 1

Solucioén.

h, =300m
h, =200m
h, =100m

a)
V, =V, + 0t =>Vv,=Vv, +10x2

t, =2s
g ~10m/s’

h, =vt, +%gtl2 =100 =2y, +%10><4

2 2

Vv Vv
5 hy=-2=h=—2"
29 2x10
o) oQ
H=h,+h,
. Vv, =40m/s
¥
Solucién. De aqui se obtiene 1V, = 60m/s,
Tomamos corno origen de coordenadas el punto de h
lanzamiento y como sentido positivo el del eje , =180m

vertical descendente. Las ecuaciones de este

movimiento seran:
v=Vv, + 0t
09 Vv, =10m/s

s :v0t+;gt2 g ~10m/s’

Finalmente H =200+ 180 = 380m

b) Llamando t, al tiempo que tarda en recorrer h;:

1
h =vt, + 5 ot;

AT = 300 = 40t, + - 10t2
t=2,65 2
B 1, ., = = 1,=5s
60 =10t +510t v=36m/s Luego llega al suelo a las 10 horas 5 segundos
oyd) h"=30m ) v=.2gH =-/2x10x380
V'=10+10t t=1,655 =87 m/s
1 , =
30 = 10t'+510t' V'=26,5m/s
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PROBLEMA INVERSO - CALCULO
INTEGRAL

Conociendo la ley del movimiento X = X(t) es

posible sin mayores dificultades calcular V(t) y

(t)= dv(t) d*x(t)

a(t) tal como fue mostrado

dx(t)
x(t):v(t):T: a " e

Como hemos visto, el calculo diferencial
proporciona la herramienta para determinar la
velocidad y aceleracion en cualquier instante del
tiempo.

En esta seccion veremos como el calculo integral,
que es el inverso del céalculo diferencial, puede
utilizarse para deducir las formulas que ya hemos
visto. Por ejemplo, hallar la posicion de una
particula en un instante cualquiera, dado su
velocidad inicial y su aceleracion conocida.

Ya hemos demostramos que el area encerrada bajo
la curva de la velocidad del diagrama velocidad-
tiempo es igual al desplazamiento.

Area del trapecio = v, (t —t, )+ ; a(t-t,)’

X—X, = vo(t—t0)+;a(t ~t,)

En el caso de un movimiento con velocidad
constante el desplazamiento entre los tiempos t y
t, es

X=X, = Vo(t_to)

o Ax=v,(t—t,)

Para un movimiento cualquiera con aceleracion
variable el diagrama velocidad-tiempo sera el
mostrado en la figura siguiente

Si descomponemos el tiempo total desde { hasta t
en segmentos pequenos At entonces cada tramo

vertical que baja desde la curva de velocidades hasta
el eje de absisas tiene un area

AA=v At
Donde V, es la velocidad media del intervalo. Esta

area corresponde al desplazamiento en ese intervalo
que como se puede observar el area faltante se
complementa con el excedente del otro lado.
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El desplazamiento total para el intervalo (t -1, ) es

la suma de todas las areas de todos los rectangulos
de tal modo que:

AX = va (t, )At

La regla para los tiempos es que t;,, =t; + At.

La distancia que obtenemos con este método no sera
la correcta porque la velocidad cambia durante el
tiempo del intervalo At .

Si tomamos los intervalos muy pequefios la suma
tiene mayor precision. Asi es que los hacemos tan
pequetios a fin de tener una buena aproximacion.
Obtendremos la distancia real en el limite:

Ax = lim )" v(t, )At

At—>0 n
Obsérvese que hemos reemplazado la velocidad
promedio V por la velocidad instantdnea V,

porque en el limite esta aproximacion es valida.
Los matematicos han inventado un simbolo para este
limite, andlogo al simbolo para la diferencial. El

simbolo A se convierte en d , V(ti) se llama V(t)

y el simbolo sumatoria )’ se escribe como una "s”
grande [ la cual se conoce el signo integral Luego
escribimos

AX = f v(t )t

El proceso de integracion es el inverso del proceso
de derivacion. Con un diferencial obtenemos una
formula integral si la invertimos.

Ejemplo 31. Encontrar la velocidad de un moévil a
partir de la aceleracion.
Solucion.

a:Q = dv = adt
dt

= ['dv= adt-a[ dt
Integrando obtenemos
v-v, =alt-t,) = v=v,+alt-t,)

Para encontrar la posicion

v:%:dx:vdt
dt

= Lxﬂdx = jt:vdt

= ["dx={ v, +alt-t, ldt
Integrando obtenemos

X=X, :vo(t—t0)+;a(t—t0)2

= X=X, +V0(t—t0)+;a(t—t0)2

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Movimiento rectilineo

También se puede encontrar la ecuacion del
movimiento expresando la integral de la siguiente
manera:

V:Iadt+C1, x:J.vdt+C2
Los valores de C, y C, dependen de las

condiciones iniciales del movimiento.

Pequeiia Tabla de Integrales

jdx:x

Xn+1
"dx =X (n%-1
jx X n+1(n;zt )

dx
— =Inx
X

eax
Ieaxdx =
a

Isen(ax) = %ax)

I(u +v)x = Iudx +J'vdx

Ejemplo 32. Encontrar las ecuaciones del
movimiento para una particula que se mueve con
- n
aceleracion constante d = al y que para el tiempo
- "~
inicial t, se encontrabaen I'o = X, y tenia una

N

velocidad inicial Vo =V, .

Solucion.

El movimiento es en el eje X.
y dv

La aceleracion es a = a

La velocidad se puede encontrar en términos de una
integral como

v:J'adt+Cl = v=at+C,

Como para t =1 setiene V =V, tenemos
v, =at, +C, = C, =v, —at,
Reemplazando el valor de C, obtendremos la

ecuacion de la velocidad:
v=v, +alt-t,)

Ahora consideremos la definicion de la velocidad

_dx

V -

dt
También se puede escribir en forma integral
X= J'vdt +C,

Reemplazando el valor de V:

www.librospdf1.blogspot.com
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x=4f[v0 +a(t-t,)pt+C,

Integrando:
1
X =V,t +Eat2 —at,t+C,
Como para t =1 setiene X = X, , tenemos

1
X, = V,t, +5at§ —at; +C,

1
= C, =X, —V,t, +Eat§
Reemplazando el valor de C, obtenemos

1 1
X=V,t+_at’ —att+| x, —Vv,t, + - at;
2 2
= X=X, +v0(t—t0)+;a(t—t0)2

Ejemplo 33. La aceleracion de una motocicleta esta
dada por a(t) =1,5t—0,12t*, conten s m/s’. La
moto esta en reposo en el origen ent = 0.

a) Obtenga su posicion y velocidad en funcion de t.

b) Calcule la velocidad maxima que alcanza.
Solucion.

a) Para encontrar V(t).

a= % = dv = adt = (1,5t —0,12t* it

Integrando con V, =0 y t, =0:
1 _ 2\ 2 3
v = (15t—0,12t> bt =0,75t* — 0,40t

Para encontrar X(t).

V= dx =0,75t* —0,40t°
dt

= dx = (0,75t> —0,40t* )t
Integrando con X, =0 y t, =0:

x = (0.75t> - 0.40t* jgt = 0.25¢" ~ 0.10t"

b) Para que la velocidad sea maxima la aceleracion
debe ser cero,

t=0
alt)=15t-0,12t* =0 =
® t= L5 =12,5s
0,12

Para t= 0 la velocidad es minima
Para t= 12,5 la velocidad

v=0,75(12,5)" -0,40(12,5)" =39,1 m/s

Ejemplo 34. Salto volador de la pulga. Una
pelicula tomada a alta velocidad por M. Rothschild,
Y. Schlein. K. Parker, C. Neville y S. Sternberg
(3500 cuadros por segundo, “The Flying Leap of the
Flea”, en el ScientificAmerican de noviembre de
1973) de una pulga saltarina de 210 zg produjo los
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datos que se usaron para dibujar la grafica de la
figura. La pulga tenia una longitud aproximada de 2
mm y salté con un angulo de despegue casi vertical.
Use la grafica para contestar estas preguntas.

a) ¢La aceleracion de la pulga es cero en algin
momento? Si lo es, /cuando? Justifique su respuesta.
b) Calcule la altura maxima que la pulga alcanz6 en
los primeros 2,5 ms.

¢) Determine la aceleracion de la pulga a los: 0,5 ms,
1,0 msy 1,5 ms.

d) Calcule la altura de la pulga a los: 0,5 ms, 1,0 ms
y 1,5 ms.

%150
s
5 100
2 "
S sof G
| | | | |
0 05 10 15 20 25
Tiempo (milizegundos)
Solucién.

a) Pendiente de @ =0 para t > 1,3 ms

b) La altura maxima corresponde al recorrido hasta
cuando la aceleracion se hace cero y llega al tiempo
t=2,5 ms, y es el area bajo la curva v versus t.
(Dibujado aproximandolo a Un triangulo y un

rectangulo).
133 em/s —————

N e - area bajo (v —t)
~ ATriéngulo + ARecténgulo
~ %[(1,3)(133)+ (2,5-1,3)(133)]10°°
~(0,25cm

c¢) a = pendiente del grafico v—t.
a(0,5ms) = a(1,0 ms)
133

1,3x107

a(L,5ms) =0 porque la pendiente es cero.

d) h = area bajo el grafico v—t.

1(05) > Ay, =5 (0.5%10%)(33)

=83x10" cm
h(1,0) ~ ATriéngulo = %(1,0 x107 )(100)

=50x10"cm
h (155) ~ ATriéngulo + ARecteingulo

=1,0x10° cm/s’
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:%(1,3><10’3)(133)+((),2><10’3)(133)
=0,11cm

Ejemplo 35. La grafica de la figura describe, en
funcion del tiempo, la aceleracion de una piedra que
baja rodando por una ladera, habiendo partido del
reposo.

a) Determine el cambio de velocidad de la piedra
entret=25syt=75s.

b) Dibuje una grafica de la velocidad de la piedra en

funcion del tiempo.

a
crmfs

5
6

4

2
r

0 Il 4 a 8 s
Solucién.

a) a=ﬂ = dv =adt

dt
Como a(t) es la ecuacion de la recta:
a-2 8-4
t-0 7,5-25
dv = (0,8t + 2)dt
Integrando: L\; dv = j; (0,8t + 2)dt

=08 =a=08t+2

= V-V, = 04> —t2)+2(t—t,)
Cont,=255,t=7,5s,y Av=Vv—-V;:
AV =04(7,5 - 2,5 )+ 2(7,5-2.5)

cm
=30—
S
Otra manera de encontrar el cambio de velocidad es
encontrando el area bajo la curva a versus t, entre las

lineasen 1t =2,5sy t =7,5s. Eldéreaes:
cm
T(4+8)(7,5-25) = 30T

Como la aceleracion es positiva, el cambio de
velocidad es positivo.
b)

it

t

Ejemplo 36. La velocidad de un punto que se mueve
en trayectoria recta queda expresada, en el SI por la
ecuacion: V=40 - 8t. Parat =2 s, el punto dista del
origen 80 m. Determinar:
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a) La expresion general de la distancia al origen.

b) El espacio inicial.

c¢) La aceleracion.

d) (En qué instante tiene el movil velocidad nula?

e) ¢Cuanto dista del origen en tal instante?

f) Distancia al origen y espacio recorrido sobre la
trayectoria a partir de t=0, cuandot=7s,t=10sy
t=15s.

Solucion.

a) s = [vdt = [ (40— 8t)t = 40t - 4t* + C

= s=s5, +40t -4t
b) 80=5,+80-16 = 5,=16
dv m
a=-— =-8
dt S

d)0=40-8t = t=5s
e) s =16 + 40x5 - 4x5* =116 m
f) s; =16 + 40x7 - 4x7° = 100 m

Sip=16 +40x10 - 4x10* = 16 m

Sis= 16 +40x15 - 4x15* = 284 m
Calculo de caminos sobre la trayectoria a partir de
t=0:
El mévil cambia el sentido de su velocidad para
t=>5s
El recorrido en los 5 primeros segundos es:
Cs=5-5=116-16=100m
A ellos hay que sumar el recorrido en los segundos
restantes que se obtienen de la integral de la
ecuacion general de la velocidad, en valor absoluto,
entre los limites t = 5 s y t = instante final.

C,=100+[ (40-8t)dt =116m

0 50 100

16m 1W00m b
16 m

Chy =100+ [|" (40 - 8t)dt = 200m

www.GRATIS2.com

r=10
t=0 t=35
| |
-/
| |
T 50 ‘ 1|[m
16 100 m
15
C,s =100+ " (40—8t)dt = 500m
t=0 t=5
t=15 | |
1 —
\
S50 o200 S150 100 - 50 [\] s0 100

284 m T6m 100 m
Representacion grafica de la distancia al origen en
funcion del tiempo
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s ()

116
100
16

507 10 15 tis)

-100

-200

-84
-300

Representacion grafica de la velocidad origen en
funcion del tiempo

Vims)
40

-40

-80

En la grafica de la velocidad frente al tiempo, el area
limitada por el eje de abscisas y la grafica entre dos
instantes coincide numéricamente con el camino
recorrido por el movil entre esos dos instantes.

Ejemplo 37. El vector velocidad del movimiento de
una particula viene dado por

IR

V =(3t-2)i + (6t -5)] mys. Sila posicion del
-

mévil en el instante t=1ses I =31 —2 ] m.

Calcular
a) El vector posicion del movil en cualquier instante.
b) El vector aceleracion.

c¢) Las componentes tangencial y normal de la
aceleracion en el instante t = 2 s. Dibujar el vector
velocidad, el vector aceleracion y las componentes
tangencial y normal en dicho instante.

Solucioén.

a) Para el movimiento horizontal

dv, _am

v,=3t-2 = a = >
dt S

dx
Como V, = at = dx =v,dt, integrando
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L= (3t -2t

= x=[2¢-2t+L|m
2 2

Para el movimiento vertical

dv

2
v, =6t-5 = a =—Y=12t"

d
Como V, = d}tl = dy= Vydt , integrando

dt s?

[[dy=](t*-sht =

y=(2t' =5t+1)m

r :@t2 —2t+;ji-(2t3 —5t+1);

b) a=3i +121]

c)Parat=2s

Vy=4m/s, V=

19 m/s

=3 m/s’, a,=24 m/s’

ax
a=.|a, +a; =24,2m/s’

Vy
tanp = —
Vv

19

2475 = ¢=78°
A @

234=3 = 0 =283°

a, = acos(6 — ¢)=24,lm/s’
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a, = asen(d — ¢) = 2m/s’

CINEMATICA DE PARTICULAS LIGADAS.
MOVIMIENTOS DEPENDIENTES.
Observemos los sistemas fisicos de la figura.
Podriamos decir que estos sistemas se componen de
varias particulas ligadas (conectadas).

Las particulas podrian ser las poleas y los cuerpos a
desplazar (bloques, baldes). La ligadura la tienen a
través de las cuerdas. Es decir, cuando el hombre
desplaza el extremo de la cuerda con una aceleracion
a, la aceleracion de las poleas y los cuerpos a
desplazar (bloques, baldes) tendran una dependencia
de a. Lo mismo se cumplira para las otras variables
cinematicas (desplazamiento y velocidad).

Ejemplo 38. Analisis del montaje de la figura
siguiente.

Para analizar las relaciones que hay entre las
variables cinematicas del bloque M, , del balde M,
y de la polea mévil, debemos primero saber cuales
son sus posiciones. Para ello elegimos un sistema de
coordenadas. En nuestro caso elegimos el eje y
apuntando hacia abajo y con el origen en el techo.

Para el sistema de coordenadas escogido las
posiciones del bloque, del balde y de la polea son

respectivamente: Y,, Y,, Y, - Estas se representan
en la figura 51gulente

D L

Lﬁ

b
w
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La longitud de la cuerda debe permanecer constante
en todo instante. Por tanto debe ser siempre valida la
siguiente relacion:

Longitud de la cuerda = constante

AB + arco BC + CD +arco DE +EF = constante

De la figura podemos concluir que las siguientes
relaciones son validas:

AB=y,

CD = yp -C,
EF =y, -¢,
Por tanto,

y, +arcoBC+ (yp -C, )+ arcoDE + y, = constante

Como los arcos BC y DE permanecen constantes
podremos escribir la relacion anterior asi:

2y, +y, =k (D
Siendo K una constante.

Esta ecuacion relaciona las variables cinematicas de
la polea movil y del bloque.

Si el bloque se desplaza una cantidad AY, y la polea
en una cantidad Ay, .
La nueva posicion de la polea:
Yo +AY,,
La nueva posicion del bloque: Y, + Ay, .

Sin embargo, la relacion anterior debe seguir
cumpliéndose:

2y, +Ay, )+ (y, +4y,) =k @
Restando (1) de (2), obtenemos:
2Ay, +Ay, =0

A

Por ejemplo, si el bloque baja 1,0 m, la polea solo
sube 0,50 m. La polea solo se desplaza la mitad de lo
que se desplaza el bloque.

Hugo Medina Guzman

Analogamente podriamos hacer un andlisis para las
aceleraciones, y concluiriamos que:

1
a, =— 5 a,
Es decir, si el bloque por ejemplo, baja con una
aceleracion igual a 2,0 m/s®, la polea subira con una

aceleracién igual a 1,0 m/s” .

De esta figura también se deduce la siguiente
relacion entre la posicion del balde y la posicion de
la polea movil:

Y=Y, G 3
Si el balde se desplaza una cantidad AY, , y la polea

se desplaza una cantidad Ay ;.

El balde pasa a ocupar la posicion: Y, + AY,,
La polea pasa a ocupar la posicion Y, + Ay, .

Sin embargo, la relacion anterior se debe seguir
cumpliéndose.

(v, +4y,) =y, + 4y, )+¢, @
Restando (3) y (4) obtenemos,

Ay, = Ayp
Los desplazamientos de la polea y el balde son

iguales.
Si dividimos la ecuacion anterior por el intervalo de

tiempo At obtenemos como se relacionan las

velocidades:  V, =V .

Las velocidades de la polea y del balde son iguales.

Lo mismo podremos concluir para las aceleraciones:
a,=a,

En definitiva si el bloque baja con una aceleracion

igual a 4 m/s%, el balde y la polea movil subiran con
una aceleracion igual a 2 m/s”.

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un acelerador atdmico emite particulas que se
desplazan con una rapidez de 2,8x10® m/s. ;cuanto
demoran estas particulas en recorrer una distancia de
5,6mm?
Respuesta

2x10™""s.

2. Se desea calcular cual es la profundidad de un
lago, para tal efecto se usa un instrumento conocido
como sonar que mide el tiempo que tarda un pulso
sonoro en ir y volver desde la superficie del agua. Si
se sabe que la rapidez del sonido en el agua es de
1450m/s y el instrumento marc6 0,042s cuando se
hizo la medicion, calcule la profundidad del lago.
Respuesta. 30,45m

23

3. Una cucaracha se desplaza en linea recta y su
posicion con respecto al tiempo se expresa de
acuerdo al siguiente grafico. De acuerdo a la
informacion dada se pide calcular.

a) distancia recorrida entre 4sy 9 s

b) distancia recorrida entre 9 s y 14s

¢) distancia recorrida entre 0 y 16s.

d) velocidad media entre Os y 16s.

e) velocidad media entre 9s y 16s.
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X (m)

L -

[ PESESSEeaaSE S -3

10 f-—-mm—--5 [ oo -

o
e
0 y 5 14 16 £(s)

Respuesta
a)4m b) 8m c¢) 22m d) 5/8 m/s ¢) 0

N
4. Un hombre camina con una velocidad V
constante pasa bajo un farol que cuelga a una altura
H sobre el suelo. Encontrar la velocidad con la que
el borde de la sombra de la cabeza del hombre se
mueve sobre la tierra. El alto del hombre es h.
Respuesta

Hv
H_h

5. Un tren arranca en una estacion y acelera

uniformemente a razén de 0,6 m/s % hasta alcanzar
una velocidad de 24 m/s. Determinar el tiempo
empleado y la distancia recorrida en ese periodo si la
velocidad media fue: a) 16 m/s, b) 22m/s.

Respuesta

a) 60s, 960m, b) 240s, 5280m

6. Un ciclista recorre 100 km en 2 horas. El viaje de
vuelta dos dias mas tarde lo realiza en el tiempo
usual de 6 horas.

a) (Cual es su rapidez media a la ida?

b) (Cual es su rapidez media al regreso?

¢) {Su rapidez media en ej viaje completo?

d) ¢ Su velocidad media en e} viaje entero?
Respuesta. a) 50 km/h , b) 16,7 km/h
¢)25km/hd)0

7. Un automovil que viaja con una velocidad de 50
km/h hacia el oeste repentinamente empieza a perder
velocidad a un ritmo constante y 3 segundos mas
tarde su velocidad es de 25 km/h hacia el oeste.

a) ¢ Cuanto tiempo tardara en detenerse el auto,
contando a partir del momento en que empezo a
desacelerar?

b) (Cual es la distancia total que recorrera antes de
detenerse?

¢) (Cual seria el tiempo necesario para detenerse y la
distancia recorrida el) la frenada con la misma
aceleracion, pero con una velocidad inicial de 100
km/h?

Respuesta. a)t=6s ;b)41,7m ; c)125; 125m

8. La aceleracion de una particula esta dada por:
a=4t—4t’, t20.

a) Hallar la velocidad de la particula en funcion del
tiempo.

b) Hallar su posicion en funcion del tiempo.
Respuesta
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a) v=2t"—t*; by x=2+2t3/3-t>/5

9. El movimiento de una particula se define

mediante la relacion X =1 /3 —3t* + 8t + 2,
donde X se expresa en metros y t en segundos.
Determinar

a) el momento en que la velocidad es nula;

b) la posicion y la distancia total recorrida cuando la
aceleracion es nula.

Respuesta

a)2s, 4s;b)8m, 7,33m

10. El movimiento de una particula esta dado por la

ecuacion horaria X =1t° + 4t% + 5x sobre el eje X,
X en metros t en segundos.

a) Calcular la velocidad y la aceleracion de la
particula en el instante t.

b) Encontrar la posicion, la velocidad y la

aceleracion de la particula parat, =2syt, =3s.
¢) ¢ Cuales son la velocidad media y la aceleracion
media de la particula entre t, y t,?

Respuesta.

a)v=03t>+8Hm/s , a=(6t+8)m/s’

b) X, =29m, V, =27m/s, &, =20 m/s’

X,=68m V, =51m/s, 8, = 26m/s"
¢V, =39m/s, a, =23 m/s’

11. La posicion de una particula que se mueve en el
eje X esta dada por 8 t + 5, X es la distancia a origen
en metros y t es el tiempo en segundos.

a) Para t =2, encontrar la posicion, velocidad y
aceleracion

b) Grafique x versus t

c) Encuentre la ley horaria, la ley del movimiento y
la trayectoria.

d) Analizar el movimiento.

Respuesta. a) x=-3, v=0, a=4

by s=2t> —8t+5, r=(2t" —8t+5)

Trayectoria rectilinea en el eje X.

12. Un automovil se encuentra detenido frente a un
semaforo, le dan luz verde y arranca de modo que a
los 4s su rapidez es de 72 km/hora. Si se movid en
trayectoria rectilinea, con aceleracion constante,

L.- Determine:

a) La rapidez inicial en metros por segundo.

b) El modulo de la aceleracion en ese tramo.

c¢) La rapidez que lleva a los 3s.

d) La distancia que recorre en los tres primeros
segundos

e) La distancia que recorre entre t =2s y t=4s.
IL.- Haga un grafico representativo de posicion
versus tiempo y de la rapidez versus tiempo.

a) 20m/s b) 5m/s’> ¢) 15m/s
e) 30m

Respuesta.
d) 22.45m
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13. Una particula A, se mueve en el eje X, de
acuerdo a la siguiente grafica.
Determinar a partir del grafico de la particula:

a) Velocidad mediaentre t=0 y t=4s

b) Velocidad instantaneaen t=2s

c) Aceleracion mediaentre t=0y t=4s

d) Intervalos de tiempo en que se acerca al
origen

e) Intervalos de tiempo en que se aleja del
origen

f) Ecuacion Itinerario de la particula A

2) (Qué tipo de movimiento tiene esta particula?

Il:m:l I
24

o[ 23\-K5 ;.(s;.

Respuesta. a) (-8;0)m/s b) (-8;0)m/s
d)(0-3)s  e)(3-..) f x(t)=24-8t

g) Movimiento rectilineo uniforme.

c)0

14. Un vehiculo se mueve en el eje x de acuerdo con
la siguiente ecuacion de itinerario:

X('[) =20—36t +6t. Con x medido en metros y

t en segundos.

a) Identifique a posicion inicial, la velocidad inicial
y la aceleracion.

b) Determine la ecuacion que entregue la velocidad
para cualquier instante.

c¢) Determine el instante en que cambia de sentido

d) La velocidad de la particulaent=2s y ent=4
s

e) Posicion de la particula en t = 6 segundos

f) Grafico X versus t. Describa la curva

g) Grafico V, versust. Describa la curva

h) Grafico a versus t. Describa la curva
Respuesta. a) (20,0)m (-36,0)m/s
(12,0)m/s> b) V(t)=—36+12t c)3s
d) (-12,0)m/s (12,0)m/s €) (20,0)m

15. Se lanza un cuerpo hacia arriba con una rapidez
de 16m/s,

a) (Qué altura alcanza a subir?

b) (Qué tiempo demora en volver al punto de
partida?
Respuesta. a) 3,2m b) 6,4s

16. Una particula se mueve sobre una recta
horizontal; parte hacia la derecha desde un punto A
con una rapidez de 28 (m/s) y una retardacion
constante de modulo 12(m/s”).  En el punto B, es
donde se anula su rapidez, invierte el sentido de
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movimiento para retornar hacia A con una
aceleracion constante de médulo 6(m/s?). Calcular:
a) La distancia total cubierta hasta que la particula
retorne al punto A.

b) El tiempo total para el recorrido completo hasta
volver a dicho punto A.

c¢) Elintervalo de tiempo que transcurre entre los
pasos de la particula por el punto situado a 1/3 de
AB, medido desde A.

17. Desde una altura de 45m se deja caer un objeto
A. simultaneamente se lanza un objeto B
verticalmente desde una altura de 5Sm. Calcular:

a) la velocidad inicial de B para que los objetos se
crucen a una altura de 20m.

b) la distancia que separa a los objetos cuando B
alcanza su altura maxima.

18. Sobre un mismo eje X se mueven dos particulas
AyB. Ent=0 laparticula A parte desde P con

aceleracion constate de 151 (m/s?). Un segundo

después, B pasa por Q con una velocidad de — 201
(m/s). Encuentre las retardaciones constantes que
deben aplicar A y B a partir de este tltimo instante
para que ambas particulas se detengan
simultdneamente antes de chocar.

’.flaz,ﬁm;.‘
%, %

p g X

19. Una particula se mueve a lo largo del eje X
con aceleracion constante. En t = 0 pasa por la

N
posicion Xo = —101I m con una velocidad
N

Vo = =200 m/s y en t =3s su posicion es

5
X = =521 m. Calcule:

a) La ecuacion itineraria de la particula

b) La distancia recorrida en el intervalo (3-6) s.

¢) La velocidad media en el intervalo (4-7) s.

d) Intervalos de tiempo en que la particula se aleja
del origen del sistema.

-

8] £

20. Sobre el eje x de un sistema de coordenadas se
mueven dos particulas A y B. El grafico (a) es una
parabola cuadratica que muestra la variacion de
la componente X de la posicion en funcion del
tiempo de la particula A. El grafico (b) muestra la

variacion de la componente V, de la velocidad en
funcion del tiempo de la particula B. Sient=0,
ambas particulas tienen la misma posicion,

determinar:
a) Ecuacion horaria de las particulas A y B.
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b) Posicién de B cuando A cambia de sentido de
movimiento.

¢) Instante en que se encuentran.

d) Distancia recorrida por Ay Bentre 3y 9s.

X
16

0 2} 5 e £
- 9

(a)
VX
16
i = 5 8wt
(b)

21. Enel grafico de la figura estan representadas la
componente V, del vector velocidad de dos

particulas, Ay B, que se mueven a lo largo del eje
x Calcular:

a) La aceleracion de B.

b) Camino recorrido por A y B cuando B alcanza la

N
velocidad Vg =301 mys.

c¢) Desplazamiento de B en el intervalo (0-10)s.

d) Ecuacion horaria de A si en ty=0 su posicion es

*) .
Xo =8I m.

Ve

40
a0

20
10

o 2

22. Dos particulas A y B se mueven sobre el mismo
eje X. Ent= 0, B pasa por Q con

m/s \_/)B (0) = (— 5,0) m/s y 2s después A pasa

por P a 6i m/s. Encuentre las retardaciones
constantes que deben aplicar A y B a partir de este
ultimo instante para que ambas particulas se
detengan simultaneamente justo antes de chocar.
Determine la ecuacion itinerario de A y B (diga cual
es su origen).

’<7142 m-—-‘
W

"
e:R

p Qo *
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23. Un cuerpo que se ha dejado caer desde cierta
altura, recorre 72 m en el ultimo segundo de su
movimiento.

Calcule la altura desde la cual cay6 el cuerpo y el
tiempo que empled en llegar al suelo.

24. Un hombre parado en el techo de un edificio tira
un cuerpo verticalmente hacia arriba con una rapidez
de 14m/s. El cuerpo llega al suelo 4,7s mas tarde.

a) Cual es la maxima altura alcanzada por el

cuerpo?

b) Qué altura tiene el edificio?

¢) Con qué rapidez llegara el cuerpo al suelo?

y

Techo TVD

25. Un malabarista mantiene cinco bolas continuamente
en el aire, lanzando cada una de ellas hasta una altura de
3m.

a) (Cual es el tiempo que debe transcurrir entre
lanzamientos sucesivos?

b) (Cuales son las alturas de las otras pelotas en el
momento en que una de ellas vuelve a su mano?
Respuesta. a) 0,31s ;

b) 1,91; 2,87, 2,87 y 1,91 m.

26. Dos cuerpos son lanzados uno después de otro con las
mismas velocidades V, desde una torre alta. El primer
cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba, y el segundo
verticalmente hacia abajo después del tiempo 7 .
Determinar las velocidades de los cuerpos una con
respecto al otro y las distancias entre ellos en el instante
t>7.

Respuesta. La velocidad del primer cuerpo relativa al

segundo es: V, —V, = 2V0 —gr.

1
La distanciaes S = 2Vt —v,7 — gtr+Egr2
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CAPITULO 3. Movimiento en un plano y en el espacio

MOVIMIENTO CIRCULAR

Se define movimiento circular como aquél cuya
trayectoria es una circunferencia. Una vez situado el
origen O de angulos describimos el movimiento
circular mediante las siguientes magnitudes.

Posicion angular, @

En el instante ¢ el mdvil se encuentra en el punto P.
Su posicion angular viene dada por el angulo &, que
hace el punto P, el centro de la circunferencia C y el
origen de angulos O.

El 4ngulo @, es el cociente entre la longitud del arco
S y el radio de la circunferencia r, =S /r. La
posicion angular es el cociente entre dos longitudes
y por tanto, no tiene dimensiones.

Velocidad angular, @

En el instante /; el movil se encontrar en la
posicion Py dada por el angulo 6, . El movil se habréa
desplazado A@ = 6, — 0, en el intervalo de tiempo

At =t, —t, comprendido entre 7, y .

Se denomina velocidad angular media al cociente
entre le desplazamiento y el tiempo.

= A_ , con las unidades en el SI de rad/s.

Como ya se explico en el movimiento rectilineo, la
velocidad angular en un instante se obtiene
calculando la velocidad angular media en un
intervalo de tiempo que tiende a cero.

Aceleracion angular, o
Si en el instante ¢ la velocidad angular del movil es

@ y en el instante f, la velocidad angular del mévil
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es @, . La velocidad angular del movil ha cambiado
Aw = @, — @, en el intervalo de tiempo

At =t, —t, comprendido entre ¢, y .

Se denomina aceleracion angular media al cociente
entre el cambio de velocidad angular y el intervalo
de tiempo que tarda en efectuar dicho cambio.

Aw
am =
At

La aceleracion angular en un instante, se obtiene
calculando la aceleracion angular media en un
intervalo de tiempo que tiende a cero.
. Ao do
a=lim—=—
Ar—0 At dt

RELACION ENTRE LAS MAGNITUDES
ANGULARES Y LINEALES

De la definicion de radian (unidad natural de medida
de angulos) obtenemos la relacion entre el arco y el
radio. Como vemos en la figura, el angulo se obtiene

dividiendo la longitud del arco entre su radio
1

g="-7%

r r

20y

Derivando s = r8 respecto del tiempo obtenemos la
relacion entre la velocidad lineal y la velocidad
angular

ds

—=r— = V=ro

dt dt
La direccion de la velocidad es tangente a la
trayectoria circular, es decir, perpendicular a la

direccion radial

Aceleracion tangencial
Derivando esta ultima relacion con respecto del
tiempo obtenemos la relacion entre la aceleracion

tangencial @,y la aceleracion angular.

dv w
—=r— = a,=ra
dt dt
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Existe aceleracion tangencial, siempre que el
modulo de la velocidad cambie con el tiempo, es
decir, en un movimiento circular no uniforme

Hallar el desplazamiento angular a partir de la
velocidad angular.
Si conocemos un registro de la velocidad angular del

movil podemos calcular su desplazamiento & — 90

entre los instantes t, v 1, mediante la integral
definida.

00, = [ wdt

Hallar el cambio de velocidad angular a partir de
la aceleracién angular.

Del mismo modo que hemos calculado el
desplazamiento angular del movil entre los instantes

t,yit,a partir de un registro de la velocidad
angular @ en funcién del tiempo .
do do
O=— o=—
dt dt
t t
49—490:_[a)dt a)—a)oz'[adt
fy )

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME
Un movimiento circular uniforme es aquél cuya
velocidad angular @ es constante, por tanto, la
aceleracion angular es cero.

a)=ﬁ = df=wdt
dt

La posicion angular @ del movil en el instante ¢
podemos calcularla integrando

0 ’
[ do=] wd

3 lo
0-6,=olt-t,)
O graficamente, en la representacion de @ en
funcion de ¢.

Habitualmente, el instante inicial 7, se toma como

cero. Las ecuaciones del movimiento circular
uniforme son analogas a las del movimiento
rectilineo uniforme

a =0 w=constante =0, +wt

MOVIMIENTO CIRCULAR
UNIFORMEMENTE ACELERADO

Un movimiento circular uniformemente acelerado es
aquél cuya aceleracion & es constante.

Dada la aceleracion angular podemos obtener el

cambio de velocidad angular @ — @, entre los

instantes t, v i, mediante integracion de la
velocidad angular @ en funcion del tiempo
o=w,+a(t—t,).
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do
Siendo @ =— = d6@ = wdt, integrando
t

obtenemos el desplazamiento @ — 6, del movil

entre los instantes t, Y t:

de@ = J': [, + alt —1t,)]dt =

0=6, +a)0(t—t0)+%(x(t—t0)2

Habitualmente, el instante inicial 7, se toma como

cero. Las formulas del movimiento circular
uniformemente acelerado son analogas a las del
movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

o =constante, w =, +a't,
LI
0:(90+a)0t+5(xt

Despejando el tiempo ¢ en la segunda ecuacion y
sustituyéndola en la tercera, relacionamos la

velocidad angular @ con el desplazamiento € — 6, .
o’ =aw; +2a(6-6,)

COMPONENTES NORMAL Y TANGENCIAL
DE LA ACELERACION.

Cuando el sistema de referencia se sitiia sobre la
particula tal como se indica en la figura, pero no de
cualquier modo. Uno de los ejes siempre esta
perpendicular a su trayectoria, y el otro siempre es
tangente a la misma. Asi pues,

El primero siempre pasara por el centro de la
circunferencia. Al primer eje se le denomina eje

normal, con vector unitario (f = ﬁ) y al segundo eje

tangencial, con vector unitario (t ) Debemos

estudiar ahora que componentes tienen la velocidad
y la aceleracion en este sistema de referencia.

Velocidad.
Con anterioridad se ha deducido que el vector
velocidad siempre es tangente a la trayectoria

descrita. Por tanto es facil afirmar que en este
- ~
movimiento la velocidad sera de la forma v = v¢

Aceleracion.
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No es tan obvio que la aceleracion tenga una sola

componente, de manera que adoptara la expresion
- ~
general a = a,t +a,n

Sabemos por la definicion de aceleracion que

5
> dv
a = —, luego.
dt
- ~ ~
> dv dvt dv. dt
a=—=—=— -|- V—
dt dt dt dt
, P di
Estudiemos el Gltimo término de esta expresion —
t

Si se define el angulo @, como el angulo formado
por el eje normal con el eje de abscisas (eje x), tal

como se muestra en la figura.
s

t o

L

No es dificil darse cuenta que el vector ¢ desde el
sistema de referencia situado en el centro de la
circunferencia tendra la forma

f =—sen@i + cosf J, mientras que 7 al ser
perpendicular a este adoptara la expresion
A=cosOi +send

Derivando =

ar _ —coséd—gf—senﬁd—ej
dt dt

dt

di do R

— =—|(-cosf1 —sen
a = a Ceos0isend)

R a5

[

Ahora bien, si tomamos un desplazamiento diminuto
sobre la circunferencia, al que denominamos dls ,
teniendo en cuenta que arco = angulo x radio, del
esquema adjunto se deduce que ds = Rd@,y
ademas el modulo de la velocidad instantanea lo

S
podemos expresar como V = ? , utilizando estos
t
. do v
dos ultimos llegamos a — =@ = —,
dt R
di

reemplazando en — :

dr 1% A A
@ _f(cosel +send ]), si observamos
dt R

detenidamente esta ecuacion, comprobaremos que el
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. dt
paréntesis es efectivamente 71, por lo que —
) f v
quedard como — =—@WA=——1N.
2
. > odv, v
Finalmente: a = —1 ——7
dt R
Asi, en esta expresion, se denomina aceleracion
: - dv y
tangencial (at) al término @, = — 'y aceleracion
dt
2
., v
normal (an) ala ecuacion a, = —E

De esta expresion para la aceleracion pueden
concluirse cosas sustancialmente importantes:
Existen dos componentes: Una tangente a la
trayectoria y una perpendicular y orientada hacia el
centro de la circunferencia.
La aceleracion tangencial sélo se dara en aquellos
movimientos en los que el mddulo de la velocidad
varie con el tiempo. Por tanto, en el caso particular
del MCU, su aceleracion tangencial serd nula.
La aceleracion normal siempre existira, salvo que el
radio de curvatura fuera muy grande, con lo cual
tenderia a cero, que es el caso extremo de los
movimientos rectilineos.
Concluyendo pues, en un MCU, la aceleracion

N 2
tendra la expresion @ = ———17 es decir solo

presentara aceleracion normal.

Un objeto puede experimentar la aceleracion normal
o centripeta y la aceleracion tangencial. En las
figuras siguientes se muestran algunas
combinaciones posibles para v y @ para un auto en
movimiento. Para entender la aceleracion,
descompodngala en las componentes paralela y
perpendicular a v . Para decir si el auto esta dando
vuelta a la derecha o a la izquierda, imaginese que
usted es el conductor que se sienta con el vector de
la velocidad dirigido hacia adelante de usted. Un
componente de la aceleracion hacia adelante
significa que la velocidad esta aumentando.

I\

[#)

 -—

v

Giro ala izquierda
conrapidez constante

Giro ala derecha
bajando la velocidad
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v

Giro ala izquierda Baja la velocidad
subiendo la velocidad sin girar

Ejemplo 1. Un avién a chorro militar de combate
volando a 180 m/s sale de una picada vertical dando
la vuelta hacia arriba a lo largo de una trayectoria
circular de 860 m de radio ¢cual es la aceleracion del
avion? Exprese la aceleracion como multiplo de g.
Solucion.

v 180° m
a=—-= =37,7T—

r 860 s?

g
a=3775 338
98 0%

b

Ejemplo 2. Una rueda de 75 cm de diametro gira
alrededor de un eje fijo con una velocidad angular de
1 rev/s. La aceleracion es de 1,5 rev/s’.
a) Calculese la velocidad angular al cabo de 6
segundos.
b) (Cuanto habra girado la rueda en ese tiempo?
¢) (Cual es la velocidad tangencial en un punto de la
periferia de laruedaen =6 s?
d) (Cual es la aceleracion resultante de un punto de
la de la periferia para =6 s?
Solucién.
R=375cm, o = 27T rad a=3x rad

S S
a) Oy =0, +at =
@) =27 +37(6) = 2o;r“:d

1
b) Q(t) = a)ot+5at2 =
O = 27(6)+ ;(37:)(62): 667 rad

= 33 vueltas.

o 667
Habra girado
VA

c) Vi) = Ra)(t) =

Vi) =37,5(207) = 7507 °
S

da,= a)(zé) R =
a, =207 (37,5) = 147894 cm/s’.
a,=aR = a,=(37)37,5) =35325 cm/s’.

a=-la’+a’ =147894,42 cm/s.

Ejemplo 3. Una rueda de la fortuna de 14,0 m de
radio gira sobre un eje horizontal en el centro. La
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rapidez lineal de un pasajero en el borde es constante
e igual a 7,00 m/s. ;Qué magnitud y direccion tiene
la aceleracion del pasajero al pasar

a) por el punto mas bajo de su movimiento circular?
b) por el punto mas alto?

¢) (Cuanto tarda una revolucion de la rueda?

Solucidn.
2 2
a) a = Y o_ 7,007 00 =3, 50 . La aceleracion el
R 140 ,0

punto mas bajo del circulo es ha01a el centro, hacia
arriba.

b) a = 3,50 m/s*, dirigida hacia abajo., hacia el
centro.

27R

¢)Como v=—— =
T

2R _ 27(14,0)
% 7,00

T = =12,6s

Ejemplo 4. La rueda de la figura del problema
anterior, que gira en sentido antihorario, se acaba de
poner en movimiento. En un instante dado, un
pasajero en el borde de la rueda que esta pasando
por el punto mas bajo de su movimiento circular
tiene una rapidez de 3,00 m/s, la cual esta
aumentando a razon de 0,500 m/s’.

Calcule la magnitud y la direccion de la aceleracion
del pasajero en este instante.

Solucién.
2 2
a. =0 =20 06430 ya =050
R 14,0 S S
Luego:

a=an+at=-0,6437+05

a=1Ja’+a’ = /0,6437 +0,5> = 0814
S

6 =tan" 0,5

=379°
3

3
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Ejemplo 5. Una particula se mueve sobre una
circunferencia de radio R con aceleracion angular
constante partiendo del reposo. Si la particula realiza
n vueltas completas a la circunferencia en el primer
segundo, determine la aceleracion angular de la
particula. Determine ademas el nimero de vueltas
que realiza la particula durante el siguiente segundo
del movimiento.

Solucion.

1
Aqui 0 = —at?
qui 5

1
Entonces 27m=— = o =4m
2a

Como 0 = %(4727’1)t2 =27mt’,

Numero de vueltas para =1

a1 = o

27

Numero de vueltas para = 2

Durante el siguiente segundo (dos) realiza
O ~ b

- = 11(22 - 12)2 3n vueltas.

Ejemplo 6. En un reloj analogo el horario y el
minutero coinciden a las 12:00:00 horas.
(A qué hora minutero y horario formaran un angulo

de 90°?
KET\

Solucion.

Como los movimientos del horario y minutero son
circulares uniformes, encontramos para la posicion
angular del horario:

0,=0,,,+tw,t. (1)
Analogamente para el minutero se tiene:
0, =0y, +o,t. 2
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2 2
Como @, zl,a)M zTidonde T,=12hy

H M

T,, =1hy bajo la condicion que estos formen un
T

angulo de 90°, es decir, 8,, — 6, = 5

De (2) - (1),con 6,, =6,,, =0,

0y =0y :(a)M _a)H)t

Se encuentra para ¢:

oz 3

2w, —w,) 11

Es decir, en t = 16,36 min.

Por lo tanto forman 90° a las 12:16:22 h.

t= h,

Ejemplo 7. Dos particulas describen movimientos
circulares de radio R = Im, como lo muestra la
figura. El primero (1) parte de O con rapidez angular
o =10rad/s constante en sentido antihorario y el
segundo (2) parte del reposo del mismo punto en
sentido horario con aceleracion tangencial constante

de 2 m/s’. Determine cuando y donde se cruzan
ambas particulas.

L

o

R L/z

Solucién.
Como el cuerpo (1) se mueve con M.C.U., la
posicion angular de este sera:

6, =0+w1t=10¢. (D
El cuerpo (2) posee una aceleracion tangencial
constante y por lo tanto, se trata de un M.C.U.A.

Debido que @, =aR =2 m/s>,a = 2rad/s” . Por

otro lado, como parte del reposo, @, = 0.

0, = Ly p
2

El recorrido se muestra en la figura siguiente:

El encuentro se produce cuando:
6]+6,) =27 =

10t +2> =2rx
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2 tl = 0,59 S T
£ +10t-27=0 a,=-"rad/s’
t,=-10,59s 6
La solucioén significativa es: £ = 0,59 s 4 Vs 4/
Reemplazando este valor de ¢ en ecuacion (1), se W, =| 4z~ tjrad/s

obtiene para el angulo de encuentro:

eencuentra = 5’9 rad = 338’040 . 02 = (722: + 47Z't - % 12 jrad

Ejemplo 8. Dos vehiculos describen la misma
trayectoria circular de radio 0,75 m. El primero esta
animado de un movimiento uniforme cuya velocidad
angular es de 60 rpm. y sale de la posicién A cuando
se empieza a contar el tiempo. El segundo movil esta s T
animado de un movimiento uniformemente 2t ="—+4xt——t* =
acelerado cuya aceleracion angular vale - 7/6 rad/s?,
pasa por B dos segundos mas tarde llevando una T 5 T

- —t" =2nt——=0
velocidad angular de 120 rpm. 12 o)
a) Escribir las ecuaciones del movimiento de cada
uno de los moviles. Hallar el instante y la posicion
de encuentro por primera vez de ambos moviles. = t°—24t-6=0
b) La velocidad lineal, la velocidad angular, las
componentes tangencial y normal de la aceleracion
de cada uno de los moviles en el instante de Resolviendo {

Los méviles se encontraran cuando 6, = 6,

t=-0,25s
t=24,25s

encuentro.
¢) Realicese un esquema en el que se especifique los
vectores velocidad, aceleracion, en dicho instante de

encuentro. La solucion es 24,25 s.

= s El punto de encuentro es
&y = —Eradf H

— @ = 4mradls 61 = 272'(24,25) = 487577’. rad

a =0
V\ @ = 2mrad/s T )
A 6, = 0,57 +47(24,25)— E(24,25) =48 57 rad
Posicion inicial Los valores son iguales, tal como esperabamos.
Solucién. Como O, =60, = 48,57 rad, equivalente a 24
vueltas mas 1/4 de vuelta, el encuentro es en punto B.
a) Para =2 s el movil 1 como su velocidad angular b) La velocidad lineal, la velocidad angular, las
es 2zrad/s estard en el punto A, y podemos componentes tangencial y normal de la aceleracion
considerar ese instante como tiempo inicial, con lo de cada uno de los moviles en el instante de
que: encuentro.
Movil 1
Moévil 1: ®, =2rrad/s
v, = =157 m/s
a, =0
a,=0->a,=0,r=0
®, =2rrad/s 2 32
a ., = r=57 m/S
6, =2xtrad o
Movil 2
Movil 2:
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24,25

o, =4r—-r =—0,04zrad/s
v, =w,r =-0,037 m/s

, =a,r =-01257r m/s’

a, =w;r=000127" m/s’

El movil 2 tiene velocidad negativa, porque a 1
tiempo ¢ =24 s su velocidad se hizo cero e inicia el
retorno, al tiempo ¢ = 24,25 s se produce el
encuentro.

¢) Esquema especificando los vectores velocidad,
aceleracion, en el instante de encuentro.

En el instante del encuentro el esquema seria el
siguiente:

Punto de encuentro

B __a
V1 e P2
v, =157 mlfs
@, =3rmls
vy =003 mfs

a,, =—0,1257wmis*
a,; = 0,00127" mfs*

MOVIMIENTO CURVILINEO

El movimiento curvilineo es aquel en el que pueden
combinarse tramos rectos y/o curvos. La extension
de las ecuaciones en el sistema intrinseco es
inmediata sufriendo s6lo una ligera modificacion
respecto a la aceleracion. Esta adopta la expresion

> dv. v, , _
a = —1t +—n donde p es el denominado radio

dt o,
de curvatura y corresponde al radio de una hipotética
circunferencia en cada uno de los puntos de la
trayectoria. Es evidente que en el caso del
movimiento circular éste no varia ya que coincide
con el radio de la circunferencia en cada uno de esos

dv v’
puntos. @, =— yad, =—
t p

~

v Tangente

La figura siguiente muestra la velocidad y la
aceleracion con las coordenadas x e y para un
determinado instante.
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Como a, =acos® m/s’y a, = asenf m/s’,

La aceleracion tangencial en cualquier instante, se

obtiene a partir del producto escalar del vector
- -
aceleracion a y el vector velocidad v .

- >

v-a =vacosd =va,

> >
4 = vea v.a, +vyay

t
v 2 2
ﬂvx +Vy

La aceleracion normal, se obtiene a partir del
modulo de la aceleracion a y de la aceleracion

tangencial @, .
2_ 2, 2 _ 2 2
a’=a;+a,=a, +a;

2 2 2 2
= a,=a,+a, —aq,

va, tva,
2 2
NVi Y

v,a, —va,

[ 2 2
VX+Vy

El radio de curvatura

2 _ 2 2
a,=a,+a, —

Finalmente a, =

Ejemplo 9. El vector velocidad del movimiento de

una particula viene dado por

A

; = (3t — 2)1 + (6t2 - 5)} m/s. Calcular las

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com

www.miacademial.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Movimiento en un plano y en el espacio

componentes tangencial y normal de la aceleracion y
el radio de curvatura en el instante £ =2 s.

Solucioén.

Vx:(St—z) In/s :)axzddvtx:?’ m/52

dv
v, =(6t2 —5) m/s = a, =7ty=12t m/s’

Enelinstante =2 s
v.=4m/s a, =3m/s’

v, =19 m/s a, =24 m/s’

v=+42+19% =19,49 m/s
a=+/32+24% =24,19 m/s*

La aceleracion tangencial es:

4(3)+19(24)

> >

vea v, +va,

a = = = =24 m/s’
oy v? 2 19,49
La aceleracion normal es:
va. —v.a, _
o vava, 19648

n

Vi 19,49

El radio de curvatura

n

v

Yo, a
a=~3%+24% =2419 m/s?
V=442 +19% =19,49 m/s

vi =377, 4 =-2m/s’

2
o= 2377 1885m
a 2

n

Ejemplo 10. Una particula se mueve de modo que
sus coordenadas cartesianas estan dadas como
funciones del tiempo

x=3t, y=2t-5¢"
Determine

a) las componentes cartesianas de la velocidad y de
la aceleracion.
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b) las componentes normal y tangencial de la
velocidad y aceleracion.

¢) la ecuacion de la trayectoria en coordenadas
cartesianas.

Solucion.

x=3t, y=2t-5¢

a) v,=3;v,=2-10t; a,= 0; a,= -10;

byt =—= ,
9+(2-10¢)
ﬁ=fx/€=_3j+(2_10t) entonces

9+(2-10t)
v, =vi=v=1/9+(2-10¢)
v, =0
2 —10£(2 - 10¢)

ar=al=-—r————
9+ (2-10¢)

> —106(2-10¢)
ar=al=—F———=
9+(2-10¢)
> 30
a,=an=
9+(2-10¢)
c) :—x—éx2
T3

Ejemplo 11. Una particula se mueve en el plano xy
de acuerdo con la ley a,= 0, ay = 4cos(27) m/s*. En
el instante ¢ = 0, el mdvil se encontrabaenx =0, y =
-1 m, y tenia la velocidad vx = 2, v, = 0 m/s.

a) Hallar las expresiones de r(t) y v(t).

b) Dibujar y calcular las componentes tangencial y
normal de la aceleracion en el instante = 77/6 s.

Solucién.
a) Ent=0
a =0, v.=2—, x=0

En el eje x el movimiento es uniforme v =2—,
N

x=2tm

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Movimiento en un plano y en el espacio

Para encontrar el movimiento en y hay que integrar

J:)vy v, = J.(:4cos(2t)dt = v, = 2sen(2t)?m

J:Vl dy = JZ 2sen(2t Jit = y—(~1)=1-cos(2r)

= y=—cos(2t)m

b) Las componentes tangencial y normal de la
aceleracion en el instante ¢ = 776 s.

by
-
i
ci; ‘B /‘/!angsme
23
V=12 X
nermal
m
a, =2cosf = 1,31—,
S
m \% 2
a, =2senf = L51—, tanfd=—"=— =
S v, 3

0 =49,1°

Ejemplo 12.  Un movil se mueve en el plano xy
con las siguientes aceleraciones: a,=2 m/s’, a,=10
m/s”. Si en el instante inicial parte del origen con
velocidad inicial v, = 0y v, =20 m/s.

Calcular las componentes tangencial y normal de la
aceleracion, y el radio de curvatura en el instante # =
2s.

Solucioén.

a, =—10Sﬁ2 v, =20 +(-10)
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vy:O
Parat=2s

vV, =
¥
ax ¥ .
fangenfe e
normal
tly 2
m m
a=a =2 a=a =10—
t
x S2 n » Sz
V2 VZ 42
a,=— = p:—:—=1,6m
P a, 10

Ejemplo 13. El vector velocidad del movimiento
de una particula viene dado por

A~

v = (3= 2) + (66> - 5)j ms.

Si la posicion del movil en el instante 7 = 1 s es
—

r =3i —2j m. Calcular
a) El vector posicion del movil en cualquier instante.

b) El vector aceleracion.

c¢) Las componentes tangencial y normal de la
aceleracion en el instante 7 =2 s.

Dibujar el vector velocidad, el vector aceleracion y
las componentes tangencial y normal en dicho
instante.

Solucion.

a) Para el movimiento horizontal

dx ]
Como v = 7 = dx = v _dt, integrando
. :
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[[av=[ (-2 =

xX= §t2—2t+z m
2 2

Para el movimiento vertical

dy

Como v, = di

= dy= v, dt , integrando
t

[Lav=T(6r* -5kt = y=(2r-5t+1)m

- 3 2 7 N 3 ~
r=|—t"=-2t+—1 -2 =5t+1
(3= 2o )

- ~ )
b) a=31+124
c)Parat=2s
ve=4m/s, v,=19m/s

a,=3m/s’, a,=24m/s’

a=,la. +a, =242m/s’

v
tangp = 2149:4,75 = p=78°

X

a, =acos(0 — p)=24,Im/s
a, = a(senf —)=2m

MOVIMIENTO PARABOLICO.
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Considere un objeto que se desplaza en el aire sin
ninguna fuerza con excepcion de la gravedad y de la
resistencia del aire. La fuerza de la gravedad
produce una aceleracion constante hacia abajo de
magnitud 9,80 m/s>. Como primera aproximacion,
no tomemos los efectos del aire y de variaciones en
£ . Asumiremos que la tierra es plana para el rango

horizontal de los proyectiles. A pesar de estas
simplificaciones, podemos atun obtener una
descripcion bastante buena del movimiento del
proyectil. El recorrido de un proyectil se llama su
trayectoria.

Si se desprecia la resistencia del aire, no hay
entonces aceleracion en la direccion horizontal, y

a, = 0. Laaceleracion en la direccion de y es
debido a la gravedad. Es constante y dirigida hacia
abajo, asi que a , =—8&-Es conveniente elegir

X, =0y y, =0 (es decir, poner el origen en el
punto donde el proyectil comienza su movimiento).
Ademas, nos referimos tipicamente a v, como la
rapidez inicial del proyectil. Si el proyectil es
lanzado con un 4ngulo @ sobre la horizontal, la

velocidad inicial en la direccion x y la velocidad
inicial en la direccion y se pueden expresar en

términos de gy de y @ usando la trigonometria.

Vo, =V, €086, Vo, = v,send
a, =0, a,=-g
Con esto:
v_ =V, cosd =constante, v, = v,sené — gt

x=(v,cos0), y=(v,senf) — ;gt2

Ecuacion de la trayectoria.

., X
De la ecuacion para X obtenemos ¢ =

Vv, cosd
Sustituyendo en la ecuacion para y

y = (tan@)x — (%}xz

2vy cos” @
Corresponde a la ecuacion de una parabola que pasa
por el origen. Una caracteristica dominante del
movimiento del proyectil es que el movimiento
horizontal es independiente del movimiento vertical.
Asi un proyectil se mueve a una velocidad constante
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en la direccion horizontal, independiente de su
movimiento vertical. Esto se ilustra en la figura.

V=10
¥ Vi 2 l
Wy
-
7 Vo . ¥
Vay 0 = Yotz Yy *
8 l
| 1l"Dx 1l"Dx X
I X mi
Vﬂy

Podemos entender mejor el significado de la
1
ecuaciéon y = (vosen 6’)t 5 gt? viendo el

movimiento del proyectil de esta manera: Primero, si
no hubiera fuerza de la gravedad y aceleracion hacia
abajo, en el tiempo ¢ el proyectil moveria una

distancia V,f en una linea inclinada recta. Si ahora

imaginamos con la gravedad el efecto seria hacer
que el proyectil se aleje de la trayectoria recta por
una distancia % g#*. De la superposicion de estos
dos efectos resulta la trayectoria parabolica como se
muestra en la figura.

b

ol 14, gr?

X

Tiempo de vuelo. Poniendo y =0
I .
Y= (vosenH)t —Egt =0, despejando ¢,

P 2vosen6’t
g

=0

Resolviendo obtenemos dos soluciones ¢ = 0, que
corresponde al disparo del proyectil y
2v,send
f=—"0" -
g
El valor méaximo de ¢ se obtiene para 8 = 90°.
Cuando el proyectil se lanza verticalmente hacia

arriba, describiendo una trayectoria rectilinea a lo
largo del eje y.

El alcance horizontal de cada uno de los
proyectiles se obtiene para y = 0.

X, = (v, co80) = (v, cos H{MJ

g
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vesen(26)
g

La altura méaxima que alcanza un proyectil se
obtiene con v, = 0.

v, =v,send — gt =0, despejando 1.
v,send
=207

g

tiempo de vuelo.

, como vemos es igual a la mitad del

yma'x = (Vosene)t _%gtz

2
- (vosené’{ vosenHJ 3 lg(vosenﬁj
g 2 g

Finalmente:

_ vysen’d
yma'x 2g

Su valor maximo se obtiene para el angulo de
disparo @ =90°.

Ejemplo 14. UN BLANCO EN CAIDA LIBRE
(Tiro al mono)

Se deja caer una botella desde el reposo en el
instante en que una piedra es lanzada desde el origen.
Determinar los valores del angulo y de la velocidad
de disparo para que la piedra rompa la botella.
(Témese g = 9,8 m/s”)

}.’u
o St

X
Solucion.

Movimiento de la piedra: El movimiento
curvilineo de la piedra se realiza bajo la aceleracion
constante de la gravedad, es decir, es la composicion
de dos movimientos

- Uniforme a lo largo del eje horizontal
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a, =0
Horizontal {v, =v,cos@
x, =v,cos0t
- Uniformemente acelerado a lo largo del eje vertical.
apx = _g
Vertical {v, =v,sen6 — gt
y, =vesenft—gt*/2
Movimiento de la botella: La botella se mueve

verticalmente bajo la aceleracion constante de la
gravedad.

abx =-&
va :_gt
vy, =H—gt’/2

Choque de la piedra con la botella: Cuando se
produce el choque, la posicion de la piedra y de la
botella coincide.

A=v,cos0t
H-gt’/2=v;senft—gt’ /2
= H =v,sendt

Dividimos la segunda ecuacion entre la primera.
H

tand = —
A

Para romper la botella debemos de apuntarla
directamente y en el instante en el que se deja caer,
se debe lanzar la piedra. La velocidad debe tener un
valor minimo para hacer el recorrido 4, mientras la
botella esté en el aire.

. 2H
Esto sucede para el tiempo = _[— ,yel
g

recorrido horizontal de la piedra debe cumplir:

Vv, cos 28 >4 =v, 2= 4 ‘/i
g cos@ \2H

Ejemplo 15. Una bolsa de arena cae del reposo de
un globo de aire caliente desde una altura de 124 m
esta soplando un viento horizontal, y el viento da a
bolsa de arena una aceleracion horizontal constante
de 1,10 m/s%.

a) Demuestre que la trayectoria de la bolsa de arena
es una linea recta.

b) ¢(Cuanto tiempo toma para llegar la tierra?

¢) (Con qué velocidad llega a la tierra?

Solucion.
1

a) x:—axt2 = t2 :E
2 a,
1 2

y=——g? = 2=
2 g
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De estas ecuaciones, obtenemos:

2x 2
_:——y = y:—éx Ecuacion de una

a, g a,

linea recta.
b) En tierra, ¥ = —124, tal que

t? =—M = t=5,03s
9,8
¢) v, =v,, — gt =0-(9,8)5,03)
— 4931
S
v, =v,, +at=0+(1,10)5,03)
5538
S
v=7 V7 =/(5,53) + (- 49,3
— 4962
S

Ejemplo 16. Disparamos un proyectil desde el
origen y éste describe una trayectoria parabodlica
como la de la figura. Despreciamos la resistencia del
aire.

Dibuja en las posiciones A, B, C, D y E el vector
velocidad, el vector aceleracion y las componentes
normal y tangencial de la aceleracion. (No se trata
de dar el valor numérico de ninguna de las variables,
solo la direccion y el sentido de las mismas)

(Qué efecto producen a, y a, sobre la velocidad?

Solucioén.

5
V es tangente a la trayectoria

A
2y

g g

Cuando sube
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>
a, y v tienen sentidos opuestos.

Cuando baja

N
a, y v tienen el mismo sentido

a, modifica el modulo de la velocidad con el

tiempo.

N
a, modifica la direccién de v

Ejemplo 17. Una bala del rifle se dispara con una
velocidad de 280 m/s hacia arriba de una superficie
plana inclinada 30° sobre la horizontal. La bala se
dispara con un angulo de elevacion inicial de 45°
sobre la horizontal (es decir, 15° sobre la superficie
plana). (Cual es el alcance de la bala sobre el plano?
Solucion.

La ecuacion del plano inclinado es

Y = tan30° y=i

X 3

La ecuacion de la trayectoria parabolica.

g 2
y=(ano)y—|— & |
2v; cos’ 6
La interseccion de la pardbola y la linea recta ocurre
cuando

X g 2
= =(tanfpx-—°>——x
3 (tan0) 2v; cos” 0

2
Para @ = 45°: xzv()(l—lj

g\ 3

Para un triangulo 30°, 60°, 90° vemos que

x =Scos30° :fS.

2 2
Deaqui S = z (\/5 — l)v—o = 0,49V—0 , arriba del
3 g g

plano.
Con y, =280 m/s, §=3,90 km.

Ejemplo 18. Se dispara un proyectil desde la cima
de una colina de 150 (m) de altura con una rapidez
de 180 (m/s) y formando un angulo de 30° con la
horizontal. Calcule:

(a) La distancia horizontal entre el punto de
lanzamiento y el punto de caida del proyectil.

(b) La altura maxima del proyectil con respecto al
suelo.

(c) Las componentes normal y tangencial de la
aceleracion al salir en el punto de disparo.
Solucion:

x =180(cos 7#/6)t
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y =150 + 180(sen n/6)t - 5¢*

a) Punto de caida

150 + 180(sen 7/6)t - 5¢ =0,
t=19,5s

x = 180(cos 7/6)(19,5) =3039,8m
b) Tiempo para la altura maxima
180(sen 7/6) - 10¢=0,t=9,0 s

entonces

Ymax = 150 + 180(sen 776)(9) - 5(9)
=555,0m

El vector unitario tangente es
-

A~V 2 A

t =—=icos—+ jsen—
%

N

a=-107

Entonces

-

a,=ai=-10sen’> = -5 m/s’
a,=+a’ —a: =~100-25 = 8,66 m/s’

Ejemplo 19. Un cafion de artilleria lanza
proyectiles con una rapidez de 300 (m/s). El artillero
debe darle a un blanco que se encuentra a 8640 (m)
detras de un cerro, cuya altura es de 1000 (m)
ubicado a 1200 (m) del cafion. Demuestre que es
posible darle al blanco y determine el angulo de
elevacion para cumplir el objetivo.

Solucion.
Supondremos que damos en el blanco entonces
2
X
y= xtano — % =0
2v,cos” a
5(8649)°
8649tan o — (2—)2 =
(300) cos® e
Tiene dos raices reales
o =53,03°
o;=36,97°

Debemos verificar que el disparo pasa sobre el cerro,
para ello evaluamos en ambos dngulos y(1200)

Y1@a200) = 1373,0 m

Y2 12000~ 777,95 m

La altura del cerro es excedida en el primer caso.

Ejemplo 20. Se dispara un proyectil de modo que
su alcance horizontal es igual al triple de la altura
maxima. Encuentre el 4&ngulo de lanzamiento.
Solucion.

Sabemos que

_ vysen2a
g

_visen’a

=

max

max

Entonces
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2 2 2
vpsen2a vysen‘a

=3
g 2g
= 2cosa =3sena

2
= tana =—- = a=33,69°

Ejemplo 21. Un lanza granadas tiene un alcance
maximo de 300 m. Para dar en un blanco que se
encuentra a una distancia de 400 m del lanza
granadas. Determine:

a) La altura minima que debe subirse el lanza
granadas.

b) La rapidez de lanzamiento.

¢) El angulo de lanzamiento,

Solucién.
La ecuacion de la parabola de seguridad es
2 2
1% X
y= h + -0 giz
2g 2

Sabemos también que para /4 = 0 la distancia
maxima alcanzable es
2

v
X(O) =0 - 300

g
y para una altura / la distancia horizontal maxima
sera

X() = 1/‘\/02 +2hg )ﬁ =400m

g
de la primera
b)

v, =/3000 = 54,772
S

yde /(54,77 + 2h(10)51’g7 =400
a)
h=116,701m

¢) El angulo de lanzamiento cuando el blanco esta
sobre el limite de la parabola de seguridad es

vy |
tan @ = — entonces a= 36,87

ax

Ejemplo 22. Un patinador desciende por una pista
helada, alcanzando al finalizar la pista una velocidad
de 45 m/s. En una competicion de salto, deberia
alcanzar 90 m a lo largo de una pista inclinada 60°
respecto de la horizontal.

a) (Cual sera el angulo (o los angulos) a que debe
formar su vector velocidad inicial con la horizontal?.
b) (Cuanto tiempo tarda en aterrizar?

¢) Calcular y dibujar las componentes tangencial y
normal de la aceleracion en el instante #/2. Siendo ¢
el tiempo de vuelo. Tomar g =10 m/s
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Solucioén.
a)yb)

dhm

a =0
a, =-10 v, =45sena —10¢
x=45cosa.t

v. =45cosa

y =45sena.t — ;1012

Punto de impacto x =45, y = —45.3
45=45cosa.t }

—45./3 = 45senat — 5t°

453 = 45senar. -5 12
cosa CoS o

tan? a—9tana+1—9\5 =0 =
a, =84,5" t, =10,45s
a,=-545" 1, = 1,72s

t {vx=4,31 a, =0
c) Para t =—
2 vy:—7,46 ay:—IO
v
tand =— = 6 =30
v,

a, = gc0s30° = 5-/3 m/s>
a, = gsen30® =5m/s’
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normal
v
a x
g O
-
d -
v
tangente

Ejemplo 23. Se deja caer una botella desde el
reposo en la posicion x =20 m e y =30 m. Al mismo
tiempo se lanza desde el origen una piedra con una
velocidad de 15 m/s.

a) Determinar el angulo con el que tenemos que
lanzar la piedra para que rompa la botella, calcular la
altura a la que ha ocurrido el choque.

b) Dibujar en la misma gréfica la trayectoria de la
piedra y de la botella. (Tomar g = 9,8 m/s?).

Solucién:
a)
¥
30
15
e o
20 x
Movimiento de la botella
a =0 v. =0 x =20
1

a, =98 v, =-98 y=30- E9,8t2

Movimiento de la piedra

a =0 v. =15co0sé
a,=-98 v = 15send —9,8¢
x=15cos 6t

y =15sen6bt —;9,8t2
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Punto de encuentro

20015cos 8.t

30—19,&2 =15sen ¢ —19,&2
2 2

{ 30 6=56,3°
tand = —
20 y=1,69m

b)

yll
30

20 x

Ejemplo 24. Desde un cafién que esta sobre un
plano inclinado un angulo & con la horizontal se

dispara un proyectil. Este sale con una velocidad v,

formando un angulo @ con el plano horizontal.
Encontrar.

a) El punto mas alto al que llega el proyectil.
b) El alcance del proyectil.

Solucion.

a) V,, =V, 080 v, =v,send
v, =v,sent — gt

La altura méxima se produce cuando v =0

vosen’d
yma’x =
2g
Con ese valor,
vesend | v}
X =V, coS 6’( 0 }= —% sen26
g 2g

2

y=xtana = Y0 sen20tan
2g

2

h=Y,u == ;;(senzﬁ—sen2<9tana)

b) El alcance maximo S .

x=v,cos0t y=vsenft—1gt’
Ecuacion del plano en funcionde ¢ y = xtan
Dividiendo y / X:
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y _vsendt—jgt’

=tana =

X v, cosOt

vosenft—1gt’ =tana v, cos Ot

Resolviendo encontramos el tiempo para el que el
proyectil toca tierra:

t= 2ﬁ(sen@ —cos@tan )

El valor de x cuando el proyectil toca tierra es:
2

x=v,cos0t= 2icos O(send — cosHtan cx )
g

Y el alcance S es:
x  2v; cos@ (

S = sené — cos ftan o)

cosa g CoSax

Ejemplo 25. La figura muestra una colina inclinada
un angulo & respecto a la vertical y la trayectoria
de un proyectil. El proyectil se lanza desde el origen

O con una velocidad inicial de modulo v, y que

forma un angulo & con el eje z (perpendicular al
plano). El eje x se toma tangente al plano apuntando
hacia abajo.

a) Tome el sistema de referencia indicado en la
figura y halle las componentes de los vectores
aceleracion, velocidad y posicion del proyectil en
funcion del tiempo.

b) Halle la méxima separacion entre el proyectil y la
colina.

c) Halle la distancia entre el origen y el punto de
caida del proyectil sobre la colina. Demuestre que

esa distancia es maximasi @ = a /2.

!e\"eﬂical

I X
Solucion.
a)a, =gcosa, v, =gcosat+vy,send,
1 2
xX=—-gcosat +v,sendt
2
a, =—gsena , v, =—gsenat+v,cosd,
1 2
z=——gsenat” +v,cosdt
2
b) La méaxima separacion ocurre para v, =0 y vale

_ vy cos’ O

2g 2sena
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¢) El punto de caida ocurre para z = 0 y la distancia

2
ve {1 +c0s26 +sen20}
tan o

vale X(Q) = gsena

dX(e)

=0.

La distancia méaxima ocurre para

Ejemplo 26. Se lanza una pelota verticalmente
hacia arriba con una velocidad de 20 m/s desde la
azotea de un edificio de 50 m de altura. La pelota
ademas es empujada por el viento, produciendo un
movimiento horizontal con aceleracion de 2 m/s>.
Calcular:

a) La distancia horizontal entre el punto de
lanzamiento y de impacto.

b) La altura maxima

c) El valor de las componentes tangencial y normal
de la aceleracion cuando la pelota se encuentra a 60
m de altura sobre el suelo.

Toémese g =10 m/s”.

Solucioén.

R x=l2t2
2

a,=-10, v, =20+(-10}),
y:20t+1(—10)t2

2
a) Punto de impacto
y=-50 = ¢=574s = x=3297m
b) altura maxima
v, =0 = ¢=2s = y=20m

Dmaxima = 70 m sobre el suelo.
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c) h=60 = y=10m = £#=0,59s ,=3,41s

yl
('pl-_} v
2 %y
Sl x
normal
&
tangente E_f
0,59 v. =L17 |a,=2
t, =
"Iy, =14,14 |a, =10
a=-/2"+10°
1 1,17
tangp, = =—"—=0,08 = @ =4,7°
4 v, 1414 i’
a,
tan ¢, =M—&=5 = @, =78,7°
a, 2
P=¢,—p =73
a, =a.cosp=281m/s’
a, = asenp = 9,80 m/s’
tangente ¥ normal
a, ? @, x
&
i
a

= 6,83 m/s a, =2
—34ls 3

=-14,14m/s |a, =-10
+102
v, 1414
tang, =" =-"""=207 = @, =642°
? v, 683 ?
a
tan ¢, =y=120=5 = @, =1787°

X
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p=0,—p =145
a, =a.cosp=987m,/s’

a, =asenp =2,55m/s’

Ejemplo 27.  Nos encontramos en la antigua
Suiza, donde Guillermo Tell va a intentar ensartar
con una flecha una manzana dispuesta en la cabeza
de su hijo a cierta distancia d del punto de disparo
(la manzana esta 5 m por debajo del punto de
lanzamiento de la flecha). La flecha sale con una
velocidad inicial de 50 m/s haciendo una inclinacién
de 30° con la horizontal y el viento produce una
acelzeraci(')n horizontal opuesta a su velocidad de 2
m/s”.

a) Calcular la distancia horizontal d a la que debera
estar el hijo para que pueda ensartar la manzana.

b) Hallese la altura maxima que alcanza la flecha
medida desde el punto de lanzamiento. (g =9,8
m/s’)

flech 50 /s wietito
ECIla
30"
! 1
| Sm
+ d &
mariFatia
Solucioén.
¥
=2
50mfs %=38
30°
o] t bid

a, =-2,v_=50cos30° -2¢,

x =50c0s30° —;2#

=-9,8, v, =50sen30” - 9,8¢,

y =50sen30° —%9,8#

Punto de impacto x=d, y=-5

5=25t-49F = t=529s = x=201,23m
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Méxima altura v, =0
50sen30°-9,8t=0 = ¢r=255s = y=31,89m

Ejemplo 28. Un paraguas abierto mojado se
sostiene hacia arriba como se muestra en la figura y
se gira sobre la manija a razébn uniforme de 21
revoluciones en 44 s. Si el borde del paraguas es un
circulo 1 m de diametro, y la altura del borde sobre
el piso es 1,5 m, hallar donde las gotas del agua al
hacer girar del borde tocan el piso.

Vista Fontal

Solucién.
La velocidad angular del paraguas es

o 21x 2zxrad 3rad/s
445

La velocidad tangencial de las gotas de agua que
salen del borde del paraguas es

v, =reo=(0,5)3)=1,5m/s

Para calcular el tiempo en que la gota llega al piso

usamos h = — gt’

2
= t:\/2—7: /M:O,Sﬁm
g 9,8

El alcance horizontal de la gota es
x = vot =(1,5)(0,55) = 0,83 m;
y el locus de las gotas es un circulo de radio

R=-/(0,5) +(0,83)° =097m,

VELOCIDAD Y ACELERACION RELATIVAS.

Movimiento Relativo de Traslacion Uniforme.
La Relatividad de Galileo

Consideramos dos sistemas de referencia Sy S', S'

tiene un movimiento de traslacion rectilineo

uniforme con respecto a S; S' se aleja de S con una
- ~

velocidad V =vi
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. 3

y| ¥
5| &

0 o
/ '/ x xl’
z z'

Sea un objeto P determinado por un observador en el

lw ]

—

sistema S por 7 = XI + J + zk y por un
observador en el sistema S' por

>
[ e v]%
r'=Xx'1+Yy J+z k como se muestra en la figura.

F

¥y

rh'
o=zt x x’

]
e
z z'

Las ecuaciones de transformacion de Galileo que
relacionan las observaciones desde los sistemas S y
S' son

x=x+Vt,y=)", z=z2z" t=t¢

Aqui se supone que puede establecerse una escala de
tiempo absoluta aplicable a ambos marcos de
referencia de manera que ¢ = ¢'. Esto sucederia si la
velocidad de la luz fuera infinita (Debemos
reconocer que las escalas de tiempo asociadas a dos
marcos de referencia no son los mismos si existe
movimiento relativo entre ellos es uno de los
principios fundamentales de la teoria especial de la
relatividad propuesta por Einstein en 1905).
Vectorialmente podemos representar la
transformacion de Galileo como

> o o

r=r+bvt.

Derivando las relaciones anteriores podemos obtener
la relacion de la velocidad.

@:d—x+V:vx:v'x,+V
dt dt

dy dy' \

—— = =V =V,

dt dt 7 7
dz_a’z'

— = = v =V,
dt dt : :

e
Vectorialmente v = v+ V
Derivando nuevamente obtenemos la relacion de la
aceleracion

dv. av', dV ,dv

2 = +— =>a, =d +
dt dt dt dt
dv, adv', '

Il
Q
Il

a

— =
dt dt ’ ’
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dv, adv'. '
= = a,=a',
dt dt
N
Si la velocidad V' del sistema S' es constante,
-
- -
iK:Oyazd
dt

Estas relaciones encontradas son de aplicacion
general si S y S' estan animadas por un movimiento
relativo cualquiera, como se muestra en la figura
siguiente

t F
-
¥ 3 B
x'F
il _
e '
z
Las ecuaciones son;
> o > > o >

r=r'+Vet, r'=r-rt

> o o

v=v+V
- -
a=a

Ejemplo 29. Desde la plataforma de un camion en

movimiento horizontal V' constante se lanza un
proyectil directamente hacia arriba con una
velocidad \70 . {Como sera visto el movimiento del

proyectil por:

a) un observador situado en el camion (sistema S')?
b) un observador situado en el suelo (sistema S)?
Solucion.

a) El tiempo se mide desde el momento del

lanzamiento #, = 0, cuando el proyectil se eleva
con velocidad v, . La componente horizontal de la

velocidad coincide con la velocidad V' del camion.
El observador O' en el camion vera uinicamente la

componente vertical V' 0> la componente horizontal
, (] _
sera V' =0.
Para un instante ¢ cualquiera
1 1 2
xX'=0 Y=V, t-"gt
1 —_ ' —_ ' _
vie=0 v =V gt

[ "
ax,—O ay_—g
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=
7 :

b) Si se observa el mismo proyectil desde un sistema
de referencia situado en el suelo S con un origen en

el lugar de lanzamiento (para £, = 0,0 =0",

entonces las posiciones, las velocidades y las
aceleraciones respecto de O estaran dadas por la
transformacion de Galileo. En este caso la velocidad

inicial v, vista desde el suelo sera

— o " 2 2
Vo =Vi+v,j v, =,V +V5

N
0, = tan”' -~ 0
v

La trayectoria sera una parabola tal como se ve en la
figura siguiente

Fz
M —_
¥ -
% t‘\
M
1B 0 By
© & © & -

La componente horizontal del movimiento del
proyectil es igual al movimiento del cafion, de modo
que cuando cae el proyectil coincidira con el cafion.

Ejemplo 30. El observador O suelta una piedra del
trigésimo piso de un rascacielos. El observador O’,
descendiendo en un ascensor a velocidad constante
de V'=5,0 m/s, pasa el trigésimo piso justo cuando
se suelta la piedra. Al tiempo ¢ = 3,0 s después de
que se suelta la piedra, hallar:

a) La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la
piedra relativaa O.

b) La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la
piedra relativaa O’.

Solucion.

a) Para O, la posicion de la piedra esta dada por:

L 2
x:x0+v0t+5at

Donde x = 0 en el trigésimo piso con la direccion
hacia abajo como la direccion positiva de x. Asi, en
t=3,0s,

x=0+0 +;(9,8)(3,0)2 =+ 44 m/s

También, v = v, + at da
v=0+9,8 m/s’x 3,0 s =+29 m/s.
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La aceleracion de un cuerpo en caida libre, segun el
observador O que estd inmovil con respecto a la
tierra, se sabe que la aceleracion gravitacional es
constante.
(De hecho, esto es la base de la validez de los dos
calculos anteriores.)
Asi tenemos:

a=+g=+9,8 m/s’.

b) O’ mide la posicion x', relativa a x por medio de
la ecuacion x' =x - Vt.
Luego, después de 3,0 s,
x'=44m-50m/sx3,0s=+29 m.
Es decir, la piedra se localiza 29 m debajo del
observador O’ después de 3,0 s.
La velocidad de la piedra relativaa O'es v/ = v -V}
de aqui, en ¢=3,0s,
v'=29m/s—-5,0m/s= +24 m/s
Puesto que V' es constante, @' =a, y a'= +g=+9,8
m/s’.
El observador O’ ve la piedra con la misma
aceleracion vista por O. (en general, las
aceleraciones son iguales en todos los sistemas
inerciales.)

Ejemplo 31. Un automovilista viaja hacia el oeste
sobre la Ruta Interestatal 80 a 80 km/h y es seguido
por un auto patrulla que viaja a 95 km/h.

a) (Cual es la velocidad del automovilista respecto
al auto patrulla?

b) (Cual es la velocidad del auto patrulla respecto al
automovilista?

Solucion.

Si el Oeste indica el sentido positivo entonces

a) 80 - 95 =-15 km/h

b) 95 -80 =15 km/h

Ejemplo 32. Un rio tiene una rapidez uniforme de
0,5 m/s. Un estudiante nada corriente arriba una
distancia de 1 km y regresa al punto de partida. Si el
estudiante puede nadar con una rapidez de 1,2 m/s
en agua tranquila, ;cuanto dura el recorrido?
Compare este resultado con el tiempo que duraria el
recorrido si el agua estuviera tranquila.

Solucion.

La rapidez absoluta (respecto a la ribera) cuando
nada corriente arriba es 1,2 — 0,5 = 0,7 y cuando
nada corriente abajo es 1,2 + 0,5 = 1,7 entonces el
tiempo de ida y vuelta sera

1000 1000
t=—+— =2016,815=0,56 h
0,7 1,7

Ejemplo 33. Dos remeros en idénticas canoas
ejercen el mismo esfuerzo remando en un rio, uno
corriente arriba (y se mueve corriente arriba),
mientras que el otro rema directamente corriente
abajo. Un observador en reposo sobre la orilla del
rio determina sus rapideces que resultan ser de V7 y
V, respectivamente. Determine en términos de los
datos la rapidez de las aguas del rio.

Solucion.
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Sea W la rapidez del rio y u la rapidez de los botes
respecto al agua, (igual en ambos), entonces
V] =u-W

V2=u+ w

de modo que

W — VZ _I/l
2

Ejemplo 34. Un bote cruza un rio que mide de
ancho « en el cual la corriente fluye con una rapidez
uniforme de u. El botero mantiene una orientacion
(es decir, la direccion en la cual apunta el bote)
perpendicular al rio y al motor fijo para dar una
rapidez constante de v m/s con respecto al agua. De
acuerdo a los datos

(a) ¢Cual es la velocidad del bote respecto a un
observador detenido en la orilla?

(b) ;Hasta donde estara el bote, medido corriente
abajo paralelamente al rio, desde la posicion inicial
hasta cuando alcance la orilla opuesta?

Solucioén.

a)

- A

V =ui+vj

b) La componente de la velocidad absoluta
perpendicular al rio determine el tiempo de cruce de

a
acuerdoa  =—
1%

Por lo tanto el bote avanza paralelamente al rio una
distancia

u
d=ut=—a
%

Ejemplo 35. Un comprador que esta en una tienda
puede caminar sobre una escalera mecanica en 30 s
cuando esta detenida. Cuando la escalera mecanica,
funciona normalmente, puede llevar al comprador
sin caminar al siguiente piso en 20 s. ;Cuéanto
tiempo le tomaria al comprador al subir caminando
con la escalera mecanica en movimiento? Suponga
que el comprador hace el mismo esfuerzo al caminar
sobre la escalera mecanica en movimiento o cuando
estd parada.

Solucion.

Sea L el largo de la escalera. Entonces la velocidad
de la persona respecto a la escalera es

L
30
Sea v, la velocidad de la escalera. Ella corresponde a
la de la persona cuando no camina, es decir

L
v, =—
20
Si la escalera funciona y la persona camina, entonces
, L L
v=y,+V'=—+ —=—
20 30 ¢
de donde el tiempo sera
t=12s
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Ejemplo 36. El piloto de un avion observa que la
brijula indica que va dirigiéndose hacia el oeste. La
rapidez del avion respecto al aire es de 150 km/h. Si
existiera un viento de 30 km/h hacia el norte, calcule
la velocidad del avion respecto a la Tierra.

1T

Ao,

k5

Solucion.

La velocidad del viento es v,= 30 km/h y la rapidez
del avion respecto al aire es v’'= 150 km/h.

Pero

- N o
v=v =30 +V'

N
De donde V'=vj —307
y si tomamos magnitudes

150 =1* +30* =

v = 146,969 km/h

Ejemplo 37. El piloto de un avion desea volar
hacia el oeste en presencia de un viento que sopla
hacia el sur a 50 km/h. Si la rapidez del avion
cuando no sopla el viento es de 200 km/h,

a) jen qué direccion debe dirigirse el avion?

b) ;cual debe ser su rapidez respecto a la Tierra?

3

Solucion.

La velocidad del viento es v, = 50 km/h hacia el sur
y la rapidez del avion respecto al aire es v’ =200
km/h.

Para poder volar directamente hacia el oeste con
respecto a tierra debe compensar el arrastre
producido por el viento, tal como se muestra en la
figura siguiente.
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YV
3 *
1 1;r
! 0
5 N
liff—
; i ’ E
/ 11’
\(9

a) La direccion en la que debe dirigirse el avion esta
dada por el angulo 6.

v 50
cosf=—L=—=025= 0=755°
v 200
Debe dirigirse 75,5° direccion N-O.
b) Su velocidad respecto a la Tierra es:

- o n

v =v'-50i

Y su rapidez respecto a tierra es:

v =4y2=50> =+/200* - 507
=193,6 km/h

Ejemplo 38. Un nifio en peligro de ahogarse en un
rio esta siendo llevado corriente abajo por una
corriente que fluye uniformemente con una rapidez
de 2,5 km/h. El nifio esta a 0,6 km de la orilla y a 0,8
km corriente arriba de un embarcadero cuando un
bote de rescate se pone en camino.

a) si el bote procede a su rapidez méaxima de 20
km/h con respecto al agua, ;cual es la direccion,
relativa a la orilla, que debera tomar el conductor del
bote?

b) (Cual es el angulo que hace la velocidad, v, del
bote con respecto a la orilla?

¢) (Cuanto tiempo le tomara al bote para alcanzar al
nifio?

Solucion.

a) Considerando al bote y al nifio dentro del rio se
encuentran en un sistema inercial S’.

En este sistema el nifio esta en reposo y el bote se
mueve con su velocidad, para poder alcanzar en el
menor tiempo el bote de enfilar con un angulo
relativo a la orilla dado por:

=15 = 0=37°

tan@ = 0.6

M

—_—
—
—
e T o

— 08 km—| ¥
b) La velocidad del bote v, con respecto a la orilla

v, =-20c0s37°+2,5=-13,5 (1)

yl
T
n,ﬁlfn =
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v, =20sen37°=12 )

Dividiendo (2) : (1)

Yr _tang=—2 — 089

v, —13,

= ¢=-41°
SR

Viote LT
_T_ Hh(k B —
! : Rl
—— 0,8 ken—| N

¢) El tiempo que le tomara al bote para alcanzar al
nifio:

d=vt = tzi
N

Siendo v=20 km/h y
d =+/0,8"+0,6" =1,0km

1
t=—=0,05h=3min
20

Ejemplo 39. Desde el techo del carro de un tren que
esta acelerando hacia el norte a una razon de 2,5
m/s” se suelta y cae un perno. ;Cual es la aceleracion
del perno con respecto a:

a) el carro del tren?

b) la estacion?

Solucion:

Si y es la vertical hacia arriba y x es la direccion de
la aceleracion del tren, entonces

a)
a'=-25/-98]
b)

a=-987

Ejemplo 40. Un estudiante de la Facultad de
Ingenieria pasea sobre el vagon de un tren que viaja
a lo largo de una via horizontal recta a una rapidez
constante de V' m/s. El estudiante lanza una pelota al
aire a lo largo de una trayectoria que inicialmente
forma un angulo de &° con la horizontal y esta en
linea con la via. El profesor del estudiante, que esta
parado cerca sobre la tierra, observa que la pelota
sale verticalmente. ;Qué altura subira la pelota?
Solucion.

Si V7 es la rapidez inicial de lanzamiento relativa al
tren, entonces en la direccion x tenemos:

V.=V cosa V=0

Porque el profesor observa que sale verticalmente.

V'= 4
cosa
Luego
V,=V’,=V’sino=V cot a
Subira una altura 4 dada por
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Ejemplo 41. La brajula de un avion indica que se
esta dirigiendo hacia el este con una velocidad de
400 km/h. La informacion de tierra indica que el
viento sopla hacia el norte con una velocidad de 300
km/h. ;cual es la velocidad del avion con respecto a
tierra?

Solucion.

En este caso tenemos dos sistemas, el sistema tierra
(S) y el sistema aire (S') que se mueve con una
velocidad de 300 km/h respecto a tierra.

O g
]
"t
=

%
BN
V =300j
- a
v'=—-4001
- -
R=Vt
- o
r'=v't
La posicion del avion visto desde O es
> o o - -

r=R+r'=Vit+r
La velocidad es

N

- dl" -> o

yv=—-=V+
dt

N
Luego v =3007 + 4007
Su magnitud

v =/3007 + 400> = sook}’z"

1300

o = tan 37°

El avidn se dirige hacia el NE formando un angulo
de 37° con la direccién este, el modulo de la
velocidad es 500 km/h.

Ejemplo 42. Un nadador recorre una piscina de 100
m en 2 min. Va a nadar en un rio observando antes
de lanzarse e al agua, que un trozo de madera que
flota en ella recorre 20 m en 1 minuto. Calcular el
tiempo que tardard el nadador en recorrer 100 m en
el rio, seglin vaya a favor o en contra de la corriente.
Solucion.
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La velocidad del nadador es:

y =510 5o m

2 min

. m
La velocidad del agua del rioes: v, =20——
min

La velocidad nadando a favor de la corriente es:
v, =V, +Vv,=50+20=70 m/min
Y el que tarda en recorrer 100 m es:

s 100 ,
=—=——=1min 265
Vi

1

La velocidad nadando en contra de la corriente es:
v, =V, —v, =50-20=230m/min
Y el que tarda en recorrer 100 m es:

S 100 )
t,=—=——=3min20s
v, 3

Ejemplo 43. Un acorazado navega con rumbo NE a
una velocidad de 50,56 km/h. Suena zafarrancho de
combate y uno de los tripulantes marcha corriendo
de babor a estribor para ocupar su puesto, a una
velocidad de 10 km /h. Calcular el valor de la
velocidad resultante y su direccion.

Solucién.

55,56 kmh

<34

0 /D:, E

10 kmvh

y, = 55,561%“, v, = 101‘7m

V =./55,56" +10% =5645km/h

35,56 = a=798

tana =

@ =79,8—45=348 =34°47 49>
La direccion serd 90° - ¢ =55°12" 11"

Ejemplo 44. Una pequefia lancha atraviesa un rio de
50 m de. Anchura, al mismo tiempo la corriente lo
arrastra 60 m aguas abajo. ;Qué camino ha
recorrido?

Solucion.
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Si en la figura y es el ancho del rio y x el avance
producido por la corriente, el camino recorrido por
la lancha es s.

S :\/x2 +y° =\/602 +50°
=78, m

Ejemplo 45. La velocidad que provocan unos
remeros a una barca es de 8 km/h, La velocidad del
agua de un rio es 6 km/h, y el ancho de tal rio 100 m.
a) Suponiendo la posicion de la proa perpendicular a
las orillas, calcular el tiempo que tarda la barca en
cruzar el rio y la distancia a que es arrastrada, aguas
abajo, por la corriente.

b) (En qué direccion debe colocarse la proa de la
barca para alcanzar el punto de la orilla opuesta
situado enfrente del de partida? (punto de partida y
llegada en la perpendicular comun a las orillas),

¢) (Qué velocidad, respecto a la tierra, lleva la barca
en los dos casos estudiados?
d) ¢Cuanto tarda en atravesar el rio?.

Solucién.
a) v,=v,= 6 km/h, v,=v,= 8 km/h
0,1
y=vit = t=2 ="2h =455
Y

¥
La distancia a que es arrastrada por la corriente:

1
xX=vt = 6><0é Km =75m

b) Para que la barca vaya en la direccion de v; la
componente horizontal de v, ha de ser igual a 6 km/h.

v, sen@ =v, => seny = 2

= @ =48°35
c) En el primer caso
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12 :\/vi +vi =\/62 +8?
=10 km/h
En el segundo caso:
V,=vpcos ¢ = 8cos 48° 35’
=5,3 km/h
d) En el primer caso son 45 s ya calculados.
En el segundo caso:
0,1
t= R ——h=68s
v, 53

Ejemplo 46. Una canoa de 2,5 m de larga esta junto
a la orilla de un rio y perpendicularmente a ella. Se
pone en marcha con una velocidad de 5 m/s y al
llegar a la orilla opuesta ha avanzado en el sentido
de la corriente 23,4 m.

a) Calcular la velocidad del agua sabiendo que el rio
tiene una anchura de 100 m.

b) Si la canoa marcha a lo largo del rio, determinar
el camino recorrido en 1 minuto seglin vaya en el
sentido de la corriente o en sentido contrario.
Solucién .

a) La proa de la canoa debe recorrer un espacio en
direccion perpendicular al rio:
y=100-2,5=97.5m

siendoy =v.t= 97,5m

elrio arrastraalacanoa x=234m=v,t
dividiendo las dos anteriores

075 _ 5 = v, =1,2m/s
234 v,

by v, =v,+v, =5+12=62m/s
= x;=62x60=372m

v, =v,—V,=5-12=38m/s
= x;=3,8x60=228m

Ejemplo 47. Un bote de remos se dirige
perpendicular a la orilla de un rio. Los remos
pueden propulsar el bote con una velocidad de 3,0
m/s con respecto al agua. El rio tiene una corriente
de 4,0 m/s.

(a) Construya un diagrama en el cual las dos
velocidades se representen como vectores.

(b) Encuentre el vector que representa la velocidad
del bote con respecto a la orilla.

(c) (Qué angulo forma este vector con la direccion
en la cual el bote esta sefialando?

(d) Si el rio tiene 100 m de ancho, determinese cuan
lejos rio abajo del punto del lanzamiento el bote
llega al orilla opuesta.

Solucion.

Solucion:

a) Diagrama.

T Ly

E i A
Direccion
E | B de fhyo
L {5 e
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by c) La velocidad del bote con respecto a la orilla
- - -
€S Viyeta = Vp+Vp .
- -
Como Vv, y Vv, son perpendiculares, tenemos

Vneta = \vg +v12?
=-/3*+4* =5m/s.

El 4ngulo @ mostrado en la figura se determina por
v
tangp =~ .
Vg

Para las velocidades dadas encontramos @ = 53,1°.

El bote se mueve a lo largo de una linea dirigida
53,1° rio abajo.

d) Haciendo D = distancia rio abajo, tenemos
D v,

7:7:ﬂ’talqueD:l33m.
100 v, 3

Ejemplo 48. Un submarino de propulsién
convencional (Diesel) sufrié un incendio en el
Atlantico norte después de salir de Inglaterra.
Debido a un huracan no era posible enviar barcos ni
aviones para ayudar al submarino diesel. La marina
decidio6 enviar un submarino de propulsion nuclear
para ayudar al de propulsion Diesel. El submarino
diesel se encuentra al Sur a 500 km de distancia del
submarino nuclear (ver figura). La rapidez del
submarino nuclear respecto al agua es de 54 km/h.
Ademas, hay una corriente marina de 36 km/h que
se mueve al NE formando un angulo de 30° respecto
al norte. (Asuma que el eje x es el eje DE, y el eje y
es el NS).

a) Si V es el mddulo de la velocidad del submarino
nuclear visto desde tierra, escriba en forma vectorial,
usando el sistema de coordenadas x -y, la velocidad
del submarino nuclear respecto a tierra para que
llegue al submarino diesel y la velocidad de la
corriente marina con respecto a tierra.

b) Halle la velocidad del submarino con respecto a la
corriente de agua.

¢) Calcule el modulo de la velocidad V.

d) Halle el tiempo en el cual los marineros son
rescatados.
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a) (A qué distancia del poste contada a lo largo de la

N . L 1 . .
via, y a qué distancia de esta chocara el cuerpo con
ot el suelo?
Marinas
usilery b) Realicese un esquema de la trayectoria seguida
) = = F por el cuerpo
Dato: la altura inicial del objeto sobre el suelo es de
2,45 m
Diasel
= 2 5
| =7
] T
Solucion.
a) Si V es el modulo de la velocidad del submarino |
nuclear visto desde tierra, escriba en forma vectorial, poste x
usando el sistema de coordenadas x-y, la velocidad
del submarino nuclear respecto a tierra para que
llegue al submarino diesel y la velocidad de la Solucién.
corriente marina con respecto a tierra.
¥t , km m
Velocidad del tren v, = 108 —=30—,
9 h S
e
Felocidad del km
1y submaring Ver Velocidad de la piedra v =36—— =10—
sr respecto al ¥ h S
v L]
Felosidad del m
V.S'R 20 submarine . } VST g~ lOS_Z
?’SJ}J&G?G a2 Rerra
b) Halle la velocidad del submarino con respecto a la a) El movimiento de la piedra lanzada esta dada por
corriente de agua. las ecuaciones:
-
V& =—-54sen ai — 54 cos aj , 1

- X R A A x=10¢t, y=30t, z=2,45—=10¢
ve =36sen30°7 +36c0s30° 7 =18 + 3118 2

18 1
—54sena +18=0 = Senazazg Cuando la piedra llega al suelo z=0
= cosa =0,94 |
- N z=0=245-—10t" = t=0,7s
Vi =(-54cosa +31,18); 2

=(~50,76 +31,18)] . ,
N Distancia del poste medida desde la via:
=19,18; y =30t =30(0,7) = 21m
¢) Calcule el médulo de la velocidad V.
19,18 km/hora

d) Halle el tiempo en el cual los marineros son Distancia de la via al punto de caida:

rescatados. x=10t=10(0,7) = 7m
_ 1 ~ 500
V19,18 b)
=26 horas

Ejemplo 49. Desde el interior de un tren que viaja a
108 km/h, un nifio lanza un objeto por una ventana
con una velocidad de 36 km/h, horizontalmente y
perpendicularmente a la marcha del tren, justo en el
momento en que pasa en frente de un poste
indicador.
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PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. La velocidad de la corriente de un rio aumenta en
proporciodn a la distancia de la orilla y alcanza su
valor maximo Vv, en el medio. Cerca de la orilla la
velocidad es cero. Un bote que navega en el rio tiene
una velocidad u relativa al agua, constante y
perpendicular a la corriente.

a) Encontrar la distancia que fue arrastrando el bote
al cruzar el rio de ancho C.

b) Determinar la trayectoria del bote

v
Respuesta. a) d = C—2
2u

2. Un automovilista entra en una curva de 150 m de
radio, una velocidad de 72 km/h. Accionando los
frenos hace disminuir su velocidad de modo

uniforme a razén de 1,5 m/s 2
Determinar el modulo de la aceleracion del
automovil cuando su velocidad es de 63 km/h.

Respuesta: 2,53 m/s :

3. Las ecuaciones paramétricas del movimiento de
una particula son X = Rcoswt, y = Rsenwt,

Z =Vvt. R, w v son constantes.
Probar que se trata de un movimiento uniforme,
dibujar la trayectoria.

Respuesta: Movimiento helicoidal con velocidad
angular © y subiendo con velocidad v.

4. Dadas las ecuaciones paramétricas de un
movimiento X = Asenwt, y = Acoswt,

a) Escribir la ecuacion del movimiento.
b) La ley horaria
c¢) La trayectoria

- ~ ~
Respuesta. a) = Asenwti + Acoswt j,b)
s = wAt , c) x? +y2 = 4>

5. Dos objetos se mueven en el plano xy de acuerdo

g 2 ~ A~
a 1= (47 +30+228) + (21 +12)] y
- A ~
r2=(87 +11¢— 444 + (5t —24);
respectivamente.
a) (Cuales son la velocidad y aceleracion de cada
objeto?
b) (Doénde y cuando chocan?
Respuesta.

a) ;1 =(8t+3)§+2}, 21)1 =8

Vo= (1664115 457, a1 = 16f
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b) ri=r>=840i +36/, t=12

6. Las posiciones de dos particulas P; y P, estan

5
dadas por 71 =(5+3t+2t2)f,
:z=(t+5t2)f.

a) (En qué instante chocaran las dos particulas?
b) ;Cual es la diferencia de velocidades en ese
instante?

Respuesta: a) t=2 b) 8

7. El movimiento de una particula esta definido por
el vector posicion

- n R ~
r =Rsenbti+ Ct j+ Rcosbt k . Determinar.
a) La velocidad y aceleracion de la particula.

b) La trayectoria de la particula.

c) El radio de curvatura.

Respuesta. a) v=+C? + R*b* , a = Rb’,

2

b) Helicoide, ¢) p = R +
P Rb?

8. El movimiento de una particula esta definido por
el vector posicion

R
r=0,Isenzti +0,25c0827 ¢ ], ren metrosy ¢

en segundos:

a) Determinar la velocidad y aceleracion para ¢ =1s.
b) Demostrar que la trayectoria de la particula es una
parabola.

Respuesta.a) v =-0]lzim/s, a=0
b) ¥ = 0,025 —5x>

9. La aceleracion de un cuerpo es:

- R A A

a= (31' +2j+k)cm/s2

a) Si el cuerpo parte del reposo (Cual es su
velocidad después de 3 segundos?

b) ;Cual es su posicion después de 10 segundos?

¢) (Cual es su rapidez media durante los primeros 10
segundos?

Respuesta. a) (9; +6]+ 3/€)cm/s
b) (1507 +100; + 50£ o
c) 18,71 cm/s

10. Si una particula que se mueve sobre una
trayectoria curva tiene una aceleracion total en un

- A ~ 2
momento dado a = (31‘ + 2n)cm/s . Hallar:
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a) La aceleracion tangencial.

b) La aceleracion centripeta.

¢) El médulo de la aceleracion total.

d) El 4ngulo @ que la aceleracion total forma con la

tangente a la curva.

Respuesta: a) @, = 3 cm/s’
b) a, = —4cm/s’

¢) a =5cm/s’

d) ¢= 53,1°

11. Dos cuerpos se lanzan simultaneamente desde un
mismo punto con la misma rapidez inicial pero en
distintas direcciones, uno verticalmente hacia arriba
y el otro formando un angulo @ = 60° con la
horizontal. Conociendo que la rapidez inicial de

ambos cuerpos es V, =25 m/s, ja qué distancia se

encontraran cuando hayan pasado 1,7 s?

12. Una particula se mueve en un plano de tal suerte
que su radio vector con respecto a un punto fijo
barre angulos iguales en tiempos iguales mientras
que la distancia al punto fijo es variable con el
tiempo. Escriba las componentes radial y tangencial
de la velocidad y la aceleracion de la particula
mostrando explicitamente cualquier cantidad que se
mantenga constante durante el movimiento.

13. Un tren pasa por una estacion con una velocidad
de 30 km/h. En el instante en que la locomotora pasa
junto al guardagujas este lanza una bolsa a uno de
los ingenieros de maquinas. Sabiendo que la rapidez
inicial con que el guardagujas lanz6 la bolsa fue de
45 km/h

a) (Cual tendra que ser el angulo de lanzamiento
para lograr el objetivo?.

b) Describa la trayectoria de la bolsa en el sistema
de referencia del maquinista.

14. Un arquero esta en una colina cuya pendiente
forma un angulo & con la horizontal. Si el arquero

dispara la flecha segiin una direccion [ respecto a
la colina y con velocidad V,,, encontrar la distancia,

medida a lo largo de la colina, a la cual caerd la
flecha.

15. Dos particulas se encuentran inicialmente en
reposo en las posiciones que muestra la figura.
Ambas comienzan a moverse al mismo tiempo, la
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N
particula 1 con aceleracion constante @ = aj , y la

particula 2 con aceleracion angular constante ¢ , en
sentido contrario al movimiento de las agujas de un
reloj, describiendo una circunferencia de radio R,
como se muestra en la figura. Determine en funcion
deayR:

a) El tiempo que tardan en encontrarse, suponiendo
que lo hacen sobre el eje de las ordenadas, antes que
la particula 2 complete una vuelta completa.
Encuentre el valor de & que hace esto posible.

b) Halle los vectores velocidad y aceleracion de las
dos particulas para el instante del encuentro.

16. Un nifio hace girar uniformemente una piedra en
un circulo horizontal por medio de una cuerda de 1
m de longitud. El nifio se encuentra sobre un
monticulo de tal forma que el plano del movimiento
se encuentra a 5 m de altura sobre el suelo. La
cuerda se rompe y la piedra sale disparada
horizontalmente, golpeando el suelo a 3 m de
distancia. ;Cual fue la aceleracion centripeta de la
piedra mientras estaba en movimiento circular?

Sm

Impacto

3m |

17. Desde un sistema de referencia situado en el
suelo, con eje horizontal x y vertical y, se observa el
movimiento de un objeto sometido a una aceleracion

a=-2i— 6}' (m/s). Si en el instante inicial el
objeto se encontraba en el punto P = (-3, 2) (m),
moviéndose con una velocidad Vi) = 3}' (m/s):

a) Obtenga la ecuacion explicita de la trayectoria del
objeto.

b) Determine el instante en el que la velocidad y la
aceleracion son perpendiculares.

¢) Calcule las coordenadas del punto mas alto de la
trayectoria.

d) Calcule el tiempo que tardé el moévil desde que
sali6 del punto P hasta que llegé al suelo.

18. La figura muestra una cuenta p que desliza por
un alambre plano en forma de parabola. La ecuacion
de la parabola es y = x*/b, donde b es una constante
positiva con dimensiones de longitud. Llamaremos a
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al angulo entre la tangente a la curva y el eje x. en el
punto donde se encuentra la cuenta.

a) Halle tan & en funcion de la coordenada x de P.
b) Suponga que la cuenta tiene rapidez v y se mueve
hacia la derecha. Halle las componentes x e y de la
velocidad de la cuenta en funcion de y y de la
coordenada x de P.

Ayuda: recuerde que el vector velocidad es tangente
a la trayectoria.

¥ 2
s X
V =7
y I ,P }Exf
X FS
Respuesta.
2x
a) tana = —
b
bv 2xv
b) V. =—F/—/—m——, Vv, =

b +ax® \b? +4x°

19. Un ascensor parte del reposo y desciende con
aceleracion constante de 1 m/s® respecto a Tierra.
Dos segundos después de iniciarse el descenso se
cae la lampara del techo del ascensor. La distancia
del techo al piso del ascensor es de 2 m. Definimos
el referencial del ascensor como aquél con origen en
su techo y direccion y positiva apuntando hacia
abajo.

a) Halle los vectores aceleracion, velocidad y
posicion de la lampara respecto al ascensor.

b) Determine el tiempo que tarda la lampara en caer.
c¢) Encuentre la distancia recorrida por el ascensor
mientras cae la lampara.

Respuesta.

Todas las unidades estan expresadas en el sistema
MKS. L indica lampara, A ascensor y T Tierra.

a) Tomaremos como ¢ = 0 el instante para el cual se
desprende la ldmpara.

arpa =aLrr—aar =9j, Via 295,
- 9 2 A
Via=—t
LA ) ]
9, 2
b =—t"=2 =>t=—
) Via 2 3
c)D=E
9

20. Los instrumentos de un aeroplano en vuelo
horizontal indican que se dirige hacia el Este con
una rapidez de 300 km/h respecto al aire. En Tierra
se observa que el aeroplano se encuentra en medio
de una corriente de aire que sopla hacia el Norte con
rapidez de 60 km/h. Halle la velocidad y rapidez del
avion respecto a Tierra.
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Respuesta.

Llamaremos £ y N alos vectores unitarios en
direccion Este y Norte respectivamente.

v =(300£ +60X) knvh, v = 6026 knh.

21. Un hombre guia su automovil bajo lluvia a una
velocidad constante respecto a Tierra de modulo y
direccion. Mientras conduce el hombre observa que
la trayectoria de cada gota es una linea recta que se
aparta un angulo ¢ de la vertical y al detenerse
observa que la lluvia cae verticalmente y
practicamente con velocidad constante. Halle el
vector velocidad de las gotas de 1luvia respecto al
auto en movimiento y respecto a Tierra (tome
vertical hacia arriba).

Respuesta.
- v .
V gota,Tierra = —
tan o
- 1% A ~
V gota,Auto = — — Vi
tan o

22. Un vago6n de ferrocarril motorizado va cuesta

abajo sobre un plano inclinado un angulo

o . La distancia entre el techo y el piso del vagon es

H 'y su aceleracion respecto a Tierra es constante y
-

vale a = al , ver figura. Un pasajero del vagon

observa que una lampara, situada en el centro del

techo del vagon, se desprende y choca con el piso en

el punto O (en el extremo inferior del vagon).

a) Halle la aceleracion de la lampara respecto a

Tierra y respecto al pasajero del vagon. Exprese sus

resultados en términos de los vectores unitarios y

.

b) Escriba las componentes cartesianas de la
velocidad y posicion de la lampara seglin el pasajero.
Torne el origen en el punto o solidario al vagon y
llame L a la longitud del vagon.

c¢) Halle el tiempo que tarda la lampara en caer y la
longitud L del vagon.

d) Determine la ecuacion de la trayectoria de la

lampara, y = y(x), segun el pasajero. ;Qué clase
de curva es la trayectoria de la lampara vista por el
pasajero y vista desde Tierra?

Respuesta.

Los subindices L, P y T hacen referencia a la
lampara, al pasajero y al referencial inercial de
Tierra respectivamente.
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a) ;LT = g(sen@f—cos@]),

~

arw = (gsenf —a)i — g cos ]
b) v, = (gsenf—alt, v, =—gcosot

x =;(gsen9—a)t2 —;,

1
y=—5gcoset2 +H

Y 2H I 2H(gsen0 — a)
C = —_— . =
gcosd gcosd
d) Vista por el pasajero la trayectoria es una linea

recta de ecuacion

gcosd

gsend —a
Vista desde Tierra la trayectoria es una parabola.

23. La corriente de un rio fluye de Este a Oeste con
rapidez constante v =2 m/s respecto a Tierra. Un
bote atraviesa el rio y de acuerdo a sus instrumentos
de a bordo se mueve respecto al rio dirigiéndose al
Norte con rapidez constante = 10 m/s. Respecto al
bote un pasajero se desplaza sobre la cubierta en
linea recta desde el punto A hasta el punto G con

una rapidez constante v, =10 m/s. Suponga que BA

=4 my apunta hacia el Norte y BC =3 m y apunta
hacia el Este.

a) Halle el vector unitario # que apuntade AaCy
las velocidades del bote y del pasajero respecto a
Tierra.

b) Halle el tiempo que tarda el pasajero en ir de A
hasta C. ;Qué distancia recorre el bote en ese tiempo
segun un observador en Tierra?

J
N
B c
0|
S

Orilla
Respuesta.

Las letras b, p y T designaran respectivamente el
bote, pasajero y Tierra.

3i+4]

a) il = , ;b,T = (— 2?—10}) m/s,

:p,T = (4f — 2}) m/s.

b)t=;s,d:x/%m
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24. El aro de la figura tiene radio R y rueda sobre
una superficie horizontal fija a Tierra.

El aro gira en sentido horario mientras su centro e se
mueve hacia la derecha con rapidez

V respecto a la superficie. Considere un observador
con origen en C (se traslada con el aro)

y que no rota respecto a Tierra. Suponga que todos
los plintos del aro tienen rapidez V respecto al
observador (se dice entonces que el aro rueda sin
deslizar).

En la figura se han marcado cuatro puntos para un
cierto instante. El punto A es el punto mas alto del
aro, el B el mas bajo, el D el punto del extremo
izquierdo y el E con un radio vector que forma un
angulo @ con la vertical.

a) Halle la velocidad angular w del aro.

b) Halle los vectores velocidad de los puntos A, B 'y
D respecto a la superficie.

¢) Halle el vector velocidad del punto E respecto a la
superficie y diga para qué angulo € su moédulo es
iguala V.

Respuesta.
a) La rapidez de cualquier punto del aro respecto a C

esV =Rw,luvego o=V /R.
V,=2Vi,V,=0,V,=Vi+Vj

)V, =V(l-cos@)i+Vsend j, |V, =V
= 6 =160°

25. Para conocer la rapidez de un avion es necesario
determinar cuanto tiempo toma volar en un rizo
cerrado de longitud conocida. ;Cuanto tiempo
tomara al avion volar alrededor de un cuadrado de
lado a, con el viento soplando con una velocidad u?,
en dos casos:

a) la direccion del viento coincide con uno de los
lados del cuadrado;

b) la direccion del viento coincide con la diagonal
del cuadrado?

Sin viento la rapidez del avién es v, mayor que u.
Respuesta,

2a(v+\/ﬁ)
=)
. dav —u*/2

26. Un hombre que viaja en un camion intenta
golpear un poste con una piedra, y cuando pasa

a)t, = ,b)
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frente a €l arroja la piedra con una velocidad
horizontal de 20 m/s respecto al camion. Sabiendo
que la velocidad del camion es de 40 km/h, Calcular:
a) la direccion en que debe lanzar la piedra.

b) la velocidad horizontal de la piedra respecto al
suelo.

Respuesta. a) 56,3° con relacion a la direccion
trasera del camion

b) 16,63 m/s

27. El piloto A esta volando con un avién con una
velocidad de 150 km/h, sobrevolando al piloto B,
cuyo avion vuela a 135 kim/h, 300 m por debajo Con
el mismo rumbo. El piloto A para mandar un
mensaje a B lo sujeta a una piedra y la arroja a la
cabina de B. Sin tomar en cuenta la resistencia del
aire.

a) (Con qué velocidad debera lanzarla respecto a su
avion cuando B esté directamente debajo de é1?

b) ;Cuando B esta todavia a 300 metros delante de 1?
Respuesta, a) v = 15 km/h hacia atras; b) v =128
km/h hacia adelante.

28. Una particula describe una circunferencia de
radio R= 0,5m con una frecuencia de

10 r pm. Si en te= 0 la particula esta en la posicion A
moviéndose en el sentido horario, calcular:

a) El periodo 7'y la rapidez del movimiento

b) La velocidad media y aceleracion media en el
intervalo (0; 0,757).

c) La aceleracionen ¢ =7/2

y L

(\A 0 x

29. Una particula P se mueve con aceleracion
angular constante sobre una circunferencia de radio
R =3m. Parte desde el reposo del punto A 'y
completa la primera vuelta en un tiempo ¢ = 2s.
Calcular:
a) El modulo de la aceleracion angular

-
b) La ecuacion r = ) -

5
¢) El tiempo que emplea para llegar a la posicion

definida por =372 .
d) La velocidad lineal en = 7
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=
P

Ax

30. Un automovil viaja hacia el Este con una
rapidez de 50 km/h. Esté lloviendo verticalmente
con respecto a la Tierra. Las marcas de la lluvia

sobre las ventanas laterales del automovil forman un
angulo de 60° con la vertical, calcule la velocidad de

la lluvia con respecto a:
a) el automovil y
b) la Tierra.

31. La distancia de A a B es £ . Un aeroplano vuela

desde A hasta B y vuelve otra vez con una velocidad

constante V relativa al aire. Calcular el tiempo, total
que empleara en realizar el recorrido si el viento
sopla con una velocidad v en las siguientes
direcciones:

a) Sobre la linea que une A y B.

b) Perpendicular a esta linea.

¢) Formando un angulo & con esta linea.
Demostrar que la duracion del trayecto siempre
aumenta con la existencia del viento.
Respuesta.

_ 20
Poniendo 7}, = ? , los resultados son:

T,

) J——
V2
I_F

32. El bloque deslizante A se mueve hacia la
izquierda a una velocidad constante de 0,37 m/s,
Determinar:

a) La velocidad del bloque B;

b) las velocidades de los tramos de cable C y D;
e) la velocidad relativa de A respecto a D;

d) La velocidad relativa del tramo de cable C
respecto al tramo D.

30
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: € Respuesta.
. D ~ ~ ~
4 E = B a) —0,27 m/s, b) —0,27 m/s, — 0,47 ms,

LTI 777707777777 777777 ¢) — 0,17 mvs, d) 27 mys,

31
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CAPITULO 4. Dinamica de una particula

INTRODUCCION

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de
una particula con respecto a un sistema de referencia
sin preguntarnos sobre la causa del movimiento. Lo
describimos simplemente en términos de los vectores
> > -

r.,vya.

Nuestra discusion fue geométrica, en este capitulo
discutiremos la causa del movimiento. Seguiremos
tratando a los cuerpos como particulas simples.
Posteriormente trataremos sobre sistemas de
particulas y cuerpos rigidos.

EL ORIGEN DEL MOVIMIENTO

(Qué origina el movimiento? ;Qué detiene el
movimiento? ;Se necesita causa para mover las
cosas? ;Por qué un objeto al que se le da un empujon
pronto se detiene? ;Por qué los planetas mantienen su
movimiento alrededor del sol?

Aristoteles joven filosofo griego (siglo IV a.c.) decia
que un cuerpo permaneciera en movimiento era
necesario ejercer alguna accion sobre ¢l ya que el
estado natural es el reposo. Esto parece ser razonable,
cuando dejamos de empujar un cuerpo, este pronto
alcanza el reposo. Parece ser necesaria una accion
exterior o fuerza aplicada al cuerpo para mantener el
movimiento. Sin embargo, observemos esta situacion
con mayor detenimiento. La figura siguiente muestra
un bloque de madera sobre un plano.

Fuerza el

/

Aplicamos una fuerza pequefia al bloque, no pasa
nada. Incrementamos la fuerza y a un valor particular
el bloque se mueve. Si seguimos incrementando la
fuerza empujando o jalando mas, el objeto se mueve
con mayor rapidez, Cuando dejamos de empujar el
cuerpo rapidamente vuelve al reposo. Sin embargo si
ponemos ruedas al bloque el resultado es diferente,
una fuerza muy pequefia causa el movimiento. La
diferencia son las ruedas debido a la friccion.

Para hacer un estudio libre de la friccion busquemos
llegar cercanamente a esta condicion, una forma de
lograr esto es con una mesa neumatica, se sopla aire
sopla hacia arriba a través de pequefios agujeros
manteniendo un disco suspendido sobre un colchdn
de aire. ;Qué pasa cuando empujamos un objeto en
ausencia de friccion? Este se mantiene en
movimiento a velocidad constante.

www.librospdf1.blogspot.com

En ausencia de una fuerza resultante, el objeto se
mantiene en movimiento con velocidad uniforme o
permanece en reposo. Esta es la PRIMERA LEY
DE NEWTON DEL MOVIMIENTO

Ahora podemos pensar acerca de la situaciéon cuando
un objeto era empujado sobre un plano. Cuando la
fuerza era pequeia no habia movimiento, pero una
fuerza deberia causar movimiento; la conclusion es
que debe haber otra fuerza actuando sobre el cuerpo
la cual anula justamente el efecto de la fuerza que
aplicamos. Al incrementar nuestra fuerza, la fuerza
opuesta también se incrementa, hasta que en algin
valor particular la fuerza opuesta termina de
incrementarse y comienza el movimiento porque hay
una fuerza resultante actuando sobre el objeto. La
fuerza opuesta es la fuerza de Friccion

¢QUE ES FUERZA? En la vida cotidiana se
considera fuerza a una sensacién comun asociada con
la dificultad para mover o levantar un cuerpo. En
Fisica se identifica una fuerza por el efecto que
produce. Uno de los efectos de una fuerza es cambiar
el estado de reposo o de movimiento del cuerpo, mas
concretamente, una fuerza cambia la velocidad de un
objeto, es decir produce una aceleracion. Cuando se
aplica una fuerza sobre un cuerpo y no se produce
movimiento, entonces puede cambiar su forma, atn si
el cuerpo es muy rigido. La deformacion puede o no
ser permanente. Entonces los efectos de la fuerza neta
son dos: cambiar el estado de movimiento de un
cuerpo o producir una deformacién, o ambas cosas.
Normalmente sobre un cuerpo pueden actuar varias
fuerzas, entonces el cuerpo acelerara cuando el efecto
de la fuerza neta que actia sobre €l no es cero.

Se llama fuerza neta o fuerza resultante a la suma de
todas las fuerzas que actian sobre un cuerpo. Si la
fuerza neta es cero, la aceleracion es cero, el
movimiento es con velocidad igual a cero (cuerpo
detenido) o con velocidad constante. Cuando un
cuerpo esta en reposo o se mueve con velocidad
constante, se dice que esta en equilibrio.

Se pueden distinguir dos grandes clases de fuerzas:
fuerzas de contacto, representan el resultado del
contacto fisico entre el cuerpo y sus alrededores, por
ejemplo mover un carro o estirar un resorte; y fuerzas
de accidn a distancia que actuan a través del espacio
sin que haya contacto fisico entre el cuerpo y sus
alrededores, por ejemplo la fuerza con que la Tierra
atrae a los cuerpos que caen en caida libre. Todas las
diferentes formas de fuerzas se encuentran dentro de
esas dos grandes clasificaciones.
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Para describir el mundo, la fisica contemporanea
recurre a cuatro interacciones o fuerzas
fundamentales, que actian sobre las particulas de
materia (y sobre las antiparticulas), son vehiculadas
por unas particulas llamadas vectores de interaccion,
que son: foton (interaccion electromagnética), boson
(interaccion débil), gludn (interaccion fuerte) y
graviton (interaccion gravitacional).

1) Fuerzas electromagnéticas de atraccion o repulsion
entre particulas cargadas en reposo o en movimiento,
explica la cohesion de los dtomos, es mucho mas
intensa que la fuerza gravitacional.

2) Fuerzas nucleares intensas entre particulas
subatémicas, responsable de la existencia del nucleo
atébmico asegura la cohesion interna de los
constituyentes del nucleo atdmico, protones y
neutrones, y es responsable de un gran numero de
reacciones y de desintegraciones; es la de mayor
magnitud (10? - 10° veces la fuerza
electromagnética).

3) Fuerzas nucleares débiles de corto alcance, rige
algunos procesos radiactivos, establece la estabilidad
de algunos ntcleos, es varios ordenes de magnitud
(10'%) menor que la fuerza electromagnética.

4) Fuerza de atraccion gravitacional entre cuerpos
debido a sus masas, entre otras cosas hace que caigan
las manzanas y que suba la marea, es la fuerza de
menor magnitud comparada con las otras.

Para que el concepto de fuerza sea exacto se debe
establecer un método para medirla. Una fuerza se
puede medir por el efecto que produce. Por ejemplo
se puede usar la deformacién que una fuerza produce
en un resorte, como en la figura. Si se aplica una
fuerza verticalmente a un resorte y se estira una
unidad, le asignamos a la fuerza una magnitud
unitaria F. Se aplica ahora otra fuerza al mismo
resorte horizontalmente, produciéndole un
estiramiento de dos unidades, la magnitud de la
fuerza sera de 2F. Si se aplican simultaneamente las

dos fuerzas, el resorte se inclina, y se estira x/g
veces. La fuerza equivalente que produce ese
estiramiento del resorte es la suma vectorial de F'y
2F. Es decir, la fuerza es un vector.

SF
FOWWS@@WW\—»

2F
El instrumento para medir fuerzas se llama
dinamoOmetro, es un resorte que se estira sobre una
escala. Si se aplica una fuerza de una unidad sobre el
dinamometro, el resorte se estira hasta que ejerce una
fuerza igual y contraria a la aplicada. En la escala se
mide el alargamiento del resorte y se le asigna una
unidad de fuerza. De esa manera se calibra el
dinamometro y se usa para medir fuerzas, por
ejemplo se aplica una fuerza sobre el dinamémetro y
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si se estira 2,5 unidades, entonces la fuerza aplicada
es 2,5 veces la unidad de fuerza.

Este procedimiento es valido para pequefios
alargamientos del resorte, ya que si la fuerza es muy
intensa, se puede deformar y no volver a su forma
original.

CAMBIO DE VELOCIDAD

Nuestro siguiente problema es encontrar una relacion
entre la fuerza y el cambio en el movimiento
producido por ésta.

Para esto necesitamos lo siguiente:

1. Un carro muy ligero que pueda moverse sin
friccion sobre una superficie horizontal.

2. Una fuerza constante. Esta podernos obtenerla
mediante un resorte (Si mantenemos un resorte
estirado una misma longitud, la fuerza que la estira es
constante).

a constarte
-ffmm—ﬂ—u-

=

3. Un registrador de tiempo. El movimiento del carro
puede estudiarse si una cinta de papel atada a éste
pasa a través del registrador que produce marcas en la
cinta a intervalos de tiempo regulares.

papel  punta borde inicial
cabfn  Viorante cIue 2 e a cinta
., ~ papel
=T —
1 .- -y =

.
T \\I\Disco de papel carhon
- B
= s

1}

Punta
wibrante

/- ] - \\‘\.
Cinta de : .
\

papel

La figura siguiente muestra la cinta de papel
producida por una fuerza constante.

Borde micial de Iz einta

'i.-hm'E..b.,c EEFE ;
Lk 1
55 - 65 55

Con los datos obtenidos en esta experiencia se realiza
el grafico distancia - tiempo y se obtiene una curva.
Con los datos también se puede obtener la velocidad
media en cada intervalo de tiempo. El grafico
velocidad - tiempo es una linea recta que indica que
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el movimiento es con aceleracion constante. De aqui
podemos concluir que una fuerza constante produce
una aceleracion constante.

Distaticia
Velocidad

Tiempo Tietmpo
Si duplicamos la fuerza usando dos resortes iguales
estirados la misma longitud, como se muestra en la

figura.
2 3 k7]

mals e =
=

; :
Duplica la fuerza y produce el doble de aceleracion.
Si triplicamos la fuerza se obtiene una aceleracion de
valor triple.
Concluimos que la aceleracion a del cuerpo es
directamente proporcional a la fuerza.
ax F
Podemos escribir esto como F' = ma, donde m es la
constante de proporcionalidad. A esta constante la
llamaremos MASA.
Para una determinada fuerza a mayor constante m la
aceleracion es menor. A mayor valor de la constante
es mas dificil acelerar el cuerpo.
Para conocer qué factores cambian esta constante
realicemos el siguiente experimento: en lugar de usar
un solo carro jalado por el resorte estirado usemos
dos carros uno sobre otro y luego tres carros como se

muestra en la figura
a @2 a3

— — —

od - B % -
La aceleracion que se obtiene con los carros es igual a
la mitad y con tres es igual a un tercio. Como el valor
de F es igual en todos los casos, quiere decir que la
constante con dos carros es igual a 2m y con tres
carros es 3m.
Como la aceleracion es una cantidad vectorial la
fuerza también lo es y tiene la misma direccion que la
aceleracion, pero un modulo m veces mayor, de modo
que la relacion anterior puede escribirse en la forma
- -
F=ma
Fuerza = masa x aceleracion.
Esta expresion constituye la SEGUNDA LEY DE
NEWTON DEL MOVIMIENTO.
La fuerza que actua sobre un cuerpo es igual al
producto de la masa del cuerpo por la aceleracion que
le imprime.

UNIDADES DE FUERZA Y MASA
Larelacion /' = ma nos da una relacién entre
fuerza, masa y aceleracion. En el sistema
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internacional (S.1.) la unidad de aceleracion es m/s.
(Cuales son las unidades de fuerza y de masa? Como
son dos cantidades que se relacionan so6lo tenernos
que especificar un estandar para una de ellas.
El sistema internacional adopta corno unidad una
pieza de material llamado KILOGRAMO, cuyo
simbolo es kg. El kilogramo es la masa un prototipo
de platino iridiado sancionado por la Conferencia
General de Pesas y Medidas realizada en Paris en
1889 y depositado en el pabellon de Breleuil en
Sevres.
La unidad de fuerza es el newton, cuyo simbolo es N
y se define asi:
El newton la fuerza que produce una aceleracion de
un metro por segundo al cuadrado a una masa de un
kilogramo.
N = kem
S

Otros sistemas:
MKS: igual al S.I.
CGS: Masa —> gramo (g), 1 g=10" kg

Aceleracion — cm/s’

Fuerza — dina = g.cm/s’
Inglés técnico: En este sistema la unidad fundamental
es la unidad de fuerza.

Fuerza — libra (Ib), 1 1b=4,45N

Aceleracion —> pie/s’

Masa —> slug = 1b58
s*/pie

PESO DE UN CUERPO. El peso de un cuerpo es la
fuerza de atraccion que ejerce la Tierra sobre el
cuerpo. Un cuerpo de masa m sometido a cierta

fuerza cae con la aceleracion de la gravedad g, el

peso P de este cuerpo es
-

P=mg

.._
Q4

P=mg

Su direccion es hacia abajo (hacia el centro de la
Tierra). Como el peso es una fuerza debe medirse en
Newtons.

Debido a que la aceleracion de la gravedad varia de
un lugar a otro de la Tierra, el peso de un cuerpo es
diferente en lugares distintos, sin embargo la masa de
un cuerpo es la cantidad fija que no depende del lugar
donde esta situado el cuerpo,

Aunque el peso de un objeto varia de un sitio a otro,
esta variacion es demasiado pequeia para ser
observada en la mayor parte de las aplicaciones
practicas, por esto, el peso de un cuerpo parece ser
una caracteristica constante al igual que su masa. Este
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hecho ha conducido al empleo ordinario de otras dos
medidas:

KILOGRAMO FUERZA, es el peso de un Kilogramo
masa.

1 kgf=9,8N

LIBRA MASA, es la masa de un cuerpo que pesa una
libra.

1 libra masa = 0,454 kg.

Estas unidades son practicas pero incorrectas y no
deben ser usadas en Fisica.

ACCION Y REACCION.
Hagamos una observacion mas detallada cuando
jalamos el carro con un resorte estirado una
determinada longitud.
Fuerza sobre
el_miru:n

e
R

[y, W
};;Eéé;;éé;;;;;;;};;};;;x

Para que el resorte esté estirado es necesario jalarlo
por los dos lados. Se necesitan fuerzas en sentidos
opuestas y en cada extremo del resorte.

Cuando jalamos el carro, una fuerza actia sobre el
carro y una fuerza en sentido opuesto actia sobre
nuestra mano. ;Cuales son las magnitudes de estas
fuerzas?

Fuerza  Fuerza
' t i

SRR -
i

O i —

Con el objeto de dar respuesta a esta pregunta
pongamos dos resortes iguales al primero y jalemos
de tal manera que el carro adquiera la misma
aceleracion que antes, esto quiere decir, por la
segunda ley de newton que siendo la misma masa m
estamos aplicando la misma fuerza (¥ = ma) que
antes y observamos que los resortes estiran la misma
longitud, lo que quiere decir que la fuerza sobre la
mano es igual a la fuerza sobre el carro.

- _-:__4—\.\_\_,_.-"

i

|_,.'.'- .
Resortes iznales i

LG T T T s iidifidiifiis,
Esto constituye la TERCERA LEY DE NEWTON
DEL MOVIMIENTO.
Si un cuerpo ejerce una fuerza sobre un segundo, éste
ejerce una fuerza igual y opuesta sobre el primero. La
fuerza ejercida por el primer cuerpo sobre el segundo
es la ACCION, la fuerza igual y opuesta actuando
sobre el primero es la REACCION,
Expresado en simbolos, es:
- -
F sobre 2 debidoal = F sobre1debidoa 2
Fuerza de contacto de un cuerpo a otro con un cambio
de direccioén o sin €l
A continuacion presentarnos algunos casos tipo de la
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aplicacion de las leyes de Newton.

APLICACIONES DE LAS LEYES DE NEWTON
Cuando estudiamos Cinematica, encontrarnos las
relaciones entre desplazamiento, aceleracion y

5
tiempo. Por ejemplo, conociendo la aceleracion a
las condiciones tales como posicion inicial, velocidad
inicial, es decir la posicion y la velocidad en el
tiempo que llamamos inicial (¢ = 0), podemos conocer
la velocidad y posicion para cualquier tiempo. Las
condiciones iniciales las tenemos pero la aceleracion,

- -
(de donde? Para esto tenemos F' = m a , todo lo que
tenemos que hacer es conocer las fuerzas sobre el
5
cuerpo y su masa, y entonces podremos encontrar d .
La mejor forma de estar seguros que comprendemos
- -

el significado de &' = m a , es hacerlo con algunos
problemas que involucran las leyes de Newton. Para
resolver un problema sugerimos cuatro pasos a
seguir:
1. Dibujar un esquema del sistema
2. Identificar el cuerpo a cuyo movimiento se refiere
el problema.
3. Dibujar otra figura con solamente el objeto en
particular manteniendo el marco de referencia poner
todas las fuerzas que actiian sobre el objeto mediante
flechas. Esto se conoce como DIAGRAMA DEL
CUERPO LIBRE (DCL). Si se comete una
equivocacion todo lo demas fallara, por eso es
conveniente hacerlo bien. Una mejor forma de
comenzar es poner la fuerza de gravedad primero y
luego preguntarse:
“;Qué toca al cuerpo?”, la accion de tos resortes,
cuerdas, manos y otros objetos, todos deben ser
considerados. Asi como también las fuerzas que
actuan sin tocar el cuerpo, como la fuerza eléctrica,
magnética de las cuales no nos preocupamos en este
curso.
4. Finalmente, aplicar la segunda ley de Newton a

cada componente de fuerza y aceleracion.
- -
F=ma

ZFx =ma,, sz =may,ZFz =ma,.

y ahora resolver para la aceleracion.

En algunos de los problemas que se presentan mas
frecuentemente, las acciones se producen por fuerzas
sin contacto; en otros se usan cuerdas y varillas como
medios de conexion. Cuando las masas de estos
medios de conexion son despreciables su unico efecto
es el de transmitir

ESTATICA DE LAS MASAS PUNTUALES.

Los sistemas en los cuales todas sus partes satisfacen
la primera ley son llamados sistemas estaticos, es
decir si la suma vectorial de todas las fuerzas que
actian es nula, el cuerpo esta en equilibrio y
permanece en reposo, o si estd en movimiento, se
mantiene con velocidad constante
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La condicion de este equilibrio es

> F=0

y en componentes cartesianas:

Y F.=0,)F =0,)F=0.

Las fuerzas son ejercidas sobre el objeto o sistemas
por. Medios exteriores al sistema.

Ejemplo 1. La Fuerza gravitacional Dado que la
aceleracion de un cuerpo en caida libre en la tierra es
g, (cudl es la fuerza de la gravedad?

Solucion.

Como este movimiento es en una sola dimension,
consideramos que este se realiza en el eje z, tal que

- ~
a=-gk
Segun la Segunda Ley de Newton

F=ma =-mgk

DY F, =0, F =0)F =-mg.

Siendo esta la respuesta que ya conociamos.

Ejemplo 2. El dinamémetro. El dinamoémetro es un
instrumento que se utiliza para medir las fuerzas.
Consta de un resorte con una escala que indica su
estiramiento, la cual esta graduada en Newtons.
Cuando lo utilizamos para pesar se dispone como lo
muestra la figura.

Se suspende la masa m, el resorte del dinamoémetro se
estira hasta que alcanza el equilibrio estatico.
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Diagrama del cuerpo libre (DCL)
Aplicando la condicion de equilibrio de la masa m

T, -mg=0
Luego= T, = mg

Si despreciamos la masa del dinamoémetro, tenemos
que:

I-T,=0yT =T,
El dinamoémetro indica en la escala la fuerza

T, =mg

Ejemplo 3. Se tiene los dispositivos mostrados en la
figura. ;Cuanto indica el dinamémetro de la figura (a)
y cuanto el dinamometro de la figura (b)?

fffffffffff{gfﬁfﬂfﬁfﬁffﬁf
a

ffﬁfﬁfffﬁf{é{fﬁffffffffff

Solucion.
a) El diagrama de cuerpo libre de la figura (a) es
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L5 n o
‘11—
ﬂF: ;’1 T,
5 T,
ng ng

Empezando por la derecha
I,-mg=0= T =mg

La figura siguiente muestra la polea

Para que el trozo de cuerda este en equilibrio

S F=0

Descomponiendo las fuerzas sobre el trozo de cuerda
en los ejes x e y.

Como la cuerda se considera sin masa la suma de
fuerzas a lo largo del eje x es

Ticos@—-T,cos0=0 = T, =T,
En el dinamometro, considerandolo de masa
despreciable.

BN
Y F=0
ILL-T,=0=1,=T,
En la polea de la izquierda
T, =T,

En la masa de La izquierda

5
Y F=0

I,-mg=0 =T, =mg

Como conclusion todas las tensiones son iguales a
mg

I,=T,=T,=T =mg

El dinamometro es tensionado por la fuerza 7,y su
indicacion sera:

T, =mg

b) El diagrama de cuerpo libre de la figura siguiente
es

L5 oo
'—b-ﬂ—El—h—
1ﬂ
|
mE
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En la masa
Ii-mg=0= T =mg
En la polea

I, =T,

En el dinamémetro

I,=T,=T =mg

El dinamometro es tensionado por la fuerza 7 y su
indicacion sera

T, =mg

Como se puede ver esta situacion es completamente

analoga a la anterior, s6lo que hemos sustituido una
de las poleas por la pared.

Ejemplo 4. Un cuerpo de masa m se sostiene por
medio de cuerdas como se muestra en la figura.
Encontrar las tensiones 7T, T, en las tres cuerdas.

N7 0
T T
n
Solucion.
L
I y
24 &
P X
j’i

Tomando un sistema de ejes horizontal y vertical
como el mostrado en la figura tenemos:
-

T, = —mgj

T, =T, cos@i +T,senf j

T, =-T,cosai+T;sena j

Con Z;‘ =0

> > o

I +T,+T, =0
Obtenemos:

ZFx =T,cos0—T,cosa=0
ZFy =T,sen0 + I;senco —mg =0
Resolviendo estas dos ecuaciones

mgcosa mg cos 6

h:= sen(0+a)’ h= sen(0 + a)

Ejemplo 5. Un bloque de 50N de peso se ubica sobre
un plano inclinado en un angulo a de 30° con la
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horizontal. El bloque se sujeta con una cuerda ideal
que se encuentra fija en la parte superior del plano
inclinado, como en la figura. Estudiar el
comportamiento mecanico del bloque.

Solucién.
El D. C. L. del cuerpo:

Fuerza de atraccion de la Tierra, que es su peso mg.
Fuerza de la cuerda que lo sostiene, que es la tension
T

Fuerza que el plano ejerce sobre el cuerpo, que es la
normal N

Como el sistema esta en equilibrio, se aplica la
primera Ley de Newton:

- B < B
>F=0= YF,=0 XF=0
Del diagrama de cuerpo libre se obtiene:

ZFX : =T +mgsena =0
sz : N —mgcosa =0

Despejando T'y N, y reemplazando los valores
numeéricos, se obtiene:

T = mgsena = 50sen30° =25 N
N =mgcosa =50c0s30° =43,2 N

DINAMICA CON FRICCION
DESPRECIABLE.

Los sistemas en los cuales todas sus partes satisfacen
la primera ley son llamados sistemas estaticos, es
decir si la suma vectorial de todas las fuerzas que
actiian no es nula y la friccion se considera
despreciable,

Ejemplo 6. Si un bloque de masa m se ubica sobre un
plano sin roce, inclinado un angulo a con la
horizontal, resbalard una distancia D a lo largo del
plano. Describir su movimiento.
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Solucién.
E1D. C. L. del cuerpo:
J
N
(24 x
mg

Del diagrama de cuerpo libre se obtiene:

ZFX : mgsena = ma,

ZF}, : N—mgcosa =ma, =0

De estas ecuaciones se obtiene:

a,=gsena y N =mgcosa

Se concluye que la aceleracion del bloque en
direccion del plano inclinado es la componente de g
en esa direccion. Estudiando ahora el movimiento del
bloque, considerando que parte del reposo y se
desliza una distancia D, se puede calcular la rapidez
con que llega a la base del plano. Si se considera que
el movimiento del bloque comienza desde el reposo,
se puede usar:

v = vl +2a,Ax = v’ =2(gsena)D
y v=+/2gDsenc

Ejemplo 7. Para el siguiente sistema mecéanico,
calcular la aceleracion de las masas y la tension de la
cuerda.

o

Solucion.

Como no se conoce la direccion del movimiento,
supongamos que el cuerpo de masa M sube por el
plano inclinado, lo que determina el sentido de la
aceleracion, entonces aplicando la segunda Ley de
Newton se aplica cada masa:

El D. C. L. del cuerpo M:

Del diagrama de cuerpo libre se obtiene:
ZFX : T —Mgsena = Ma =

T = Mgsena + Ma

ZFy : N—Mgcosa =0

De estas ecuaciones se obtiene:
El D. C. L. del cuerpo m:
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mg

Del diagrama de cuerpo libre se obtiene:
ZFy T —mg=-—ma=T=mg—ma
De estas ecuaciones se obtiene
Mgsena + Ma = mg —ma
_ (m - Msena)
(m + M )
Se observa que el signo de a depende del término
(m - M sen a).
Ahora se calcula el valor de la tension reemplazando
el valordeaen T:

[m—Msenaj
T=mg—-m ———

m+M

T :#AL)(I +sena)g

Ejemplo 8. Dos bloques de masas m; =20 kg y
my = 8 kg, estan unidos mediante una cuerda
homogénea inextensible que pesa 2 kg. Se aplica al
conjunto una fuerza vertical hacia arriba de 560 N.
Calcular:

a) La aceleracion del conjunto;

b) Las fuerzas que actian en los extremos de la
cuerda.

al)

i

Solucién.
EnelD.C. L. de m:

F-F,-mg=ma (1)

Enel D. C. L. de la cuerda de masa m;:
F,—F,—myg=mya (2)

Enel D. C. L. de m»:

F,—m,g =m,a 3)
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I
i
fin
e

a) Sumando (1), (2) y (3):
F _(ml +m, +m3)g :(m1 +m, +m3)a

4 i
y =
(m, +m, +m,)
a :ﬁ—g,g =8,87 m/s>
+o+

b)De (3) Fy =m,(g+a)

F, =8(9,8+8,87)=1494N

De (1) F, =F —ml(g+a)

F, =560-20(9,8+8,87) =186,6 N

Ejemplo 9. La maquina de ATWOOD. Es un aparato
que se utiliza para determinar con exactitud la

gravedad y consiste de dos masas m, y m,,

(m,;>m,), que estan unidas mediante una cuerda

que pasa sobre una polea. Considerar la cuerda
inextensible y sin masa. Asimismo, no tornar en
cuenta la friccion y la masa de la polea. Describir el
movimiento y calcular la tension en la cuerda.

Solucién.

Siendo m, mayor que #1,, la masa 7, se moverd

hacia abajo con una aceleracion @ y la masa m, se

movera hacia arriba con la misma aceleracion a .
La figura siguiente muestra los diagramas de cuerpo
libre de cada una de las partes del sistema.
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La polea cumple la funcion de cambiar la direccion
T, Considerando el sentido de la aceleraciéon o como
positiva.

Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m,

mg~T,=ma

Aplicando la Segunda Ley de Newton para la masa

m,:

T, —m,g = mya

De estas dos ecuaciones obtenemos:
(ml -m, ) 2mm,

= gy I, =

(ml +m2) (ml +m2)

Si las masas m, y m, fueran casi iguales, el valor de

la aceleracion seria pequeila y podria determinarse
midiendo el tiempo en que una de las masas sube o
baja una distancia determinada.

Larazén (M —my) se determina pesando los cuerpos.
(m1 +m, )

Finalmente, la magnitud de g se obtiene a partir de

estas cantidades mediante la ecuacion

(ml +m2)a

(ml _mz)

Ejemplo 10. El peso de un pasajero en ascensor.
Consideremos un pasajero de peso mg en un ascensor
este peso es equilibrado por la reaccion que el piso
ejerce sobre ¢l, si el ascensor estuviera parado
R=mg.

Si el ascensor sube con aceleracion a. ;Cual es el
peso de la persona?

Solucion.

La figura muestra el ascensor subiendo con una
aceleracion a
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Abhora la reaccién del piso es R'.
Aplicando la Segunda Ley de Newton al movimiento
de la persona

R'-mg=ma = R'= m(g + a)
Si el ascensor sube el pasajero se siente mas pesado,

como si fuera empujado contra el piso. Si el ascensor
desciende con esta aceleracion,

R'-mg =—ma = R'= m(g — a), el pasajero se
siente m4s liviano.

Ejemplo 11. La figura muestra a un hombre
elevandose mediante una fuerza vertical que aplica él
mismo a la cuerda que tiene en las manos. Si el
hombre y la silla juntos tienen una masa de 100 kg.
Se pregunta:

a) (Con qué fuerza debe jalar para, subir con una
velocidad constante?

b) (Con qué fuerza debe jalar para subir con una
aceleracion de 1 m/s” (considerar g = 10 m/s*?

w
Solucion.

a) La figura siguiente muestra los diagramas de
cuerpo libre de cada una de las partes del sistema.

T
T T
T ]

&

F

W 2

Como se considera la cuerda con masa despreciable
en el D.C.L. del trozo de cuerda
T=F
La polea solo cambia la direccion de la tension 7 .
En el D.C.L .del hombre-silla

T+F-W=0=2F=W

w
=
Y 2

Como W =100x10=1000 N
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F:mzo():SOON

b) Ahora como el hombre debe subir con una
aceleracion de | m/s* tenemos:

T

o
2
vl

T+F—W=Ka = 2F:W+Ka
g g

y FZW(1+aj
2 g

Como W =1000N, a =1m/s* y =1m/s’
F= 10000 1Y ssoN
2 10

Ejemplo 12. La figura muestra un ascensor. Este
consiste de la caja con masa m; =1100kg, el

contrapeso con masa 7, = 1000 kg . El cable y

poleas con masa y friccion despreciables.

Cuando el ascensor tiene una aceleracion hacia arriba
de 2 m/s%, el contrapeso tiene igual aceleracion pero
hacia abajo.

a) (Cudl es el valor de la tension 7} ?

b) (Cual es el valor de la tensiéon 7, ?

¢) (Cual es la fuerza ejercida por el motor sobre el
cable?

FELLEEEETTT

Solucion.
a) Consideremos el D.C.L de la masa m, :
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ml Ta

| ms

Aplicando la Segunda Ley de Newton
I -mg=ma =1 :ml(a+g)
T, =1100(2+9.,8)
=12980 N
b) Consideremos el D.C.L. de la masa m, :

)

611 Mg

P g

Aplicando La Segunda Ley de Newton
mg—T,=ma =T, = mz(g—a)
T, =1000(9,8 - 2)

=7800 N

¢) En el motor Fuerza ejercida por el motor (77 y 7,
pueden considerarse colineales)

4

F,, =T, —T, =12980 7800
=5180N

Ejemplo 13. Demostracion de la tercera ley de
Newton mediante el uso de la segunda ley.

Se tienen dos cuerpos de masas m1, y M, los cuales
son empujados sobre un plano sin friccion por una

fuerza de magnitud P . Demostrar que aqui se
cumple la tercera ley de Newton.

P— 1y m,

Solucioén.
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Asumiremos que no hay friccion entre las superficies
de contacto de m, y m,.

La figura muestra los D.C.L. para los bloques 1,2 y
para el sistema.

E,  F
P 77'71 21 12 ].7//2
| |
xl l ng l m, g
y TNI
7\2
P— m, i,

|
¥ my)g

N, y N, son las fuerzas ejercidas por el plano.

F,, esla fuerza que el bloque 2 ejerce sobre el
bloque 1.
I}, es la fuerza que el bloque 1 ejerce sobre el

bloque 2.

La fuerza P solo actlia sobre el bloque 1, ya que
solo esta en contacto con él.

Como asumimos que no hay friccion entre los
bloques, las fuerzas son normales a la superficie de
contacto.

Para el bloque 1 tenemos:

P—F, =ma,, y N -mg=0
Similarmente para el bloque 2
F,=mya,, y Ny, —m,g=0
Para el sistema

Pz(m1 +m2)ax y

N, +N, —(m1 +m2)g =0

En este caso no nos interesan las ecuaciones en y pero
si las ecuaciones en x.
Como los bloques se mueven juntos:

alx = aZx = ax
Sumamos la ecuacion para el bloque 1 con la

ecuacion para el bloque 2.

P—F, +F, =ma, +ma, = (ml Tm, )ax
Comparando con la ecuacion para el sistema
tenemos:

P-F,+F,=P
Esto dice que la magnitud de la fuerza de 1 sobre 2 es

igual a la fuerza de2 sobre 1. Como ellas son opuestas
resulta ser precisamente la tercera ley de Newton.

F,, = F},, Accién y reaccion.

Ejemplo 14.. Un carrito de masa M = 500 gramos
estd unido a una carga de masa m =200 gramos
mediante una cuerda. En el momento inicial el carrito
tenia la velocidad inicial vo=7 m/sy se moviaa la
derecha por un plano horizontal. Determinar para ¢ =
Ss:
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a) el valor y sentido de la velocidad del carrito,
b) el lugar, donde encontrara

¢) el desplazamiento del carrito

d) el recorrido total del carrito.

(Usar g = 9,8 m/s%)

Solucién.
dl
IF
i
T[
i
€ T
me
Para la masa M:
—T =Ma (1)
Para la masa m:
T —mg =ma )
Sumando (1) y (2)
-mg = (M + m)a =
m 0,2
dme e 0208) g
(M +m) 0,7
La aceleracion es en sentido contrario al indicado en

la figura.

a) La velocidad inicial del carrito es vo=7 m/s y su
aceleracion es a = - 2,8m/s>.

De las ecuaciones de cinematica

1

x:v0t+—at2, v=vy,tat,
2

Hallamos:

x=Tt—14t>, v=7-28¢

Dentro de 5 s el carrito tendra una velocidad
v=-7 m/s (dirigida a la izquierda).

b) x=7(5)-1,4(5) =35-35=0

El carrito se encontrara en la posicion inicial.
c) El desplazamiento es cero.

d) El carrito se detiene cuando v = 0 ¢ inicia el
camino de vuelta.

11
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0=7-28t = t=l=2,55
2,8

Recorrido total s = 2[7(2,5) - 1,4(2,5)2]

=17,5m
Recorrera un trayecto igual a 17,5 m.

FRICCION

Cuando un cuerpo sobre una superficie se empuja o
se jala éste puede permanecer inmovil, esto sucede
porque la fuerza aplicada no ha sido suficiente para
vencer la fuerza de friccion. Cuando lograrnos que el
cuerpo deslice sobre la superficie es necesario aplicar
una fuerza para que éste continue en movimiento.

Comportamiento de un cuerpo que descansa sobre
un plano horizontal

Supongamos que jalamos un bloque con un
dinamometro, como se muestra en la figura.

Comportamiento de un cuerpo que descansa sobre
un plano horizontal

K F

]

SIS

Dibujemos una grafica de la fuerza [’ aplicada sobre
el bloque versus el tiempo 7.

F
Fomdin|ece . A
P (G5

Ho hay
<—mmﬂt0—>|<— Movimiento relativo —’l t

relativo

1. Desde el origen hasta el punto A la fuerza F
aplicada sobre el bloque no es suficientemente grande
como para moverlo. Estamos en una situacion de
equilibrio estatico

F=F,=uN
En el punto A, la fuerza de rozamiento F’ % alcanza

su maximo valor g, . N
F = F}Smdx = lusma'xN

2. Si la fuerza F aplicada se incrementa un poquito
mas, el bloque comienza a moverse. La fuerza de
rozamiento disminuye rapidamente a un valor menor
e igual a la fuerza de rozamiento dinamico,

F=F, =uyN

Si la fuerza F no cambia, punto B, y permanece igual
a by

aceleracion

_el bloque comienza moviéndose con una
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(F-F,)

m
Si incrementamos la fuerza F, punto C, la fuerza neta

a=

sobre el bloque /' — F'; se incrementa y también se

incrementa la aceleracion.

Observacion. Encontramos que con fuerzas menores
que 10 N no se produce movimiento.

Con 10 N el bloque comienza a moverse.

Para fuerzas mayores a 10 N el bloque se acelera.

Si medimos la aceleracion podemos conocer la fuerza
resultante sobre el bloque aplicando la segunda ley de
Newton, F' = ma.

Cuando el dinamémetro indica 12 N la fuerza
resultante a partir de la aceleracion medida es 4 N,
esto significa que se necesita 12 N —4 N =8 N, para
vencer la fuerza de friccion Si aplicamos 10 N al
bloque para que inicie el movimiento, después de esto
es posible reducir la fuerza a 8 N y atin mantener el
bloque en movimiento.

En resumen:

Una fuerza de 10 N inicia el movimiento del bloque.
Una fuerza de 8 N mantiene el movimiento del
bloque.

El origen de este fendmeno se debe a la existencia de
fuerzas entre las moléculas del cuerpo y la superficie;
si la superficie de contacto del cuerpo con la
superficie fuera perfectamente plana, la fuerza de
atraccion podria ser considerable, como es el caso de
dos placas de vidrio perfectamente limpias que una
vez puestas en contacto, dificilmente pueden ser
separadas.

Las superficies nunca son perfectamente lisas y las
imperfecciones constituyen verdaderos obstaculos al
desplazamiento como se muestra en la figura. Es
preciso vencer estos obstaculos para iniciar el
movimiento y también para mantenerlo.

%
A esta fuerza se le conoce como FUERZA DE
FRICCION O ROZAMIENTO (F, ).

Con la finalidad de conocer la dependencia de esta
fuerza de rozamiento realicemos la siguiente
experiencia.

Supongamos un plano inclinado con un bloque de
masa ni descansando sobre él.
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Mg Cos 49!"
mzl &8

Encontramos que el bloque empieza a resbalar para
un determinado 4ngulo @ . Si colocamos dos bloques
juntos, el angulo con el cual inician el movimiento
sigue siendo @, lo mismo ocurre con tres bloques. La
fuerza que jala al cuerpo es la componente del peso
mgsen@ , paralela al plano. La otra componente es

perpendicular al plano mg cos @ . Esta es la fuerza
que sostiene al bloque sobre la superficie (Fuerza
Normal). Si duplicarnos el peso mg a 2mg,
duplicamos la fuerza que jale al bloque y la fuerza
normal tal que:

Fuerza que inicia el movimiento

= Constante
Fuerza normal
O
mg send
mg seny =tan@ = M= Constante
mg cos @
F
f
N

A esta constante £/, se le llama coeficiente de

friccion estatica.

Si se toman los datos con el bloque en movimiento, el
angulo para que el movimiento continue es
generalmente menor y obtenemos

Fuerza para continuar el movimiento
= /J &

Fuerza normal
A esta constante se le llama coeficiente de friccion

cinética ff, .

M es una constante que depende de la superficie y se
puede escribir simplemente.

F,=uN.

Algunos valores tipicos de coeficientes de friccion.

Material Sobre. U, m
material

Acero Acero 0,78 0,42
Cuero Cuero 0,64 0,56
Cuero Roble 0,60 0,50
Bronce Hierro 0,40 0,30
Aluminio | Aluminio | 1,05 1,40
Vidrio Vidrio 0,92 0,40
Caucho Asfalto 0,60 0,40
Caucho Concreto | 0,80 0,70
Caucho Hielo 0,02 0,005
Piedra Piedra 0,65 0,60

El hecho que la fuerza de friccion es independiente
del area de contacto parece absurdo ya que las fuerzas
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intermoleculares son tanto mayores, cuanto mayor es

la superficie de contacto. En realidad se debia esperar

que F 7 fuera proporcional a la superficie, lo que

suceder es que si el cuerpo pesa muy poco,

practicamente no hay puntos de contacto entre las dos

superficies (el area de contacto es despreciable).
Cuando N aumenta, la superficie aumenta y F’ r

también, por lo tanto F', = N donde se esta

incluyendo ya el aumento de superficie. Es decir, la
fuerza de friccion I ;oes proporcional a la fuerza

normal N porque la verdadera superficie de contacto
es proporcional a la fuerza normal.

Ejemplo 15. ;Cuél es la fuerza minima F necesaria
para mover la masa m , siendo £ el coeficiente de

rozamiento estatico entre el piso y el bloque en cada
uno de los casos siguientes?

Fr &
| Ll |—Fb | m F_é_ _g_ = m
/ / /
(a) (b} (e}

Solucion.
a) La figura muestra el D.C.L.

TN
L

|

b
g

ZFy: N-mg=0= N=mg
YF.:F-uN=0= F=uN

Luego:

F = umg
b) La figura muestra el D.C.L.

i
T ™

ZFy: N+ Fsenf —mg =0
= N =mg — Fsenf
ZFXZFCOSQ—,UN=O
= Fcosf = uN

De estas dos ecuaciones obtenemos:
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_Hms
cosé + usend
c) La figura muestra el D.C.L.

L
T ™

ZFy: N —Fsenfd—mg =0
= N =mg + Fsend
ZFX: Fcos@—uN =0
= Fcosf =uN

De estas dos ecuaciones obtenemos:
Fo__  HME
cos @ — usend

Ejemplo 16. ;Cual es el valor minimo de F para
sostener el bloque de masa m sobre una pared
vertical, como se muestra en la figura, 4 esel

coeficiente de friccion estatico entre la pared y el
bloque?

Solucion.
La figura siguiente muestra el D.C.L.

N e
|

YF:N-F=0= N=F

ZFX: MUN —mg =0 = N="¢8

y7i
Por consiguiente
m,
F="5
y7i

Ejemplo 17. En el esquema de la figura las masas de
la polea y del cable son despreciables y no hay
rozamiento entre el cable y la polea. Hallar la

aceleracion del bloque 71, y la tension del cable que
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une los bloques m; y m,. El coeficiente de rozamiento
entre los bloques y el plano inclinado es /¢ .

[ ——{ ]

M
Solucion.
[ o . .
L I 1 1
-4—;,IN1 -d—ﬁNz
NiTm g N myg 7
1%
Mg la
¢Mng

Para m,: {mOg—T1 =mya

I, =T, — uN, =m,a
Para m, : N B
,—m,g =0

{Tz — uN, =m,a
Para m, :
N, -mg=0
De estas ecuaciones obtenemos:
N,=m,g, Ny=mg
y mog_ﬂ(ml +m2)g = (mo +m +m2)a
De aqui:

[mo - :u(ml +m, )]

(mo +m + mz)
La tension del cable que une los bloques m; y m;:
mm,

Tzzml(a+,ug)—( )(1+;U)g

my +m; +m,
Ejemplo 18. Se tiene una masa 7, sobre una masa

m, sobre un piso horizontal, tal como muestra la

figura. Se aplica una fuerza horizontal /' sobre la

masa 71, . La masa carece de friccion. ;Cual es el
valor méximo de /' para que la masa 71, no resbale

sobre m, . ;Cudl es la aceleracion resultante de los
bloques?

m,

F— m,
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Solucion.
La figura muestra el D.C.L. de las masas m, y m,.

—
i,
ﬂ;\"}—u- i T
m gy |V,
e ' oa,
N
42 =
/“A'\"z
F— 1,

m,g

Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m,,

la que suponemos se mueve con aceleracion a, .
ZFy : N,-m,g=0

ZF o1 HUNy =mya,

Aplicando la Segunda Ley de Newton a la masa m,,
la que suponemos se mueve con aceleracion @, .

Y F,:N-N,-mg=0

ZFx D= uN, =ma,

Trabajando con estas ecuaciones encontramos que
F=ma, +m,a,

La aceleracion de la masa m, es:

UN, _ pm,g
m, m,

Como el valor de g varia desde 0 hasta el valor

a, = = Hg

maximo A, :

a, = U, g osimplemente a, = Ug .
Pero como queremos encontrar el valor maximo
posible de F para que las masas vayan juntas, es

decir, para que 7, no se quede, se tiene como
condicion que;

a, =a, = Hig

LuegO: Fma’x = (ml + m2 )/uma'xg

Si aplicamos una fuerza mayor el bloque m,

avanzard dejando atras al bloque 1, .
Ejemplo 19. Usando el dispositivo del ejemplo

anterior discuta el caso en ci que la fuerza F se aplica
alamasa m,.
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F— ni,

m,

Solucion.
La figura muestra el D.C.L. para este caso

—
F— m,
= uN,
1 01 TE\-"2
= ("1
_ [ —=
N, ——

mggl T‘?\'l

Las ecuaciones para la masa #1, son
ZFy :N,-m,g=0

zFx D F—uN, =ma,

Las ecuaciones para la masa 71, son.
Y F,:N-N,-mg=0
zFx D uN, =ma,

Trabajando con estas ecuaciones encontramos que
F=mua, +m,a,

La aceleracion de la masa m, es:

MN, _ pmyg g™
m, m, m,

Como el valor de # varia desde 0 hasta el valor

a, =

maximo [, :

m,
a, = Hpi8

m
Como la condicién de que las masas m, y m, vayan
juntas es,
a, =4,
Luego el valor maximo de F pera que m, y m,
vayan juntas es,
F = (ml +m, )mz

max mix &
m,

Ejemplo 20. En el dispositivo de la figura
encontramos el valor minimo de F' para sacar la masa

m.
El coeficiente de friccion entre m, y lamesaes (1, y

el coeficiente de friccion entre m, y m, es i, .
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i, /

F— m,

77777777,

Solucion.
La figura muestra los D.C.L. de las masas m, y m,

1y |—=7

Ha N, —— I T
ngl :

Hoy Ny—— P\‘E

F t—] 71,

AN — TN
m181 !

Considerando que el equilibrio es la condicion
minima de inicio de movimiento
Aplicando la Segunda ley de Newton para la masa

m,
ZFy :N,—-m,g=0
D F.: u,N,-T=0

Aplicando la Segunda Ley de Newton para la masa
m,
ZFy : N, =N, +mg=0
ZFx c F =N = ,N, =0
Resolviendo estas ecuaciones
N, =myg
T'=pu,N, = uym,g
N, =N, +mg=(m, +m2)g
F=mN, +m,N,
= 4t (my +my)g + pym,g
Siendo este valor de F' el minimo para iniciar el
movimiento de la masa m, .

Ejemplo 21. En el dispositivo de la figura, encontrar
el valor minimo de F para sacar la masa m, . El

coeficiente de friccion entre m, y lamesaes (1, el

coeficiente de friccion entre m, y m, es i, .
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SONNNN

F— m,
7T 77,
Solucion.

La figura muestra el D.C.L.de las masas m, y m,

iy |——=T

Ha N, ——
T

e} 1 <

Mg Ny— lNz T

Foa— my |7

N = lTNl

mE

Considerando que el equilibrio es la condicion
minima de inicio del movimiento.

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m, :
Y F,:N,—mg=0
zFx t N, =T =0
Aplicando la segunda ley de Newton para la masa
m:
sz :N,-N,+mg=0
zFx P F =N, — i,N, -T =0
Resolviendo estas ecuaciones
N, =m,g
T'= N, = i,mg
Ny =N,+mg :(ml +m2)g
F=uN +u,N,+T
= H (ml +m, )g + H,m,g
= [ﬂ1m1 +m, (/11 T, )]g

Siendo este valor de F el minimo para iniciar el
movimiento.

Ejemplo 22. Los bloques m, y m, de 20y 60 kg,

respectivamente, estan unidos por una cuerda de masa
despreciable que pasa por una polea sin rozamiento.
El coeficiente de rozamiento cinético entre las masas
y la superficie es 0,3. Determinar la velocidad del
sistema 4 segundos después de partir del reposo.

b

a0 ane
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Solucion.
La figura muestra el D.C.L. de la masa m, .

Consideremos que el movimiento es de izquierda a

derecha con aceleracion a

el

mlgsemlj;/

I
1
: My ECos30®
|

e

ZFy : N, —m;gcos30°=0

D> F.: T—F, —mgsen30°=ma
De estas ecuaciones
V3

N, :mlgcos30°:20x10x7:173N
Fy =puN, =03x173=519N
yT—51,9—20><10><%=20a

=T =151,9+20a

La figura muestra D.C.L. de la masa m, .

i Mo ZEENE0*
: E‘f 2
28 ¥ 2

D F,: N, —m,gcos60°=0
ZFX : mygsen60°—F,, =T =m,a
De estas ecuaciones

N, =m,gcos60°= 20><10><%:ISON
F.,=uN,=03x150=45N

NG

=T =214,5-30a

Igualando los valores de 7:

151,9+20a = 214,5-30a = a=125—>
S

Como v=v, +at,

Siendo v, =0 = v =1,25¢*

Para f=4s = v=125x4=52
S
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Ejemplo 23. En una mesa un plato descansa sobre el
mantel, cuyo centro esta a 0,25m del borde de la
mesa. El mantel se jala stibitamente en forma
horizontal con una aceleracion constante de 10 m/s”.
El coeficiente de friccion cinético entre el mantel y el

plato es £, =0,75. Asumiendo que el mantel llega

justo al borde de la mesa.

Cuando el extremo del mantel pasa bajo el centro del
plato, encontrar:

a) La aceleracion del plato

b) La velocidad de! plato

¢) La distancia del plato al borde de la mesa.
Solucion.

a) Aplicando la segunda ley de Newton para el plato,

la masa del plato es 7 y su aceleracion a p

Fy=Ht N
mg

D F,=0=mg-N=0

ZFH =ma, = F, =ma,

De aqui obtenemos:

N=mgy wmg=ma,

De donde:

a,=u.g =075x9.8=735mss’

El plato resbala ya que a , esmenor que 10 m/s

b) En el instante en que el extremo del mantel
coincide con el centro del plato estan a la misma
distancia del borde de la mesa

a=10m/s?

Np—

o

r
o

t* =0,25 +%7,35t2

P

x, = 0,25 +la
2

X, = lamt2 = l1012
2 2

m

Igualando

0,25 +l7,35t2 = l10t2
2 2

Resolviendo:

t=058s y
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v, =v,ta,t= 0+7,35x0,58
= 426 m/s.

¢) x, =0,25 +;apt2

1
= 0,25 +57,35 x0,58> =1,49m

Ejemplo 24. El plano inclinado mostrado en la figura
tiene una aceleracion @ hacia la derecha. Si el
coeficiente de friccion estatico entre el plano y el
bloque es (¢, encontrar la condicion para que el

bloque resbale.

Solucion.
Consideremos que el bloque tiene masa m , la figura
a continuacion muestra su DCL.

N a
90_@}\ B=UN
_< ‘ S T
X

Para que el bloque no resbale debe tener la misma
aceleracion a .
Aplicando la segunda ley de Newton

ZFV =0 = Ncosa + uN sena —mg =0
y ZFH =ma = — N sena + uN cosa = ma
De estas ecuaciones
m

N = & y
cosa + ysena

mg
((cosa +u sena))

Finalmente
(zcosa —sena)

(~sena + pcosa )= ma

(COSO[ +u sena)
Este es el valor critico de @ para que no resbale; el

bloque resbalara para valores menores que el
indicado.

Ejemplo 25. En el siguiente sistema mecanico, se

aplica una fuerza F inclinada un angulo a sobre el
cuerpo de masa m, ubicado sobre la superficie
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horizontal con coeficiente de friccion . La polea por
donde cuelga otro bloque de masa M no tiene roce y
la cuerda se considera inextensible y de masa
despreciable. Calcular la aceleracion y la tension de
la cuerda.

Solucion.

Se hacen los DCL y se aplica la segunda ley de
Newton, suponiendo que el cuerpo de masa M
desciende y tira a m hacia la derecha, lo que define el
sentido de la aceleracion.

Param
Y
F
a/ T
--------- i
L mg

ZFV =0 => N+Fsena-mg=0

= N =mg - F sena )
y ZFH =ma
=T -Fcosa—F, =ma (2)
Para M

F

T

[24]

Mg

> F, =-Ma

=T —-Mg=-Ma 3)

Ademis: F', = uN

De la ecuacion (1):

F, = ,u(mg —Fsena) “4)

De (3) se despeja T

T =Mg—-Ma &)

Ahora 4) y (5) se reemplazan en (2), lo que permite
despejar la aceleracion
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Mg — Ma - F cosa —,u(mg —Fsena): ma

(M — 1m)g — F(cos o — usenar)
M +m

y la tension T
T=Mg-M (M _,Um)g—F(Cosa—ysena)
M+m

Ejemplo 26. Una viga de masa M esta situada en un
plano horizontal. Sobre la viga se encuentra un
cuerpo do masa m. El coeficiente de rozamiento entre
el cuerpo y la viga, asi como entre la viga y el plano

es M, . Analizar el movimiento para diferentes

valores do la fuerza F.

Solucion.
Si F <, (m + M)g , no hay movimiento.

Supongamos que £ > 11, (m +M )g . Analicemos

el caso de ausencia de deslizamiento del cuerpo por la
viga. Las ecuaciones del movimiento, en este caso,
tendrian la siguiente forma:

£y, =ma,
Ma=F-F, —F, =F-F, —u(m+M)g:
F,, < pmg
de donde
o F
(m+m) HE
mF
fn (m+M) Hmg = y,mg

que es posible, si

k(m+M)g<F<2k(m+M)g.

Si F'> 2 (m + M)g, entonces el cuerpo deslizara por
la barra. En este caso las ecuaciones del movimiento
tendran la siguiente forma:

ma, = p,mg.

Ma, =F —pu,mg —p, (M +m)g

de donde

F B (2m+M) ¢

M "t M

Que es facilmente verificar en el caso de a,, > a,,

a, =l g, ay =

Ejemplo 27. Una viga do masa M esta sobre un plano
horizontal liso, por el cual puede moverse sin
friccion. Sobre la viga hay un cuerpo do masa m. El
coeficiente de rozamiento entre el cuerpo y la viga es

M, . ;Con qué valor de la fuerza F’ que actiia sobre la

viga en direccion horizontal, el cuerpo comienza a
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deslizarse sobre la viga? ;Dentro do cuanto tiempo el
cuerpo caera de la viga? La longitud do la viga es £ .

I 3 1
Solucion.

lE s

CIMf?

-

Las ecuaciones del movimiento de la viga y del

cuerpo tienen la siguiente forma:

F, =ma,, (1)

F—-umg=Ma, (2

| o

Donde F fn ©S la fuerza do rozamiento, a,, y a,, son

las aceleraciones.

Supongamos que no hay deslizamiento, entonces
am=ay

De las ecuaciones del movimiento podemos
determinar la aceleracion y la fuerza de rozamiento.

) mF
La fuerza de rozamiento es F’ T TN
(m +M )
Para que no haya deslizamiento la fuerza de
rozamiento debe satisfacer la siguiente desigualdad:

F
F,, < pymg , es decir, TS M. g .

+M)
Si F'> 1y (M + m) g, entonces surge el deslizamiento.
Las ecuaciones (1) y (2) en este caso deben escribirse
en la siguiente forma:
ma, = p,mg, Ma, =F —umg
De estas ecuaciones obtenemos a,, y ay:

(F = pymg)

Un = M8 Gy =7

Es evidente que ay; > a,,.

. B B,
| I | | M
1 1
X, :Eamtz, X, —EaMt2
1
X, —x, =10 ZEaMt2 ——a,t’
o 20 20
a, —a, (F—,Ukmg)
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Ejemplo 28. En la figura, encontrar la aceleracion

del carro requerida para evitar que caiga el bloque B.

El coeficiente de rozamiento estatico entre el bloque
yelcarroes f, .

Solucion.

Si el bloque no cae, la fuerza de friccion, F; debe
balancear el peso del bloque:

Fr=mg.
Pero el movimiento horizontal del bloque esta dado
pory N =ma.
Luego,

Ffzg
a

N

g
= a=—">—
Ff/
N
Ff
Como el valor maximo de W es L, debemos

tener a = £ si el bloque no cae.

M

Ejemplo 29. Dos cuerpos, de las masas m; y m,, se
liberan de la posicion mostrada en la figura. Sila
masa de la mesa de superficie lisa (sin friccion) es
mj3, encuentre la reaccion del piso sobre la mesa
mientras los dos cuerpos estan en movimiento.
Asuma que la mesa permanence inmovil.

Solucién. La figura muestra los diagramas de cuerpo

libre de cada uno de los elementos.
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Cuerpo 1: szemcal@s = mlg _T = mla
Cuerpo 2: thorizontales =T = mza
szerticales = N3 _N2 _T_m3g = 0
ZFhoriznntalex = T _Ff3 = 0

Donde N; y Fy; (friccion) las componentes verticales
y horizontales de la fuerza ejercida por el piso sobre
la mesa.

(Asumimos que las patas de la izquierda y de la
derecha comparten la carga igualmente. Esto no
afecta nuestro analisis)

De las primeras dos ecuaciones,

Mesa:

mg
a=- 15
(ml +m2)
Luego, Fs :T:mza:m
1 2

Finalmente,

N, =T +m,g +m,g
| s m,
(ml +m2)

Ejemplo 30. Se tiene un bloque de 20 kg sobre un
plano inclinado que esta sujeto a una cuerda (ver
figura). Las superficies de contacto entre el bloque y
el plano inclinado son rugosas con coeficiente de
friccion cinética 4 = 0,5 y el de friccion estatica

1, =0,7.

a) Si la tension de la cuerda es de 150 N, determine la
magnitud y sentido de la fuerza de rozamiento.

b) Si por un accidente se corta la cuerda, determine
la aceleracion del bloque.

Solucioén.

a)
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T —mgsen30°-F, =0 =
F, =T -mgse30°=150-100 =50 N

en el sentido indicado en la figura (hacia abajo).

b)
i 20 g sen30®
F

Cuando se rompe la cuerda para iniciar el
movimiento debe vencerse a la maxima fuerza de
friccion estatica:

Fy =umgcos30°= 0,7[20gfj =173 N

Como 20g sen 30° =100 N
100 N < 173 N, el movimiento no se inicia , por lo
tanto la aceleracion del bloque es cero.

Ejemplo 31. Determinar la fuerza F aplicada al
bloque de masa M de la figura adjunta, para que los
bloques de masas m; y m; apoyados en M, no se
muevan respecto de M. Todas las superficies son
lisas, la polea y el cable tienen masa despreciable.

ny

M ity

Solucion.

Consideremos un sistema de referencia fijo en el
suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada

-

F.

De la primera ley de Newton aplicada al conjunto se

tiene:
— —

F:(M+m1+m2)a )

-
Siendo a la aceleracion del conjunto. Las masas m;
y m; estan en reposo sobre el bloque M, luego en la
referencia O su aceleracion es del conjunto. La fuerza
que ejerce el cable sobre m; y la que ejerce sobre m,
tiene el mismo moédulo 7.
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ml::— ”:1 - L
¥ F 11‘"
NI ™E 2 T

} 2
mya

La segunda ley de Newton para m; es
I'-ma=0, N, -mg=0
Deaqui = T =m,a )

La segunda ley de Newton para m, es

N,-mya=0, T-m,g=0

Deaqui = T =m,g 3)
De (2) y (3) se tiene
m,
= a=—g 4)
m,

Sustituyendo (4) en (1) se obtiene la fuerza aplicada a
M

F:&(M+ml +m2)g
m,

Ejemplo 32. Determinar la aceleracion minima con
que debe desplazarse el bloque de masa M en sentido
horizontal para que los bloques de masas m; y m; no
se muevan respecto de M, siendo u el coeficiente de
rozamiento entre los bloques. La polea y el cable
tienen masa despreciable.

n %)

M IR

Solucion.
Consideremos un sistema de referencia fijo en el

suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada
-
F.
De la segunda ley de Newton aplicada al conjunto se
tiene:
- -
F=(M+ml+m2)a (1)

-
Siendo a la aceleracion del conjunto.
Las masas m, y m, estan en reposo sobre el bloque M,
luego en la referencia O su aceleracion es del
conjunto.
La fuerza que ejerce el cable sobre m; y la que ejerce
sobre m, tiene el mismo modulo 7.
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M. A
12 M, |1 T
F=—r, —Ar
mME
} wy T
m
M-8
Fry ™2

La segunda ley de Newton para m; es

I'-ma-F;, =0, N -mg=0
Fyy = puN, = um g
=>T=ma+ umg )

La segunda ley de Newton para m, es
Ny-mya=o0, T+F,,—mg=0
Fpy = puN, = um,a
=T =m,g—pum,g 3)
De (2) y (3) se tiene =
ma+ pmg =m,g— um,g
q= (mz _/Uml)g

(ml +m2)

Sustituyendo (4) en (1) se obtiene la fuerza aplicada a
M

“)

F:E(M—i-m1 +m2)g
m,

Ejemplo 33. Un bloque de masa m se encuentra
sobre otro bloque de masa M que esta apoyado sobre
una superficie horizontal lisa. El coeficiente de
rozamiento entre los dos bloques es x. Al bloque M
se le aplica una fuerza horizontal dirigida hacia la
derecha que depende del tiempo segun la ley F =k t.
Determinar:

a) El instante 7 en que m empieza a deslizar sobre M.
b) La aceleracion de cada uno de los bloques.

mn

a1
M

o
Solucién.
Diagrama del cuerpo libre del conjunto
&6
—
f
mg‘
==l
M F(fj =kf
|
i
| hizg
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Diagrama del cuerpo libre masas separadas
(Il e

mg Nl ‘F'}

‘32—I- :N
il

M —
| Fio=ht

NQ‘E‘ ¥z

a) Consideremos un sistema de referencia fijo en el
-

suelo con el eje x paralelo a la fuerza aplicada F' .

Sea rel instante en que m empieza a deslizar sobre

M. Hasta dicho instante ¢ < 7, el conjunto se mueve
-

con una aceleracion comun a .

La segunda ley de Newton aplicada al conjunto en el

instante ¢ = res

kr:(M+m)a(r), N, —(M +m)g=0
= a(r):LT Q)
(M+m)

La segunda ley de Newton aplicada a la masa m en el
instante ¢ = res, ( la fuerza de rozamiento sobre m
tiene, en ese instante, su valor maximo Fy=umg)

F, =uN, =ma), N, =mg
= 4y = s =Hg (2)
m
(M+m)

De(1)y(2)queda = 7 = HS s

k

b) De (1) se tiene que la aceleracion del conjunto para
t<r7 es

Kk
(M+m)

Para t > 7. Las fuerzas que actuan sobre m son
constantes, luego la aceleracion de m es

= Cll(t) = a(t) = t

4 =dq) = H8
La segunda ley de Newton aplicada a la masa M es
kt —F, =kt — uN, = Ma,,), como N, = mg
= kt — umg = Ma,,y y
Gy = =g+ L
M M s

Grafica de las aceleraciones en funcion del tiempo
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dary

Ay Ay =t

9] - T f

Ejemplo 34. Dos bloques A y B de masas m, y mp
estan unidos mediante un cable que pasa a través de
una polea tal como se muestra en la figura adjunta. El
coeficiente de rozamiento entre el bloque 4 y el plano
inclinado es g Determinar el sentido del movimiento
cuando se dejan en libertad a partir del reposo. El
cable es inextensible y las masas del cable y la polea
despreciables.

(A 5]

5

Solucion.

Supongamos que el bloque A sube sobre el plano
inclinado. Sea T la fuerza que ejercen los extremos
del cable sobre los bloques dirigida, en ambos
bloques, tal como se indica.

ar
My T
N )
A )L
5'\\
Mg E M E

El movimiento de B es hacia abajo, luego
=>myg>T

El movimiento de 4 es hacia arriba, luego

= T >m, gsen@ + um, cos

El movimiento de los bloques es el indicado si
= myg >m, gsenb + um , cosl

m
= —2 >senf+ ucosb
m,

Supongamos que el bloque A desciende sobre el
plano inclinado.
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El movimiento de B es hacia arriba, luego

= myg<T

El movimiento de A4 es hacia abajo, luego
=T+ um, cos@ <m, gsenld

El movimiento de los bloques es el indicado si
=>myg <m,gsend — um , cosl

m
= —2 <senf— pcosd
m,

Los bloques no se mueven si

m
= sen@ — pucos@ < —2 <sen@+ pcosd

m,
Ejemplo 35. Dos bloques A y B de masas m , =10

kgy my =7 kg, estan unidos mediante un cable que
pasa a través de las poleas tal como se muestra en la
figura adjunta. El coeficiente de rozamiento entre el
bloque A y el plano inclinado es 4 =0,10y 6 =
30°. El cable es inextensible y las masas del cable y
las poleas son despreciables. Determinar:

a) Las aceleraciones de los bloques;

b) La tension del cable.

Solucioén.

Supongamos que el movimiento de A es hacia abajo,
luego:

T+ um , gcos@ <m, gsend

= T <m,gsenf — um g cos@

El movimiento de B es hacia arriba, luego:
myg <2T

De ambas expresiones queda

1
EmBg <m gsenl — um ,gcosf

%(7) < (10)5en30°-0,10(10)cos 30°
Con los valores = 3,5 <4,13

Desigualdad que se cumple, luego el movimiento es
el previsto.
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a) Consideremos un sistema de referencia con el eje x

horizontal. Las posiciones de los bloques estan
relacionadas por la condicion de ligadura

s, +2y, =constante,
Luego sus aceleraciones cumplen

1
a,+2a, =0 = a, :_EaA =a (1)
Fuerzas sobre los bloques
La segunda ley de Newton aplicada al bloque A es
m,a, =m,gsend—T — uN ,,
N,-m,gcosd =0
De estas dos obtenemos:
T = mAg(senH— ,ucos6’)— ma, (2)
La segunda ley de Newton aplicada al bloque B es
2T —myg =myay,

1
= TZEmB(aB+g) 3)

Igualando las ecuaciones (2) y (3),

my(a, +g)=2m g(send — ucos@)—2m ,a,
Teniendo en cuenta la ecuacion (1) y los valores:
7(a+9,8)=2(10)9,8)(0,5-0,1x0,87)—20(2a)
Resolviendo:

a=0,26 m/s*

Las aceleraciones de los bloques son :

a,=0,26 m/s” para arriba.

a, =0,52 m/s’ para abajo.
b) La magnitud de la tension del cable es el valor de

la fuerza que el cable ejerce sobre los bloques. De la
ecuacion (3) se tiene

T= %(7)(0,26 +9,8) =352N

Ejemplo 36. Dos bloques A 'y B de masas m1, y

my estan unidos mediante un cable que pasa a

través de las poleas tal como se muestra en la figura
adjunta. El coeficiente de rozamiento entre el bloque
Ay el plano inclinado es ¢ . El cable es inextensible

y las masas del cable y la polea son despreciables.
Estudiar el sentido del movimiento de los bloques.

Solucioén.

Hugo Medina Guzman

Supongamos que el bloque A asciende por el plano
inclinado. Consideremos un sistema de referencia con
el eje x horizontal.

Las posiciones, por una parte, del bloque A y de la
polea movil, estan relacionadas por las condiciones
de ligadura

s, +h—y, =constante

Las posiciones de la polea y el bloque B, estan
relacionadas por las condiciones de ligadura
2y, =y, = constante

De estas dos ecuaciones obtenemos:
2s,+2h -y, = constante

Las componentes de las aceleraciones de los bloques
satisfacen la condicion

(M

"y

Sean T, y T, las fuerzas que los cables ejercen

sobre los respectivos bloques. Fuerzas sobre los
bloques y sobre la polea movil.

Como la polea superior tiene masa despreciable solo
cambia el sentido de la fuerza.

La masa de la polea mévil es cero, luego

La tension en ambos lados son iguales (T A ) y

T, =2T, 2)

De la segunda ley de Newton aplicada al bloque A se
tiene:

T,—m,gsend—uN, =m,a,
N,-m,gcosf=0

De estas ecuaciones obtenemos:

T, = mAg(sen0+ ycos@)+ ma, (3)

De la segunda ley de Newton aplicada al bloque B se

tiene
mpg—Ty =myay
= TB:mB(g_aB) )

De las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) obtenemos:
m,g(sen@+ ucos@)+m a, =2m,(g—2a,)
_ 2myg —mAg(sen<9+,ucost9)

A
m, +4m,

24
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El movimiento es el indicado, si se cumple:

Mg

> (sené’ + pLcos 6’)
4
El movimiento es de sentido opuesto, si se cumple:

my

<(sen@— p1cos @)

A
El signo menos es porque en este caso el peso de la
masa A es el que mueve al sistema y la fuerza de
rozamiento esta en sentido contrario a éste.

Ejemplo 37. A los extremos de un hilo que pasa a
través de una polea fija al techo de la cabina de un

ascensor se atan los cuerpos de masa m, y m,

(m1 <m, ) La cabina comienza a subir con una

aceleracion constante g / 2. Despreciando la masa de
la polea y la del hilo, asi como el rozamiento,
calcular:

a) La aceleracién de m, y m, respecto de la cabina

y con relacion al foso del ascensor.
b) La fuerza con la cual la polea actua sobre el techo
de la cabina.

Solucién.

a) El ascensor constituye una referencia no inercial en
traslacién que se mueve con una aceleracion
constante en sentido ascendente respecto de una
referencia fija.

Seleccionemos una referencia con origen O' en un
punto del ascensor. La aceleracion del origen

O’ respecto de la referencia fija O es la aceleracion

del ascensor % g; .Sean a', ] la aceleracion de m,

y @', ] laaceleracién de m, en la referencia O’.
‘IT

T T as

]
A1 [] mghle
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Las fuerzas exteriores que actiian sobre la 71, son la
tension del cable 7' y el peso m,g ,y sobre 1, son

la tension del cable T' y el peso m, g .

De la ecuacion fundamental de la dinamica en la
referencia no inercial se tiene

) g
mlalzT_mlg_mIE

3
:mla'lzT_Emlg (1)

ma'y = T—ng—m2§

=>ma',= T_%ng 2

De la condicion de ligadura para los bloques se tiene
a\+a',=0 = a'\=-a',=a" ()
De las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene

3
ma'= T—Emlg y mla':—T+Em2g
Sumando estas ecuaciones:

, 3
(mz +m, )a = E(mz —-m )g

Despejando a'

— 3 (mz _ml)
2 (mz + ml)
Finalmente:
- -

a'lza'jy avzz_a|j
En la referencia fija, las aceleraciones de m, y de

m., se obtienen de sumar a las anteriores la
aceleracion del ascensor

2 _

al=§+a|:((n2”2+n’:11))gy

2 1

_g__(om—m,)
a2_2 ¢ (m2+m1)g
b)
ra
T T

La fuerza que la polea ejerce sobre el techo de la
cabina es

F-2T=0 = F=2T
De la ecuacion (1) y (3) se tiene
3mm,

T:m(mi j:—
1| 41 2g (m2+ml)g

25
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Luego
6m,m,

F=2T=
(mz + ml)
Ejemplo 38. Un nifio de masa m = 45 kg se pesa en
una bascula de resorte situada sobre una plataforma
especial que se desplaza por un plano inclinado de
angulo 8= 30° como muestra la figura (no hay
rozamiento entre la plataforma y el plano inclinado).
(Cual sera la lectura de la bascula en estas
condiciones?

Solucién.

Sea M la masa del conjunto nifio - cufia., y a la
aceleracion con la que desliza hacia abajo el
conjunto.

ez sen 307
Mg cos 30°
Aplicando la segunda ley de Newton al conjunto nifio
- cufia.
ZF// =Ma = Mgsen30°=Ma =
a = gsen30°= %

La aceleracion del conjunto es a = 5 g

Solucion en una referencia inercial.

Sobre el nifio actian: su peso mg y la reaccion Fren
el apoyo. La indicacion de la bascula el valor de la
normal.

o
v #g i 1]
L, T
W E
X N'ﬂ—ﬁ'f

Aplicando la segunda ley de Newton al DCL del
nifio.
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D> F, =F, —macos30°=0 (1)
sz =N —mg+masen30°=0 (2)

3

de ()= F, =455 2| =191
' 2( 2

de 2) =

N:mg—masen30°:45(g—§]

=33,45 Kg.
Siendo N la cantidad que marca la bascula.

Solucion en una referencia no inercial .
Seleccionemos una referencia con origen O' (x’,y’) en
un punto de la plataforma. El nifio esta en reposo
sobre la plataforma.

FH E
e
3 g i
wt %

x' Ni-—@

N

Aplicando la segunda ley de Newton al DCL del
nifio.

ZFX =F, =macos30° (1)

ZFy =N —mg = —-masen30° (2)

A

de ()= F, = 45§(2J =191N

de 2) =
N =mg —masen30°= 45(g — %)

=33,45kg
Siendo N la cantidad que marca la bascula.

Ejemplo 39. Un ascensor de masa total 3M es
levantado bajo la accion de una fuerza F. El piso del
ascensor esta inclinado un angulo €, con respecto a
la horizontal. Ademas, un bloque de masa M se apoya
sobre el centro del piso rugoso del ascensor (con
coeficiente de friccion estatica f¢).

a) Hallar la aceleracion del ascensor.

b) Haga el diagrama de cuerpo libre de la masa M.
¢) (Cual es el valor méximo de F para que el bloque
dentro del ascensor no resbale respecto del piso del
ascensor?

d) Si el ascensor pierde contacto con la fuerza F'y
empieza a caer libremente, calcule el valor de la
fuerza normal entre el bloque y el piso del ascensor, y
la fuerza de friccion sobre el bloque.

Solucion.

a) Para hallar la aceleracion del ascensor.
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1l

-
.
F—3Mg —Mg =(3M + M )a

F-4Mg F
a: g:

4M 4M
b) Diagrama de cuerpo libre de la masa M.

fa

Ff =

[
Mg

¢) Para que el bloque dentro del ascensor no resbale
respecto del piso del ascensor se debe cumplir

M(g+a)end < uM (g +a)cos @
= u=>tané.

iy

Como a depende de F, y a esta en miembros de la
igualdad, el que el bloque resbale dentro del ascensor
solamente depende del coeficiente de friccion.

d) Si el ascensor pierde contacto con la fuerza F'y
empieza a caer libremente,

N =0, por lo tanto F; =0

DINAMICA DEL MOVIMIENTO CIRCULAR
La primera ley de Newton dice que un objeto
permanecera en movimiento uniforme en linea recta
con velocidad constante o en reposo si no actua una
tuerza sobre ¢l. Entonces cuando un objeto se mueve
en trayectoria circular, debe haber una fuerza sobre él
cambiandole la trayectoria recta. Esta fuerza puede
ser proporcionada por la tension en una cuerda, para
un objeto que se hace girar en una circunferencia
horizontal al extremo de una cuerda; por la fuerza de
la gravedad para un satélite orbitando la tierra.

Los objetos en movimiento circular no estan en
equilibrio, debe haber una fuerza resultante, de otro
modo s6lo habria un movimiento en linea recta.

FUERZA CENTRIPETA.
Una particula que se mueve sobre una trayectoria
circular de radio R con rapidez constante, se
encuentra sometida a una aceleracion radial de
magnitud v*/R. Por la segunda ley de Newton, sobre
la particula actia una fuerza en la direccion de hacia
el centro de la circunferencia, cuya magnitud es:

2

1%
F.=ma,=m—
R
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Por ser proporcional a la aceleracion centripeta, la
fuerza F'. se llama fuerza centripeta. Su efecto es

c
cambiar la direccion de la velocidad de un cuerpo. Se
puede sentir esta fuerza cuando se hace girar a un
objeto atado a una cuerda, ya que se nota el tiron del
objeto. Las fuerzas centripetas no son diferentes de
otras fuerzas ya conocidas, su nombre se debe a que
apunta hacia el centro de una trayectoria
circunferencial. Cualquiera de las fuerzas ya conocida
pueden actuar como fuerza centripeta si producen el
efecto correspondiente, como ser la tension de una
cuerda, una fuerza de roce, alguna componente de la
normal, la fuerza gravitacional en el caso de
movimientos de planetas y satélites, etc.

Ejemplo 40. Un cuerpo de masa m, sujeto al extremo
de una cuerda de longitud L, que describe una
trayectoria circular en el plano horizontal, genera una
superficie conica, por lo que se llama péndulo conico.
Determinar la rapidez y el periodo de revolucion de la
masa.

Solucion.

La particula estd sometida a una aceleracion
centripeta, y la fuerza centripeta correspondiente esta
dada por la componente de la tension de la cuerda en
direccion radial hacia el centro de la circunferencia.
ElD. C. L. de la masa m.

I-};JI.

g

L ]
Aplicando la segunda ley de Newton:
2.5, =0

= T cosa—mg =0

= Tcosa = mg (1)
y ZFX =ma
V2
= Tsena=ma=m— (2)
r

Dividiendo (2) entre (1):
V2 P

tano =— = v° =rgtana
rg
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De la geometria de la figura, ¥ = Lsena,
reemplazando se obtiene la rapidez de m:

v = (Lsena)g tan

= v=,Lgtanasena

Para calcular el periodo 7, esto es el tiempo que
demora en dar una vuelta.

Se sabe que

Ax = vAt , con Ax = 27r , entonces:

Af = 2 _ 27 sena

v Lgtanasena

P Lcoso
V g
L
= T =27 |22
g

Ejemplo 41. Una bola de masa m, atada al extremo
de una cuerda se hace ir en un plano horizontal
formando una circunferencia de radio R. Si tiene una
velocidad angular @, ;cuél es la tension en la
cuerda?

PN

ra

i IR

[ )

Y

", ,"J
\._\_\_\__'__'_{

Solucion.
La figura muestra el D.C.L.

f\/ﬁ

/T ey
T
/T
Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m .
Y. F,=ma, = -T =-mRo’
ZE =ma, = 0=mRa

La tension en la cuerda es T = mR@” . La fuerza
tangencial es cero y la aceleracion tangencial &
también es cero, ya que la velocidad angular es
constante.

Ejemplo 42. Resolver el problema anterior pero en
el caso que el giro sea en el plano vertical.
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Aplicando la segunda ley de Newton.

D F,=ma, = —T —mgsend = —mRe’
ZF, =ma, = —mgcost =mRa

La tension en la cuerda es

T =mRw* — mgsené

La fuerza tangencial es —mg cos @ y la aceleracion
angular es

o= —gcosé’
R

2

Como o = , obtenemos la ecuacion

diferencial:
2

0 =& cos0

dt R
cuya solucion esta fuera del alcance de este curso.
Pero podriamos encontrar la tension y fuerza
tangencial para posiciones determinadas, es decir
para valores dados de 6.

T = mRw*
Para 8 =0° m a)’
F, =-mg
T =mRw* -
Para0=90°{ e mg’
T = mRw*
Para & =180° " a)’
F, =mg

_ 2
Para 0 = 270°{T = mRew"+mg.

t

_ 2
Para 8 =360° {T =mRa

F =-mg

t
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an*
- g ﬁ g h
.
. Tyrmg 5
! !
. T Tl
180° ?_. * 3607
Mg m
h. £ £
. T -
- - et
mg
e

Ejemplo 43. Un pequefio bloque de masa m se
desliza sobre una superficie lisa circular de radio R
como se muestra en la figura. (La pista esta sobre un
plano vertical y g = aceleracion de la gravedad)

a) Trace el diagrama de cuerpo libre del bloque
cuando se encuentra en "A" y muestre (dibujando los
vectores) la direccion de la fuerza resultante y su
aceleracion.

b) Cuando esta en "A", ;su rapidez aumenta o
disminuye? (Justifique)

¢) Si en "B" su velocidad es nula, ;cual es la

trayectoria que seguira la masa m?
d) Si en "B" su velocidad es ~/gR , ;qué trayectoria

seguira la masa m?

E

Solucion.

a) Trace el diagrama de cuerpo libre del bloque
cuando se encuentra en "A" y muestre (dibujando los
vectores) la direccion de la fuerza resultante y su
aceleracion.
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b) Cuando el bloque esta en A se dirige a B, su
velocidad es en el sentido antihorario y su aceleracion
en el sentido horario. Luego su rapidez disminuye.
¢) Si en "B" su velocidad es nula, ;cual es la
trayectoria que seguira la masa m?

E

7 e
acl #

mg
V2 V2

N+mg=ma =m— = N=—-mg+m—
g c R g R

Siv =0, el valor de N es negativo, lo que no permite
al bloque sostenerse sobre la circunferencia, por
consiguiente el bloque caera verticalmente.

d) Si en "B" su velocidad es ~/gR , ;qué trayectoria
seguira la masa m?
v? gR
N=-mg+m— = N=-mg+m=-=0,
R R
el bloque tiene suficiente velocidad para seguir en la
trayectoria circular.

Ejemplo 44. Un avién describe un rizo (un camino

circular en un plano vertical) de 150 m de radio. La

cabeza del piloto siempre apunta al centro del rizo. La

rapidez del avidon no es constante; es minima en el

cenit del rizo y maxima en el nadir.

a) En el cenit el piloto experimenta ingravidez. ;Qué

rapidez tiene el avion en ese punto?

b) En el nadir, la rapidez del avion es de 280 km/h.

(Qué peso aparente tiene el piloto aqui? Su peso real

es de 700 N.

Solucion.

a) Si el piloto siente ingravidez, esta en caida libre, y
2

\%
angE,luego

v=1/Rg =./(150)(9,80) = 38,3m/s, o
138 km/h .

b) El peso aparente es la suma de la fuerza neta hacia
adentro (arriba) y el peso del piloto, o
2

P=P+ma=P+m%—

Aqui:
P=T700N
P 700
m=—=——=7143kg
g 98
v=280 km/h = 77,6 m/s
R=150m
Luego:

2
P'=700+ 71,43[ 7172 ] =3579N
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Ejemplo 45. Una particula de masa m que esta unida

al extremo de un cable de longitud £, cuyo otro
extremo esta fijo, se mueve en un plano vertical, a
partir de un punto A tal que el cable forma con la

vertical un angulo 6, , iniciando el movimiento con
velocidad cero. Determinar:

a) La velocidad de v de la esfera en funcién de 6.
b) La tension del cable en funcién de €.

¢) La aceleracion @ en funcién de 6.

Solucion.
En la referencia de origen O, la esfera recorre una

circunferencia de radio £ con velocidad variable v(?).

Las componentes intrinsecas la aceleracion son:
2
dv v

a

; = — . a}’l =
dt 1

Sobre la masa m actiian la tensién del cable 1" y su

peso mg .

De la segunda ley de Newton en componentes 71 y ¢

se tiene:

ZE =ma, = mgsend =ma,

ZFn =ma, = T —mgcos@ =ma,

a) Para la componente tangencial se tiene:
dv

mgsend = m—
dt

ds dv
= —— = gsend
dt ds

= vdv = gsenf ds = gsenf (d O

Integrando y teniendo en cuenta las condiciones
iniciales queda

v =2g/(cos g, —cosh)
V= \/2g£(cos 6, —cos6)

b) Para la componente normal:
2

T —mgcosf= mv? =2mg(cos 8, — cos 6)

La tension del cable es
T = mg(2cos 8, —3cos6)

¢) De las ecuaciones anteriores se tiene la
aceleracion:
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- A
a=at+a,n
a, = gsend,
T —mgcos = ma, = 2mg(cos 6, —cosb)
= a, =2g(cos, —cosb)
Ejemplo 46. Una particula de masa m se encuentra en
el polo de una semiesfera de radio R, la cual esta
apoyada sobre una superficie horizontal. Desplazada
ligeramente de su posicion de equilibrio, la particula
desliza sobre la superficie, la cual se supone lisa.
Determinar:
a) La velocidad v de la particula en funcion del
angulo @ que forma su radio posicion con el radio
inicial.
b) El valor de la normal N en funcion de 6.
¢) El valor de 6, en el instante en que la particula se
despega de la superficie.
Solucion.

A

N! N 3

-
&

mg

En la referencia de origen O, la particula m tiene un
movimiento circular no uniforme de radio R. Las
componentes de la aceleracion son:

dv v
t:_’an__
dt R

Sobre la masa m actian el peso mg y la reaccion en

a

el apoyo N.
Aplicando la segunda ley de Newton:

ZF, =ma, = mgsend = ma,
an =ma, = N —mgcosf =—-ma,

a) De la componente tangencial se tiene:

dv ds dv

mgsend = m— = —— = gsend
dt dt ds

= vdv = gsen@ds = Rgsend dO

Integrando y teniendo en cuenta las condiciones
iniciales queda

v? =2Rg(1—cos )
Finalmente:
V= 1/ZRgil —cosd)
b) De la componente normal se tiene:
N =mgcos@ —ma, =
2

mgcosd — m%:mg cosd — 2mg(l —cos 9)

Lanormal es N = mg(3 cosd — 2)

¢) La masa m deja de estar en contacto con la
superficie cuando N = 0
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N =mg(3cos@—2)=0
= cosH=§ = 6 =48,19°

Ejemplo 47. En un parque de diversiones hay un
cilindro grande vertical, de radio R que rota alrededor
de su eje, con velocidad angular constante @ .
Explicar cdmo es posible que las personas que estan
dentro, al retirarseles el piso permanezcan “pegadas”
a la pared interior del cilindro.

Solucioén.

La figura muestra el D.C.L del hombre.

—

el o= (,92 R ..._J\"

{ .-_?\-'I
I{"

Aplicando La segunda ley de Newton:
Como el hombre no cae, radialmente esta en reposo
(R = constante)

ZF, =ma, = —N=-mo’R
D F.=0= mg—uN=0
De estas ecuaciones: mg — ,uma)zR

y o= | &

LR

Esto quiere decir que para que suceda el efecto de
suspension de las personas, la velocidad angular @
tiene que tener un valor relacionado con el radio R y
el coeficiente de friccion 4 .

Ejemplo 48. En la tornamesa mostrada en la figura el
bloque de masa 71, descansa sobre el bloque de masa
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m, . Los bloques estan a la distancia R del eje de
rotacion. El coeficiente de rozamiento estatico entre
las masas y entre 71, y la tornamesa es 1

Considerando el rozamiento y la masa de la polea
despreciables, encontrar la velocidad angular de la
tornamesa para la cual los bloques justamente
comienzan a resbalar.

[
—

Solucién.
En este problema todo depende de tomar
correctamente la direccion de la fuerza de friccion

entre m, y m,. Consideremos m, > m,, por lo
tanto 71, tenderd a moverse hacia afuera, jalando a

m, hacia adentro. La fuerza de friccion actuard en

oposicion a su movimiento relativo.
La figura muestra los D.C.L. de los componentes del

sistema.
_F

s
r

T

/by |_Tf|_.
(Eacy

)

Fyg 1L,
#ag ¥V
Aplicando la segunda Ley de Newton

ze =ma_, ZFr =ma, y ZE =ma,

Alamasa m, :

N -mg=0,-T+F, =-mw°R, F, =0
Alamasa m,:

N,—-N, -m,g=0,

~T-F -F,=-mo’R, F, =0

De las ecuaciones obtenemos:

Ny=m;, N, =(m1 +m2)g

Fy < umg, F, S/U(ml +m2)g

y 2F + F, =(m, —m, )o’R
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Corno @ puede incrementarse hasta que £} y F,
alcancen sus valores maximos

2um g + ,U(ml +m, )g = (mz

Finalmente

—m, )0 R

o= H1\3m, +m,
R(mz_ml)

Ejemplo 49. ;Coémo afectara la rotacion de la tierra
al peso aparente de un cuerpo en el ecuador?
Solucion.

La figura muestra la situacion de un cuerpo situado

en la linea ecuatorial

Polg
MNorte

i, = —CEJ R
-I—.—I-
mg N

Aplicando la segunda ley de Newton

ZFZ =ma, = F,=0

ZE, =ma, = N —mg =-ma’R

Y F,=ma,=F, =0

El peso de la masa es representado por la reaccion N
N =mg —ma’R

Para tener una idea de cuanto afecta la rotacion de la
tierra es necesario hacer el calculo numérico para esta
consideracion:

El radio de la tierra en el ecuador: R = 6,378 x 10°m
La velocidad angular de la tierra

2 rad ~707% 1Osrad
24><3600 S S

La aceleracion de la gravedad en el

Ecuador: g = 9,780490 m/s
2

R x100 = 0,34%
g

Porcentaje =

CURVAS EN LAS PISTAS.

Para un cuerpo como un vehiculo o un vagoén de tren
que se mueven describiendo una trayectoria curva de
radio r, sobre el vehiculo debe actuar una fuerza
centripeta para evitar que continie moviéndose en
linea recta y se salga de la pista; esta es la fuerza para
hacer que el vehiculo gire por la pista curva.

La fuerza centripeta necesaria la da el roce de las
llantas o las pestafias de las ruedas del tren.
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Curvas sin peraltar
En estos casos la fuerza de rozamiento es la que nos
proporciona toda la componente normal que servira
para tomar la curva. Siempre que tengamos que ésta
es mayor que la aceleracion normal el automoévil serd
capaz de tomar la curva, es decir, el caso limite se
alcanza cuando

2

v
F =ma, =m—
R

Ejemplo 50. ;Cuél es la velocidad a que puede ir un
automovil por una curva sin peralte, de radio R, sin
derrapar?, el coeficiente de rozamiento entre las
ruedas y el suelo vale g

Solucion.

ZFh =ma, ZFV =0a,=—

2

v
F, =uN=ﬂmg=mE = v=-/ugR

Ejemplo 51. El ciclista tiene que inclinarse al
desplazarse por una pista circular (o para pasar por
una curva), Encontrar la relacion de la velocidad con
el radio de curvatura, el angulo de inclinaciony 1

coeficiente de friccion.

Solucién.

La figura muestra el D.C.L.

32
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|6,| 7
ha:%z
N —
|

I
| N
LN | k

— }/')
mg
J\T I

Aplicando la segunda ley de Newton:
Y F.=ma, = N-mg=0

2
ZFr =ma, = uN = m%

De las ecuaciones obtenemos
W2
N=mgy umg = m

Finalmente v = \/ uigR
Del D.C.L. también obtenemos:

,uN
tan@d ="— =
an N y7;

Esto quiere decir que si el motociclista al realizar una
curva no se reclina y el piso no es lo suficientemente
aspero (friccion), éste caera.

Curvas peraltadas sin rozamiento

Para no tener que confiar en el roce o reducir el
desgaste de los rieles y pestafias, la carretera o la via
pueden inclinarse, como en la figura. En este caso la
componente de la normal dirigida hacia el centro de
curvatura proporciona la fuerza necesaria para
mantener al movil en la pista. A la inclinacion de la

pista o via se le llama angulo de peralte, 6.

En estos casos se toma la proyeccion de la normal
sobre la horizontal como causante de la fuerza
centripeta. Este caso se tiene, que:

%
m-— V2
tang=—R -V
mg  Rg

Siendo @, la inclinacion de la carretera.
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Ejemplo 52. ;Cual es la velocidad a que puede ir un
automovil por una curva con peralte, de radio R, sin
derrapar, el peralte es de & grados?

Solucion.

2
ZF// =ma,cosl = mgsenﬁzm%

= v=./gRtan@

Curvas peraltadas con rozamiento
Este es un caso bastante mas complejo de analizar.

Ejemplo 53. ;Cuél es la velocidad a la que puede ir
un automovil por una curva con peralte, de radio R,
para que no se deslice hacia el exterior, el coeficiente
de rozamiento entre las ruedas y el suelo vale ., el
peralte es de 6 grados?

Solucion.

ey
;. mg sen &

o5

F,=uN, a, =
ZF// = ma, cos

v
R
0

2
= mgsenf + uN = m%cos@

2

Z:Fl =0 = N—mgcos¢9=mv—sen0
R

2
= N =mgcosb+ m%sen&

2 2
mgsend + ;{mg cos@+m %sen&] =m % cosd

2 2

mgsend + umg cos 6 + ym%senﬁ = m%cos&

2

mg(sen@ + pcos @) =m % (cos @ — usend)

send + ucos@
v=_|gR
(cos8 — usend)
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= v:\/gR

Ejemplo 54. ;Cual es la velocidad a laque puede ir
un automovil por una curva con peralte, de radio R,
para que no se deslice hacia el interior, el coeficiente
de rozamiento entre las ruedas y el suelo vale z., el
peralte es de @ grados?

Solucion.

(tan 0+ 1)

) Para que no se vaya

(1- putan@

I R

@asen 8

2
v
F. = , a4 =—

f /’lN c R
ZF// =ma, cosld =

2

mgsent — uN = m%cos@

2

Z:Fl =0 = N—mgcos&’:mv—seHQ
R

2
= N= mgcos(9+m%sen(9

2 2
mgsené — ,u(mg cosd+ m;sené’] = m%cos 0

2 2

mgsend — umg cos 0 — ,um%sen@ = m%cos o

2

mg(sen@ — J4COS 49) =m? (cos0 + ysen@)

R

send — ucosé
o )
)

(cos@ + usend

R (tan 6 — 1)
(1+,utan0)

Para que no se caiga

La velocidad debe de estar entre esos valores para
permanecer en la carretera.

gRi(tanﬁ i ,u) >v> |gR
(1- utan @)
MOVIMIENTO EN MARCOS DE
REFERENCIA NO INERCIALES
Hasta este momento nuestro estudio de mecanica
clasica lo hemos realizado en sistemas de referencia
que estan en reposo o con movimiento con velocidad

constante con respecto a un sistema considerado en
reposo. A este conjunto de marcos de referencia se le

(tan& — 1)
(1+ utan6)
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conoce como MARCOS DE REFERENCIA
INERCIALES.

En los problemas trabajados hasta esta parte el primer
paso era dibujar un sistema de coordenadas. Elegimos
un sistema fijo a tierra, pero no pusimos atencion al
hecho que la tierra no es un marco inercial debido a
que la tierra al viajar en su orbita casi circular
alrededor del sol experimenta una aceleracion
centripeta hacia el centro de la tierra. Sin embargo,
estas aceleraciones son pequeias comparadas con la
aceleracion de la gravedad y a menudo se pueden
despreciar. En la mayoria de los casos se supondra
que la tierra es un marco inercial.

Ahora veremos cémo cambian los resultados cuando
se trabaja en un MARCO DE REFERENCIA NO
INERCIAL, que es el nombre que se da a un marco
de referencia acelerado.

MARCO CON MOVIMIENTO DE
TRASLACION NO UNIFORME.
Consideremos los sistemas S y S’ tal corno se
muestra en la Figura siguiente. El sistema S es

inercial y el sistema S’ se mueve con respecto a S con
-

aceleracion constante 4 = Ai , tal que
1
D=—At.
2
by ¥ P
7
e
0 o il C —
=zt x x!

S D=t
brd z'

De la figura obtenemos que la posicion de la particula
Pes:

1
x:x'+§At2, y=y,z==2

- - 1 )
r=r'+—Ati

Derivando con respecto al tiempo encontramos
— 1 I | I |
v, =vi.t+dt, v, =V v =V,

z
- > n
v =Vv'+ At
Derivando nuevamente encontramos
a,=a' . +4,a,=d,, a, =da,
- o n > o o
a=a+A4i oa=a+ A
Si la particula P tiene una masa m y aplicarnos la
segunda ley de Newton del movimiento en el sistema
inercial S obtenemos
- -
F=ma
Donde P es la suma de todas las fuerzas de
interaccion que actian sobre las particulas.
Para relacionar con el sistema no inercial S’
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F:m(a'+AfJ oma =F-mA

Aqui vemos que para que el observador segun S’

pueda aplicar la segunda ley de Newton debemos
-

introducir una fuerza extra F, a la llamaremos

fuerza de arrastre y debemos incluirla en los
diagramas de fuerzas:

- -

F,=-mA
- - >

ma'=F+F,

De este modo, en el sistema S’:
-
Donde F"' es la suma de las fuerzas reales mas la de
arrastre
- -

BN
F'=F+F,

5
Recalquemos el caracter ficticio de /7, . Para aplicar

una fuerza real sobre un cuerpo debemos ponerlo en

interaccion con otro, de manera que, segun la tercera
-

ley de Newton, si A ejerce una fuerza sobre B, £, ,

5
a su vez B ejercerd una fuerza sobre A, Fjy, , tal que
- -

Fp==Fg,.

Ahora, ;es la reaccion de la fuerza de arrastre?, ;cual
es el otro cuerpo que esta ejerciendo la fuerza ?. No
existe tal cuerpo, la fuerza no tiene reaccion, es una
fuerza ficticia que agrega un observador ubicado en
un sistema acelerado (respecto a uno inercial) para
justificar los fenomenos que observa.

Ejemplo 55. La fuerza para estirar o comprimir un
resorte es proporcional a su deformacion lineal,

F =—kA/l, donde k es la constante del resorte y el
signo menos significa que la fuerza es en oposicion a
la deformacion. Si sobre una mesa sin friccion que se
encuentra en un vagon se coloca una masa. m sujeta
a un resorte de constante ky largo £, como se
muestra en la figura. El tren arranca con una
aceleracion 4 que se mantiene constante en la
direccion x. Calcular la deformacion del resorte desde
el punto de vista del observador en tierra y desde el
punto de vista del observador en el vagon.

o

v y

i
) [ S

Solucién.
Observador en tierra:
La figura muestra el D. C. L. de la masa m.
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4
—l

_F_Fzmmﬁ'ﬁ'

El observador ve que el resorte se estira Al . La
fuerza es

F=kAl

Aplicando la segunda ley de Newton:

ZFX =ma, = kAl =mA

= M:m—A
F

Observador en el vagon:

La figura a continuacion muestra el D.C.L. de la masa
m que no se mueve para el observador en el vagon.
Como es sistema no inercial tenemos que aplicar la

fuerza ficticia — mA.

mA F=kA(

-—

|

Aplicando la segunda ley de Newton
DY F.=0 = —mAd=kAl

— A=
F

Ejemplo 56. Analizar el caso de masa m colgada
mediante un hilo del techo de un vagén, que se
mueve con una aceleracion 4.

a) Desde el punto de vista de un observador en tierra
(S).

b) para un observador dentro del vagon (S’).

|
2|
m .
Solucién.

a) Para un observador en S:
El1D.C.L. de la masa m

o

v ¥

i
—

|
e/ T
A !
L —
mng

Aplicando la segunda ley de Newton:
ZFX =ma_ = Tsend =mA (1)

Y F,=0 = Tcosf—-mg=0

= Tcosf =mg )
Dividiendo (1) : (2)
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tan @ = 4

g
b) Para un observador en S’
El D.C.L..de la masa m

L6
|

mA

mg

Aplicando la segunda ley de Newton
ZFX, =0 = Tsenf—-mA=0
= Tsenf@=mA=0 (1)

ZFy, =0 = Tcosf@-mg=0

= Tcosf=mg )
Dividiendo (1) : (2) obtenemos:

tand = 4

g
Ejemplo 57. Desde el techo de un carrito de juguete
cuelga una masa m unida al cielorraso mediante una
cuerda ideal. El carrito se encuentra en el piso de un
ascensor que sube con aceleracion g/2. A su vez el
carrito tiene una aceleracion horizontal de magnitud g
respecto al ascensor. Encuentre el angulo que forma
la cuerda con la vertical, resuelva para un observador
situado dentro del ascensor.

Solucién.
Para un observador en el ascensor.
El D.C.L..de la masa m

m ( g+ g}.-‘g)

Aplicando la segunda ley de Newton

ZFX, =ma,

= Tsenf = mg (D

sz' =0 = TcosH—m(nggj:O

= TcosH:m;g )

Dividiendo (1) / (2)
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Ejemplo 58. Resolver el caso del peso del hombre
en un ascensor cuando asciende con una aceleracion
constante A, desde el punto de vista del hombre en el

ascensor.
-
o

Solucion.

| &

Y
g

_%__

-_1’._ I -.1;!' L

.\.f
-

Aplicamos la segunda ley de Newton,
sz' =ma, = N-mg—-—ma=0
= N= m(g + a)

El peso del hombre sera la reaccion N
En caso de subir con aceleracion a:

N = m(g + a)
En caso de bajar con aceleracion a:
N =m(g-a)

Ejemplo 59. El pasajero de un tren deja caer una
piedra en diversos estados de movimiento del tren.
Hallar la trayectoria de dicha piedra que ve el
pasajero y la trayectoria vista por un observador en
tierra.

a) El tren acelera con aceleracion A4 constante.

b) El tren frena con aceleracion A constante.
Solucion.

El tiempo en que la piedra esta en movimiento, es el
mismo para todo sistema puesto que el movimiento
vertical es independiente del horizontal.

I B 1 2 _ .
y—y—h—Egt , paray = 0 la piedra lega al

piso:

2h

h—lgtz =0 = t=
2 g

a) Cuando el tren va con aceleracion A4, deja caer una
piedra.
Considerando que en el momento que suelta la piedra

el tren tiene una velocidad v .
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i
—

it
@ O
Observador en tierra

Las ecuaciones del movimiento en el sistema S.
Movimiento de la piedra

X =V,

piedra
Movimiento del tren

X

tren

1
=Vl + = At?
2
La piedra cae a una distancia

1
Ax=x —x = 5 At?, detras del punto de

tren piedra

plomada.

Observador en el tren

La ecuacion del movimiento en el sistema S’
Movimiento de la piedra

—_
mA

X :—1At2
2

piedra

1
La piedra cae a una distancia Ax = — At? , detras

del punto de plomada.
El grafico siguiente muestra el moviendo visto por un
observador en el sistema S y en el sistema S’.

1 tempo f=0 fempo £
v 4

: £ ES
% % G : io
8] LJ ()] ()] .

s = Vit 3
Wi+ Ar?

b) Cuando el tren desacelera con aceleracion 4, deja
caer una piedra.
Considerando que en el momento que suelta la piedra

el tren tiene una velocidad v, .

o

v y

4
—

Q Q)

Observador en tierra
Las ecuaciones del movimiento en el sistema S.
Movimiento de la piedra

X =V,

piedra
Movimiento del tren
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X

tren

1
= vt —— At’
2
La piedra cae a una distancia

Ax=x —Xx =

tren piedra

1
5 At?, detrés del punto de

plomada.

Observador en el tren

La ecuacion del movimiento en el sistema S’
Movimiento de la piedra

—
mA
g .

X piedra

= Lap
2

1
La piedra cae a una distancia Ax = — At”, detras

del punto de plomada.
El grafico siguiente muestra el moviendo visto por un
observador en el sistema S y en el sistema S’.

v l](‘:!l]|!0 t=0 Ilﬂ]]]!D 4
VI s . Vs
] | A 1
° o 1 o,
l.‘a E
X ) J .
@) O ) O '

MARCO DE ROTACION

Veamos el caso de un marco de referencia que esta
rotando con velocidad angular @ con respecto a otro
marco de referencia. Supongamos que tenemos un
objeto moviéndose alrededor de un punto arbitrario;
este es un caso especifico, sin embargo tiene todos los
efectos en él.

La posicién de la particula con respecto a un sistema
-

inercial esta determinada por un vector 7 .
Consideremos un nuevo sistema de coordenadas tal
que siga al objeto, el nuevo origen esta determinado
- -
por R contenido en 7 tal que la posicion de la
N

particula en este nuevo sistema esta ciada por 7'.

[

", |Origen del sistema de
O coordenadas méwil

0]
De la figura tenemos.
> o o

r :R+r':Rf+r'f:(R+r')f
Derivando:
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dr_dp e dR*r) gy nd

At dt dt dt
dr A
Como — =it
dt
ﬂ:d—RP+d—rf+(R+r')a)f
dt dt dt
dr -

—— = Vves la velocidad de la particula vista en el

dt

N
' -

sistema inercial y —— = V' es la velocidad de la
t

particula vista en el sistema no inercial.
Tal que
- R -

% =Eﬁ+v'+ (R+r')a)f

Para encontrar la aceleracion es necesario derivar
nuevamente:

27 2 ,
a;#; :%(R+r')f = i[d(Rd:r)r+(R+r‘)wf}

2‘> 2 ' '
d'r d (R+r)f+d(R+r)w;

> dr’ dt
+—d(R +r)a)f+(R+r')d—a)f—(R + 7)o’ F
dt dt

2 ' ]
SR ),

+(R+7)ed —(R+ 70’7

_ dz(R+r')_(R+r')aJ2}P +2{d(Rd:r')w+(R+r')a}tA

dt’

N 2
donde a =

5~ es laaceleracion de la particula
t
vista en el sistema inercial y
-
- 2 0
a'=

5~ es la aceleracion de la particula vista en
t

el sistema no inercial.
Llamando a

i {"zgﬁ')_(mrv)wz}

A =2
v A { dt

o+(R+ r')a}f

N
Tenemos: A=A 7+ Af
5> 5 o

Tal que: a =a'+ A
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Si la particula tiene una masa m y aplicamos la
segunda ley de Newton en el sistema inercial

- -
F=ma
-

donde F’ es la suma de todas las fuerzas de
interaccidon que actuan sobre la particula.
Para relacionar con el sistema inercia!

F=m(a'+Aj oma =F-mA

Para que el observador pueda aplicar la segunda ley
de Newton debemos introducir aqui también una

-
fuerza extra [, y debemos incluirla en los

diagramas de fuerzas
- -
F,=-mA
- - -
F,=F, r+F,t
d*(R+ r')f+ d(R+r")dr . dR+r")
2 dt

of +(R+ r')d—mt‘ +(R+ r')a)ﬁ
dt dt

ar a di
N 2 '
F, = —m[d(thjr) ~(R+7)w’ }f

y F:t = Zm{d(li;r')a) + (R + r')a}f

De este modo, en el sistema no inercial
- - - -
F'=ma'=F+F,
>
Recalquemos el caracter ficticio de /', Con el objeto
de clarificar esta idea veamos dos casos especiales:

a) El origen O’ rota con velocidad angular constante
@ auna distancia constante b, tal

R+ 7r'=b, Ry r’ son constantes.

' 2 '
d(R+r):O v d (R:rr):()
dt dt
dw
@ = constante, ¢ = —— =0
dt

Solo nos queda
-

F, =m(R+r)o’r = mbo’r

Que es la fuerza ficticia del centro hacia afuera y se le
da el nombre de FUERZA CENTRIFUGA, debemos
insistir que solo aparece en el marco no inercial.

b) El origen O’ rota con velocidad angular constante
@ y también se esta alejando del origen fijo en O

. d(R+1)
con una velocidad constante V' = ———=.

dt

w
Conesto, a =—— =0
dt

y nos queda
N

F, = m(R + r')a)zf
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y FAt = 2mVaot

Esta ultima fuerza ficticia, cuya direccion es
transversal, se conoce como FUERZA DE
CORIOLIS.

Ejemplo 60. Un cuerpo de masa de masa 7 unido a
un resorte de constante k& y longitud ¢ que gira con
velocidad angular @ constante en un plano
horizontal sin friccion. Se quiere calcular el
estiramiento A/ del resorte.

@

/jﬂtwgm
P
! 0 )
. - e
- .
—— Y —

Solucién.
Visto por el observador inercial.
La figura muestra el D.C. L. de la masa

Aplicando la segunda ley de Newton, el resorte estira
ALY, luego su longitud es (E + A/ )

ze =ma_, ZF, =ma,, ZE =ma,
Como: a, =0, a, =—a)2(€+A€), a, =0
Tenemos
N-mg=0,-T=-mo*({+Al), F,=0
De aqui obtenemos:
N=mgyT=ma*({+Al)
Como T = kA/
kAL = ma* (£ + A1)

2
g Al = ma-/{

k-ma?*

Visto por un observador no inercial colocado en el
centro de rotacion y girando con la misma velocidad
angular.

o
N

Ff
B mid,
W\J T
T mg
> T
o7

Aplicar_ldo la segunda ley de Newton:
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ZF'Z. =ma',, ZF',. =ma',,
ZF't. =ma',
Como a',=0,a'.=0, ZF'I. =ma',
Tenemos
N-mg=0,-T+ma*({+Al)=0, F =0
Como T = kAl
— kAL +ma* (0 +AL)=0
2

maw-/l
y Al = 5
k—mao
Visto por un observador no inercial colocado sobre la
misma masa Este caso es idéntico al caso anterior.

Ejemplo 61. Se tiene una plataforma circular de
radio R a la cual se le ha pintado un radio y gira con
velocidad angular constante ¢ . Un hombre camina
de afuera hacia adentro de la plataforma siguiendo la
linea con una velocidad de modulo constante V.
(Cual es la fuerza que la plataforma ejerce sobre el
hombre, en funcion de su posicion?

Solucion.
La figura muestra el D.C.L. del hombre

Aplicando la segunda ley de Newton:
ZF, =ma, = —R =ma, —mre’
ZF, =ma, = R, =m(-2veo+ar)
Como: a, =0y a =0:

R =mro’y R, = 2mve

R, es debido a la aceleracion de coriolis.

R, es el sentido indicado en la figuray R, enel

sentido contrario.

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Dinamica de una particula

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Sobre una particula de masa m que parte del
reposo en origen de coordenadas. actia una fuerza
- ~ ~

F= (2i + 3]) Después de 10s la posicion de la
particula viene dada por las coordenadas (3m; 4,5 m).
(Cual es su masa?

Respuesta. m = 33,3 kg.

2 Hallar las fuerzas que acttan sobre cada una de las
seis barras rigidas de peso despreciable. Si estan
unidas mediante pivotes lisos y cada una de las barras

cortas tiene una longitud £ .

=
=)
o

i

Respuesta. AD = DB =mg ; CB=CA =mg/2, BC=
2mg; CD = 0.
CD se puede retirar y no pasa nada.

3. Dos cubos de masa m estan unidos mediante una

cuerda y uno de ellos esta sujeto al techo mediante

otra cuerda igual.

a) Si en el cubo inferior se hace presion suavemente

hacia abajo. ;Cual de las cuerdas se rompera antes?

;porqué?

b) Si la masa interior se golpea hacia abajo con un

martillo, se rompe la cuerda de abajo ;porqué?
LA

Respuesta. a) La cuerda superior debido a que la
tension es mayor.
b) La tuerza de reaccion inercial de la masa superior

aumenta la resistencia frente a una aceleracion rapida.

4. Una caja de 40 kg que esta resbalando en el piso
disminuye su velocidad de 5 m/s a 2 m/s. Asumiendo
que la fuerza sobre la caja es constante, encontrar su
magnitud y direccion relativa a la velocidad de la
caja.

www.librospdf1.blogspot.com

40

Respuesta. 20N opuesta a la velocidad.

- n - n
5. (Qué fuerza en adiciona F; =4i Ny F, =2j
N debe aplicarse al cuerpo en la figura, tal que:
a) no acelere?

b) tenga una aceleracion — 47 m/s’

¥ TFE

4 kg

£

X

- A A
Respuesta. a) F' = (— 4; — 2j) N, b)
- A~ A
F=(-161-2})n
6. (Cual es la minima aceleracion con la que puede
deslizarse hacia abajo un hombre de 75 kg por una
cuerda que solo soporta una tension de 490N, ;Cual
sera la velocidad de la persona después de deslizarse

la distancia de 20m?
Respuesta. a=3,27 m/s*;v=11,4m/s

7. El libro de Fisica I, esta apoyado en el extremo
superior de un resorte vertical, que a su vez esta
‘parado’ sobre una mesa. Para cada componente del
sistema libro-resorte-mesa-tierra:

a) dibujar el diagrama de cuerpo libre,

b) identificar todos los pares de fuerzas de accion y
reaccion.

8. De acuerdo con la leyenda, un caballo aprendio las
leyes de Newton. Cuando se le dijo que tirara una
carreta, se negd argumentando que si ¢l tiraba la
carreta hacia delante, de acuerdo con la tercera ley de
Newton habria una fuerza igual hacia atras. De esta
manera, las fuerzas estarian balanceadas y de acuerdo
con la segunda ley de Newton, la carreta no
aceleraria. ;Como podria usted razonar con este
misterioso caballo?

9. Dos alumnos de forestal ubicados en los bordes
opuestos de un camino recto tiran a un carro por el
camino, con fuerzas de 160 Ny 200 N, que forman
un angulo de 30° y 60° respectivamente, con la
direccion del camino.

Calcular la magnitud de la fuerza resultante y la
direccion en la que se movera el carro.

Respuesta. 256,1N, -21,3°
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10. Una masa de Skg cuelga de una cuerda de 1m de
longitud que se encuentra sujeta a un techo. Calcular
la fuerza horizontal que aplicada a la masa la desvie
30 cm de la vertical y la mantenga en esa posicion.
Respuesta. 15,7 N.

- A A

11. Tres fuerzas F| = (— 2i + 2j)N,

g ~ ~ Ed ~
F, = (Si - 3j)N y Fy = (— 45i)N que actian
sobre un objeto le producen una aceleracion de valor
3 m/s’.
a) (Cual es la direccion de la aceleracion?
b) (Cual es la masa del objeto?
¢) Si el objeto esta inicialmente en reposo, calcular su
velocidad después de 10s?

12. Una mano ejerce una fuerza horizontal de 5 N
para mover hacia la derecha a dos bloques en
contacto entre si uno al lado del otro, sobre una
superficie horizontal sin roce. El bloque de la
izquierda tiene una masa de 2 kg y el de la derecha de
1 kg.

a) Dibujar el diagrama de cuerpo libre para cada
bloque.

b) Calcular la aceleracion del sistema,

¢) Calcular la aceleracion y fuerza sobre el bloque de
1 kg,

d) Calcular la fuerza neta actuando sobre cada

cuerpo.
Respuesta. b) 5/3 m/s*, ¢) 5/3 m/s?, 5N, d) 5 N.

13. Una fuerza F aplicada a un objeto de masa m,
produce una aceleracion de 3 m/s>. La misma fuerza
aplicada a una masa m, produce una aceleracion 1
m/s”.

a) ;Cual es el valor de la proporcion m/m,?

b) Si se combinan m; y m,, encuentre su aceleracion
bajo la accion de F.

Respuesta. a) 1/3, b) 0,75 m/s*.

14. Dos bloques de masas My 3M ubicado a la
derecha de M, que estan sobre una mesa horizontal
lisa se unen entre si con una varilla de alambre
horizontal, de masa despreciable. Una fuerza
horizontal de magnitud 2Mg se aplica sobre M hacia
la izquierda.

a) Hacer los diagrama de cuerpo libre.

b) Calcular la aceleracion del sistema.

¢) Calcular la tension del alambre.

Respuesta. b) 5 m/s’, ¢) 15Mg N.

15. Dos paquetes se colocan sobre un plano inclinado
como muestra la figura. El coeficiente de rozamiento
entre el plano y el paquete A es 0,25 y entre el plano
y el paquete B es 0,15. Sabiendo que los paquetes
estan en contacto cuando se dejan libres, determinar:
a) la aceleracion de cada paquete,

b) la fuerza ejercida por el paquete A sobre el B.

c) Resolver el problema invirtiendo las posiciones de
los paquetes.
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Respuesta: a) a , = a, = 0,738 m/s’, b) 5,68 N

16. Un bloque A de 100 kg est4 unido a un contrapeo
8 de 25 kg mediante un cable dispuesto como muestra
la figura. Si el sistema se abandona en reposo,
determinar:

a) la tension en el cable.

b) la velocidad de B transcurridos 3 s,

¢) la velocidad de A cuando ha recorrido 1,2 m.

A

Respuesta. a) 302 N, b) 6,79  m/s, ¢) -1,346 ] m/s

17. Determinar la aceleracion de cada uno de los
bloques de la figura, ;Que bloque llega primero al
suelo?

ma=5kg, mg = 15 kg, mc = 10kg

IE

045 m

03m

|
I
Respuesta. ZA == 4,04 ] m/s’,

ap ==-0,577 ) m/s’, ac == 2,89 ] m/s’

C llega primero.

18. Enla figura ;4 =0,45,5kg. m, =5kg, my =
20 kg m, =15 Kg. determinar la aceleracion de cada

bloque.
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B

- -
Respuesta. @, =4,91] m/s%, a, =—-2,45] m/s’,
-
a-=0

19. Determinar la aceleracion del cilindro B de la
figura, sia) 7= 1500 N, b) 7= 4000 N.

ma=250 kg, mg = 100 kg,

T

Respuesta. a) -3,11}' Nb) -9,81}' N

20. Se tiene un sistema formado por tres bloques y
una polea sin friccion. El bloque A tiene una masa de
6,0 kilogramos y esta en una superficie aspera (u =
0,40). Elbloque C tiene una masa de 4,0 kilogramos.
Una fuerza externa P = 80 N, se aplica verticalmente
al bloque A, la que mantiene el sistema en equilibrio
estatico segiin como se muestra.

C
p=04 [E] 4,0ke

a) (Cudl es la masa del bloque B? ;Cual es la fuerza
de friccion sobre el bloque A?

b) se quita la fuerza externa de 8,0 N. Las masas de
los bloques B y C se ajustan, de modo el sistema siga
en reposo tal como se muestra, pero estan justo por
iniciar el movimiento. La masa del bloque A no se
cambia. Las tensiones en las dos cuerdas verticales
son:

Respuesta.

a)3,1 kg 252N
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b) 28 Ny 37N

21. Pepe anda esquiando, cuando en algiin momento
sube 5 m deslizdndose por la pendiente de un cerrito
nevado en sus esquies, saliendo desde la cima
ubicada a 3 m de altura respecto a la horizontal, con
una rapidez de 10 m/s. El coeficiente de roce entre la
nieve y los esquies es 0,1.

a) Calcular la rapidez con la cual el esquiador
comienza a subir la pendiente.

b) Determine la distancia horizontal que vuela Pepe
cuando sale de la punta del cerro.

Respuesta. a) 13 m/s, b) 16,6 m.

22. El bloque de masa m de la figura parte del
reposo, deslizandose desde la parte superior del plano
inclinado 30° con la horizontal. El coeficiente de roce
cinético es 0,3.

a) Calcular la aceleracion del bloque mientras se
mueve sobre el plano.

b) Calcular la longitud del plano si el bloque sale con
una rapidez de 5 m/s.

¢) Si el bloque cae al suelo a una distancia horizontal
de 3 m desde el borde del plano, determine el tiempo
total del movimiento.

23. En el sistema de la figura, se aplica una fuerza F
sobre m. El coeficiente de roce es  entre cada cuerpo
y los planos. Deducir la expresion de la magnitud de
F para que el sistema se mueva:

a) con rapidez constante,

b) con aceleracion a constante.

Respuesta. b)
Mg(,u cosa + sena)+ umg + a(m + M).

24. En el sistema de la figura, la fuerza F' paralela al
plano inclinado empuja al bloque de masa m
haciéndolo subir una distancia D sobre el plano, de
coeficiente de roce x. Calcular en funcion de m, F, g,
D, 1y a, la aceleracion del bloque.
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25. Una fuerza F se aplica a un pequeiio bloque de
masa m para hacerlo moverse a lo largo de la parte
superior de un bloque de masa M y largo L. El
coeficiente de roce es  entre los bloques. El bloque
M desliza sin roce en la superficie horizontal. Los
bloques parten del reposo con el pequefio en un
extremo del grande, como se ve en la figura.

a) Calcular la aceleracion de cada bloque relativa a la
superficie horizontal.

b) Calcular el tiempo que el bloque m demora en
llegar al otro extremo de M, en funcion de L y las
aceleraciones.

Respuesta. a) (F- umg)/m, umg/m+M),
b) [2LAa;-a)]"”.

26. Un bloque de masa M se ubica sobre un pequeiio
plano inclinado un angulo @ sin roce, que tiene su
extremo inferior fijo a un eje vertical que puede girar.
En algun momento el eje gira con el plano con
rapidez constante.

Demostrar que si la masa asciende desde la base del
plano, su rapidez cuando ha subido una distancia L es

v =,/glsencx .

27. Una fuerza dependiente del tiempo,

-

F = (Si -4y ) N (donde 7 est4 en segundos), se
aplica a un objeto de 2 kg inicialmente en reposo.

a) (En qué tiempo el objeto se movera con una
velocidad de 15 m/s?

b) (A qué distancia estd de su posicion inicial cuando
su velocidad es 15 m/s?

¢) (Cual es la posicion del objeto en este tiempo?

Respuesta. a) 3s, b) 20,1m, c) (1 8i — 9]‘) m

28. Una arafia de 2 x 10™ kg est4 suspendida de una
hebra delgada de telarafia. La tension maxima que
soporta la hebra antes de romperse es 2,1 x 10~ N.
(Cual es la aceleracion maxima con la cual la araiia
puede subir por la hebra con toda seguridad?
Respuesta. 0,5m/s”.

29. Los instrumentos de un globo meteoroldgico
tienen una masa de 1 kg.

a) El globo se suelta y ejerce una fuerza hacia arriba
de 5 N sobre los instrumentos. ;Cual es la aceleracion
del globo y de los instrumentos?

b) Después de que el globo ha acelerado durante 10
segundos, los instrumentos se sueltan. ;Cual es
velocidad de los instrumentos en el momento en que
se sueltan?

c) (cual es la fuerza neta que actlia sobre los
instrumentos después de que se sueltan?

d) (En qué momento la direccion de su velocidad
comienza a ser hacia abajo?
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30. Sobre el planeta X un objeto pesa 12 N. En el
planeta Y, donde la magnitud de la aceleracion de
caida libre es 1,6g, el objeto pesa 27 N. ;Cual es la
masa del objeto y cual es la aceleracion de caida libre
en el planeta X?

Respuesta. 1,7 kg, 7m/s”.

31. Dos bloques de 1 y 2 kg, ubicados sobre planos
lisos inclinados en 30°, se conectan por una cuerda
ligera que pasa por una polea sin roce, como se
muestra en la figura. Calcular:

a) la aceleracion de cada bloque,

b) la tension en la cuerda.

c) si la aceleracion cuando los planos son rugosos
fuera % de la calculada en ese problema, calcular: el
coeficiente de roce y la tension en la cuerda.

32. Un trineo de 50 kg de masa se empuja a lo largo
de una superficie plana cubierta de nieve. El
coeficiente de rozamiento estatico es 0,3, y el
coeficiente de rozamiento cinético es 0,1.

a) ¢ Cual es el peso del trineo?

b) (Qué fuerza se requiere para que el trineo
comience a moverse?

¢) ;Qué fuerza se requiere para que el trineo se
mueva con velocidad constante?

d) Una vez en movimiento, ;qué fuerza total debe
aplicarsele al trineo para acelerarlo a 3 m/s*?

33. La masa m, sobre una mesa horizontal sin friccion
se conecta a la masa m, por medio de una polea movil
y una polea fija sin masas. Si a; y @, son magnitudes
de las aceleraciones de m; y m;, respectivamente.
Determinar:

a) una relacion entre estas aceleraciones.

b) las tensiones en las cuerdas, y

c) las aceleraciones a; y a, en funcion de m;, m, y g.

E

34. Calcular la fuerza F que debe aplicarse sobre un
bloque 4 de 20 kg para evitar que el bloque B de 2 kg
caiga. El coeficiente de friccion estatico entre los
bloques A y B es 0,5, y la superficie horizontal no
presenta friccion.
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35. Una bola de masa m se suelta sin velocidad inicial
desde un punto A y oscila en un plano vertical al
extremo de una cuerda de longitud L. Determinar:

a) la componente tangencial de la aceleracion en el
punto B.

b) la velocidad en el punto B.

¢) la tension en la cuerda cuando la bola para por el
punto mas bajo.

d) el valor de si la tension en la cuerda es 2 mg
cuando la bola pasa por el punto C

Respuesta. a) gsend, b) X/ZgL(cos 6 —cos 0, ) ,
c) mg(3—2cos8h,), ) 60°.

36. Tres automoviles circulan a la velocidad de 80
km/h por la carretera representada en la figura.
Sabiendo que el coeficiente de rozamiento entre las
llantas y la carretera es 0,60, determinar la
desaceleracion tangencial de cada automévil si sus
respectivos frenos sen repentinamente accionados y
las ruedas deslizan.

I
|

Respuesta. a , =391 m/s’, a, =786 m/s’, a, =
5.89 m/s%.

37. ;Con qué angulo debe peraltarse una carretera en
una curva de 50 m de radio, para que un vehiculo
pueda tomar la curva a 72 km/h, con un coeficiente
de rozamiento 0,30?

Respuesta: 22,5° < 6 <55,9°

38. En el sistema de la figura, el brazo del péndulo es
de longitud ¢ y la cuerda de largo L.

a) Calcular la rapidez tangencial para que el sistema
gire en torno al eje de rotacion que pasa por la barra
vertical, de modo que la cuerda que sostiene a la

masa m forme un angulo de @° con la vertical.
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b) Calcular la tension de la cuerda.
¢) Si el sistema da una vuelta en 30 s, determinar
El angulo que forma la cuerda con la vertical.

£

n

Respuesta. a) v = Jg(f + Lsena)tana ,
b) mg/cos a.

39. Una bola pequefia da vueltas con una rapidez y
recorriendo una circunferencia horizontal en el
interior de un cono recto de base circular. Expresar la
rapidez y en funcion de la altura y de la trayectoria
sobre el vértice del cono.

Respuesta. v = /gy

40. ;Cual es el minimo radio que un motociclista con
velocidad de 21 m/s puede hacer en una pista que
tiene un coeficiente de friccion con las llantas igual a
0,3? ;Cual es el angulo que hara la motocicleta con la
horizontal?

Respuesta: 147 m; 73° 20°

41. Un estudiante hace girar un balde que contiene 2
kg de agua en una circunferencia vertical de 1,2m de
radio, considerar

a) ;Cuadl es la maxima velocidad para que el agua
permanezca en el balde?

b) (Cual es la fuerza ejercida por el balde sobre el
agua en el punto inferior de la circunferencia?

¢) ;a la altura de los hombros?

d) Si el balde pesa 10k, hallar cada una de las fuerzas
que actuan sobre el balde en el punto inferior de la
circunferencia.

Respuesta. a) 27[\F ,b) 2mg, c) \Emg
g

d) 10 N debido a la tierra, 40 N debido al agua, 100 N
debido al hombre.

42. Una mesa giratoria horizontal tiene una
aceleracion angular de & = 3 rad/s”. En el instante en
que la velocidad angular vale 2,4 rad/s, una particula
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de masa 1,8 kg descansa sin deslizar sobre la mesa,
con tal que esté situada a una distancia inferior a 50
cm del eje vertical de rotacion de la mesa,

a) (Cual es el valor de la tuerza de rozamiento?

b) Hallar el coeficiente de rozamiento estatico entre el
objeto y la mesa.

Respuesta: a) Fy =79N b) u =045

43. Se tiene una particula de masa 5g que se mueve
sobre una trayectoria curva y su aceleracion en un

5
momento dado vale a = (3f + 4ﬁ) cm/s2. Hallar:

a) la aceleracion tangencial,

b) la aceleracion centripeta,

¢) el modulo de la aceleracion total,

d) el 4ngulo @ que la aceleracion total forma con la

tangente a la curva,

e) la componente tangencial de la fuerza aceleradora,
f) la componente centripeta de la fuerza aceleradora,
) la fuerza aceleradora total.

Respuesta. a) @, =3 cm/s’,b) @, =-4 cm/s’;
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c)a =5cm/s’,d) ¢ =53,1%¢e) F,=15x 10°N,
f) F. =20x10°N, g) F=25x 10° N.

44, Describir e interpretar las fuerzas que realmente
se apreciarian si nos encontraramos con los 0jos
vendados y:

a) de pie sobre una plataforma elevada.

b) cayendo libremente en el aire.

c) estando sentado en el suelo de una plataforma en
rotacion, como la de un carrusel a una cierta distancia
de su centro.

Respuesta. a) Una fuerza de reaccion de la
plataforma hacia arriba.

b) Ninguna fuerza.

¢) Una fuerza de reaccion de la plataforma y una
fuerza hacia afuera (radial).

45, Calcular el angulo de peralte de una carretera en
una curva de radio 150 m, para que un camion de 15
toneladas pueda girar con una rapidez de 70 km/hr,
sobre un pavimento cubierto de escarcha.
Respuesta. 14°
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CAPITULO 5. TRABAJO Y ENERGIA

INTRODUCCION

Con lo que hemos visto hasta el momento estamos en
condiciones de analizar un movimiento en situaciones
en que la fuerza es constante. Una vez aplicada La
segunda ley de Newton, determinamos la aceleracion
a = F /m. De aqui podemos determinar la
velocidad y la posicion. Pero en el caso en que la
fuerza no es constante, por ejemplo cuando se jala
una masa situada en un extremo de un resorte, el
problema se complica.

(GO000000000Q) Equilibrio

=0 X
- 5
ey 3
F - X

X=0 X
X

La figura muestra un cuerpo de masa m sobre una
superficie horizontal lisa, conectado a un resorte
helicoidal. Si el resorte se estira 0 se comprime una
longitud pequefia desde su posicion no deformada o
de equilibrio, el resorte ejercera una fuerza sobre el

cuerpo F = —kx, donde X es el desplazamiento del
cuerpo desde la posicion de equilibrio (X = O), K es
la constante del resorte, el signo negativo (-) significa
que la fuerza es en sentido opuesto al sentido del
desplazamiento. Esta ley de fuerza se conoce como la
ley de Hooke, de la cual nos ocuparemos en el
Capitulo de Elasticidad

Apliguemos la segunda ley de Newton:

D> F=ma

2
Con F =—kxy a:yzdi;(,
dt dt
Obtenemos:
2
—kx=mOI ;(
dt
2
= d—§+£x:0
dt m

A pesar de ser una ecuacion simple esta Ultima,
todavia no tenernos el conocimiento matematico para
resolverla. Es decir, estamos en condiciones de
plantear las ecuaciones del movimiento, pero no
sabemos resolverlas.

Veremos aqui que se puede tomar un atajo y resolver
de otra forma el problema. En este capitulo se veran
los conceptos de Trabajo y Energia que se pueden
aplicar a la dindmica de un sistema mecénico sin
recurrir a las leyes de Newton.
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Sin embargo, es importante notar que los conceptos

de Trabajo y Energia se fundamentan en las leyes de
Newton y por lo tanto no requieren ningdn principio
nuevo.

TRABAJO

El término “trabajo” que se usa en la vida cotidiana es
para definir una actividad de algun tipo que incluye
un esfuerzo fisico o mental y cuya finalidad sea el
alcance de algln objetivo definido y bien establecido.
En el estudio de la mecanica tiene un significado mas
restringido, por ejemplo si subimos cierta altura h con
una masa m decimos que hemos realizado un trabajo
W, si subimos la misma altura h pero con una masa
2m, se habra realizado un trabajo 2W, igual a que si
se hubiese transportado una masa m una altura 2h, o
si se hubiese transportado dos veces la masa m, la
altura h. Estas observaciones sugieren que el trabajo
es una magnitud fisica proporcional a la fuerzay a la
distancia, pero que puede sumarse como un escalar.

Cuando una fuerza constante F, mueve un cuerpo

realizando un desplazamiento AX que tiene la misma
direccion que la fuerza, se define la cantidad de
trabajo realizado por esta fuerza como:

W = F AX

¥

Q=
g g ¥
f—— Ax —|

Ahora consideremos que sobre la misma masa m
actda una fuerza vertical Fy , menor que el peso Mg

del blogue, como tal no dara origen a ningdn
movimiento vertical y por lo tanto no estara
realizando trabajo.

Y
f

B

fg *
Si ahora aplicamos al mismo tiempo las dos fuerzas,

la fuerza aplicada es:

- "~ ~

F=FI+F]

Si el desplazamiento del blogue es Ginicamente en la
direccion x,

ﬂmg
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lmg

g
—Ax

El trabajo realizado es el producto escalar de la tuerza
por el desplazamiento es:

AW =F-Ar = (F,i+F, )X = F,Ax

0 AW = FAxcosé
Donde

F=/F?+F7y

6 es el angulo formado entre la fuerza aplicada y el

desplazamiento.
BN

Consideremos el caso general de una fuerza F
cualquiera que mueve a una particula sobre una
trayectoria curva como se muestra en la siguiente
figura.

Sea P la posicion de la particula en un instante t, la
posicién con respecto al origen de coordenadas O esta
dada por

— -
OP=r
La particula en el tiempo At describe la trayectoria

@)
PP', si esta es suficientemente pequefia se puede
-
asimilar como la cuerda PP', el desplazamiento de la

- -
particula en el tiempo At es PP'=ATr
Cuando P’ tiendeaP (At — 0).

N
La direccion de la cuerda PP' es el de la tangente PT

- -
enP, Aresdr
y sentido.

, la fuerza es constante en direccion

5
El trabajo de la fuerza F para el desplazamiento

5
d r esun trabajo diferencial.

dW =F-dr
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dwW = E d?cose
dW =F dscosé@
dW =F, ds

Es el trabajo realizado por la componente tangencial
de la fuerza F,.

El trabajo de la componente normal F, es nulo.

Para evaluar el trabajo realizado para ir desde el
punto P1(Xy, Y1, Z1) a un punto Py(X,, Y2, Z) tenemos
que integrar el trabajo diferencial.

Wep, = [ aW = [*F-dr

N
Para esto tenemos que conocer como varia F

F=Fi+Fj+FK

Siendo d 1 = dxi -+ dyj + dzK

Tenemos: E d ? = Fdx+Fdy + F,dz

Luego: Wy, = J‘: Fdx + jyy: F,dy + '[: F,dz

La unidad de trabajo es una unidad derivada de las
unidades de fuerza y de longitud.

W]=FL=ML*T 2
En el sistema Internacional la unidad de trabajo es el

Joule (J).
1 Joule = (1 Newton)(1 metro)

Ejemplo 1. Un hombre levanta una masa m con una
fuerza tal que la coloca a una altura h sobre el piso a
velocidad constante.

a) ¢Cuanto trabajo realiza la gravedad?

b) ¢ Cudl es la magnitud de la fuerza que ejerce el
hombre?

Solucion.
a) -
Fliontbre
n mg
Wgravedad '[y hE d r - _[h(_ mglz) dyk\

h
= —ng'O dy = —mgh

b) Podriamos hacerlo directamente por la ley de
Newton, pero lo haremos con los conceptos de
trabajo. Como la masa se mueve con velocidad
constante, el trabajo realizado es cero.

Whombre +Wgravedad = 0
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=W,

hombre

=-W
También tenemos:

y:h — g h A ~
Whombre = Jy:O Fhombre dr= IO Fk - dyk

=mgh

gravedad

h
= F[dy=Fh
Luego: Fh=mgh = F =mg
v F =mgk

Ejemplo 2. Se arrastra una caja de masa m sobre un
piso horizontal, el coeficiente de friccidn cinético
entre la caja el piso es 4, mediante una fuerza que

forma un angulo @ con la horizontal, la caja se
desplaza un distancia S hacia la derecha,

a) Calcule el trabajo realizado por la fuerza

b) Calcule el trabajo efectuado por La fuerza de
friccion.

e) Determine el trabajo neto efectuado sobre la caja
por todas las fuerzas que actdan sobre ella.

//F’
" e

/K Z

g2
Solucion.
5
a) El trabajo efectuado por F es:
X=s —> e
W.=| F-dr
x=0

Como F = Fcos@f+Fsend j ydr =dxi
W, = jxx::(F cos@f + Fsend j)- dxi
= Fscosé = F, s

BN

La componente vertical de F no realiza trabajo.
— ~

b) Como F, =—uNi

Y N =mg — Fsené

Obtenemos F_>f = —u(mg — Fsen@)i

N
El trabajo efectuado por F; es

w, :Lsﬁf .d?:j:—y(mg—FsenH)f-dxf

= — u(mg — Fsend)s
c) El trabajo neto sobre la caja es la suma de los
resultados obtenidos en a) y b).
W, =W, +W, = F cosés — u(mg — Fsend)s

= [F cos@ — u(mg — Fsend)Js

neto

Ejemplo 3. Una fuerza que actta sobre un cuerpo

varia con respecto a X como se muestra en la figura.
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Calcule el trabajo cuando el cuerpo se mueve desde x
=0 hastax=8m.

&
)
5

0123455?39105(@

Solucion.
El trabajo realizado por la fuerza es exactamente
igual al area bajo la curva desde x = 0 hasta x = 8.
W = %(5N)(2—O)m+(5N)(5—2)m +%(5N)(8—5)m

= (5+15+75) Nm

=275

Ejemplo 4. Trabajo realizado por un resorte.
VTS GG Eautbrs
C X=0 X
= 5

|

X

El resorte de la figura, cuando se deforma o estira
hasta una cierta posicion x, ejercera una fuerza
restauradora F = —kX.

Solucion.

Supongamaos que el objeto se empuja hacia la
izquierda una distancia x respecto a la posicion de
equilibrio y se deja libre.

El trabajo realizado desde X, = —X hasta X, =0
por la fuerza del resorte a medida que el objeto se
mueve es

X, =0 0 1
W:J'2 dex:j (—kx)x = = kx?
X ==X —X 2
Y si consideramos el trabajo realizado por el resorte a

medida que se estirade X, =0 a X, = X el trabajo
1

es W = —=kx?
2

Este resultado podemos obtenerlo también de La

grafica F versus x, como se muestra en la figura
siguiente.

Ejemplo 5. La posicién de una particula en el plano

g N A~
esta dada por I = 3ti — 2t j (ten segundos, r en
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metros), la fuerza ejercida sobre la misma es

4 ~ ~
F =41 —5] (en Newton).
¢ Qué trabajo se realiza sobre la particula en el

intervalodet=1sat=3s?
Solucion.

F =3t —2t2] = d r = 3dtf — 4tdf
Luego

dW = F-d r = (47 -57)- (3adtf - 4tdj)
= 12dt + 20tdt

El trabajo W realizado sobre la particulaentret=1y
t=3.

t=3 3
W= [ " dw = [ (12+20tkt
1 3
= {12t +520t2} = 126—22=1041]

1
El trabajo realizado sobre la particula es 104 Joules.

ENERGIA CINETICA
Consideremos una particula de masa m bajo la accion

—

de la fuerza F .
La segunda ley de Newton afirma que:

Foma-m3¥
dt

- -
También sabemos que d r = v dt.
Multiplicando escalarmente:

E-d?zmdd—;/-;dt —mv-dv

> >
Como F-d r esel trabajo diferencial dW y

d(1_,) 1 _d(~ ﬂj
—|=mv° |==m—]| v-dv
dt\ 2 2 dt

1 »dv 1 dv -
= — Ve—+—m—
2 dt 2 dt
- dv
:mv._
t

De aqui:
1 2 - -
dj=mv° |=mv-dv
2
Reemplazando obtenemos:

dw :d(imvzj
2

El trabajo para ir de P, donde la velocidad es Vv, al
punto P, donde la velocidad es V, sera:
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W, ,, :J-: dw = ijd(%mvzj

= %mvg —%mvl2

Aqui tenemos una medida para el trabajo realizado
sobre la particula expresada en funcién de la

1
variacion de la magnitud (E mvzj .

Esta magnitud se define como la ENERGIA
CINETICA K de la particula.

1
Entonces: K = Emv2

La energia cinética es una propiedad general del
movimiento de la particula es la ENERGIA DEL
MOVIMIENTO. Sus dimensiones son las de trabajo.
[K]=ML*T?

Su unidad es la misma que la del trabajo.

Resulta conveniente escribir:
W, =K, -K; =AK
El trabajo realizado por la fuerza al desplazar una

particula es igual al cambio de energia cinética de la
particula.

Ejemplo 6. Encontrar la variacion de la energia
cinética de un proyectil en funcion de su altura. Se
lanza un proyectil de masa m desde el punto Pq (X,

—

¥o) con una velocidad inicial V, = Vg, 1 + Vg, ] .
Solucion.

y

Para un proyectil la posicién en funcién del tiempo
es;
1 .
X=X, +Vp,t, y=1Y, +voyt—Egt
Y la velocidad
V, =Voye, Vy = Vo, — 0t

X
La energia cinética en Py es
1 1
K, = Emvg = Em(véx +v§y)
La energia cinética en P es

1 1
K :Emv2 :Em(vx2 +vj)

= ;m(vgX +v§y —2v,, 0t + gztz)

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

TRABAJO Y ENERGIA

La variacion de energia entre P y P es:

AK =K -K, ~ Ly —imvj
2 2

%m(— 2V,, 0t + gztz)

- mg(voyt —%gtzj

Como Yy — Y, :voyt—%gt2

Resulta AK = %mvz —%mvé = —mg(y - yo)

Ejemplo 7. En una demostracién experimental para
ilustrar la conservacion de la energia por medio del
dispositivo siguiente. Se ata una bola del bowling a
un extremo de una cuerda, y se sujeta el otro extremo
al techo de la sala de conferencias. Se sostiene la
bola parado en una escala tijeras alta, Para la
demostracién se suelta del reposo en el extremo de la
nariz, la bola volvera de la oscilacién més arriba y
golpeard violentamente la cara, (intente esto alguna
vez si usted desea experimentar un juego para
asustar)

La demostracion impresiona a la clase, pero no por la
razdn esperada. Aunque la cuerda es bastante fuerte
para sostener la bola cuando estd inmdvil, cuando la
dejé ir, la cuerda se rompié en el fondo del arco y la
bola fue despedida alrededor del salén "Boing boing,
boing" y disperso a los presentes en todas las
direcciones.

Una bola de bowling realmente rebota en el concreto.
Suponga que la bola pesa 80 N y la cuerda tenia 4,0
m de largo y tenia una resistencia a ruptura de 120 N.
¢Cual es el maximo angulo con la vertical con el que
se habria podido lanzar la bola sin tener la rotura de
la cuerda?

il
_
=/

Solucion.

La cuerda debe proporcionar suficiente fuerza
ascendente para balancear el peso mas la fuerza radial
necesaria para que la bola haga la curva hacia arriba.
La tension en la cuerda serd asi la mayor en el punto
mas bajo del arco, donde la fuerza de la gravedad esta
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dirigida hacia abajo y la bola se mueve lo mas
rapidamente.
2

. mv
fuerza radial =

r
2
T-mg= mw_ mhg L
r 2
h=r-rcos® T-mg=2mg(l-cosd)
cosg=1-1 M9 _; 120°80_ 445
2mg 2(80)
= 0 =414°

Ejemplo 8. Se arrastra una caja de masa m sobre un
piso horizontal, el coeficiente de friccion cinético
entre la caja el piso es £, mediante una fuerza que
forma un angulo @ con la horizontal. Si se empieza a
jalar desde el reposo y considerando que ya se inicié

el movimiento ¢Cuadl es la velocidad del blogque
después que recorre una distancia s?

//F'
m f

« Z

i

Solucion.

En este caso como la fuerza F es constante, por la ley
de Newton podriamos encontrar la aceleracion, que es
constante, pero vamos a hacerlo por conceptos de
Energia Cinética y Trabajo.

Encontramos que

W, = [F cos@ — u(mg — Fsend)Js
Sabemos que

WNeto = Kz - Kl =%mV22 _%mvlz

Como: v, =0y Vv, =V
Finalmente:

V= \/%[F cos@ — u(mg — Fsend)Js

Ejemplo 9. Para el caso de la masa m atada a un
resorte con constante de rigidez k . ;Cual es la
velocidad cuando pasa por la posicién de equilibrio
después de estirarlo una longitud L y soltarlo?
Solucion.

WW%

X=0 x=I

-
TG

X=0 X

Yy

El trabajo realizado desde x = L a x = 0 por la fuerza
restauradora del resorte F = - kx Es:
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w, = Li
2

1 1
También W, = K, — K, = =mv; —=mv;
2 2
Siendo V, =V, y V; =0

=%mv§ -0

=V, :i\/%L

Para el caso que mostramos la respuesta correcta es la
negativa.

Tenemos 1 kL?

Ejemplo 10. Un objeto de masa m se mueve en el eje
-

. A -
X sujeto a la fuerza F = M—-1 donde A es una

X
constante y x es la distancia desde el origen.
a) ¢ Cuanto trabajo realiza esta fuerza si el objeto se
mueve dex=aax="0b?
b) ¢Si la masa tenia una velocidad v en la direccion
positiva de x, Cuél es su velocidad en b?
Solucion.
a) El trabajo que realiza la fuerza para mover la masa
desdex—aax- bes:

Wab: Fdr F = m—|

dr—dX|

Luego W, Im—l -dxi = mAjbdX

] i

b) Como W, = K, — K, :lmvs —lmvj
2 2
Siendo V, =V,
A(l 1) 1 ., 1 .,
Tenemos MA| — —— | =—MV, ——MV,
a b) 2 2

\/2A(1—1j+v0
a b

SISTEMAS CONSERVATIVOS Y NO
CONSERVATIVOS

Un sistema conservativo es aquel en el que el trabajo
realizado por las fuerzas del sistema es independiente
de la trayectoria seguida por el mévil desde una
posicion a otra, no existen fuerzas de rozamiento, ni
dispositivos que puedan producir pérdida de la
energia cinética.
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B

A

Si en un sistema conservativo el trabajo efectuado por
la fuerza para desplazar la particula de A a B es
independiente del camino entre Ay B, se puede
escribir:

WAB = _WBA

En un circuito cerrado

WAA :WAB +WBA

Como W, =Wy, = W,, =W, -W,; =0

El trabajo total efectuado por una fuerza conservativa
sobre una particula es cero cuando la particula se
mueve alrededor de cualquier trayectoria cerrada y
regresa a su posicion inicial.

Naturalmente la definicidn de un sistema no
conservativo es aquel que no satisface las condiciones
anteriores.

Ejemplo 11. Sistema no Conservativo. - La fuerza
de friccion. Supongamos que un blogque se mueve del
punto P; (xy, y1) al punto P, (x,, y1), siguiendo Las
trayectorias mostradas en las figuras siguientes, el
coeficiente de friccién entre el bloque y la superficie
es 4 . Calcular el trabajo realizado por la friccion en

ambos casos.

y ¥
F B AR 1F3
'xl X, X o X, X
(@ (b)
Solucién.

Por la trayectoria ()

X, = -

Wep, =J.x1 Fy-dr

-

Aqui F,
Luego

Wep, = J‘: (_ uN )jX = uN (Xz - Xi)

— NP, dr=dxi

Por la trayectoria (b)
y, = - X, = - v, = -
Wep, =jy1 F,,-d r1+L F,,-d r2+jy2 F-dr,
Aqui
o - 2
11 =—4Nj, dr =dyj

F—)
F.,=—uNi, dr, =dxi
F‘)

3 :,Ule dr, :dYJ?
Luego
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by s
:_HN(y2 - yl)—,uN(X2 - X1)+ ,UN(yl - yz)

= —uN (Xz - Xl)_ 2uN (yz - yl)
Obviamente el trabajo realizado por la fuerza de
friccion por las dos trayectorias a) y b) no son
iguales, por consiguiente cuando hay fuerza de
friccion el sistema no es conservativo. (La friccion no
es conservativa).

Ejemplo 12. Sistema Conservativo. La fuerza de
la gravedad Supongamos que un blogue de masa m
se mueve del punto P;(X; ,Yy,) al punto P,(x; ,y,) donde
y es la direccion vertical. Calcular el trabajo realizado
por la fuerza gravitacional con los tres casos
mostrados en la figura.

¥ F
B B
y2 “‘J 2 yz
- e ——]
yl P1 yl :Pl :
X X, X X Xy X
(a) (b
Y
yE
y3 ____________
K
X
Solucion.

Por la trayectoria a)

Ya = -
Wep, = 'Fydr
Aqui
- - e -
F,=-mgj, dr =dy

Luego

Wy, = [~ mgdy = -mg(y, - v,)

Por la trayectoria b)
W <[ F [ a5 [,
172 X Y1 %2

Aqui

5 . N R - . - ~
Fg =-mgJ, dr1=dX| ' drz =dyj, d |’3=dX|
Luego

Y2

W, =0+ [ *(~mg)y +0 = —mg(y, - )
Igual que en a)

Por la trayectoria c).

WP1P2 = WP1P3 + WPB PZ
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r, 2 - r, > -
Wep, ZL Fy-dr+['Fydr
Aqui

N

F, =-mgj, d r =dxi +dyj

F,-d 1 = (- mgj)- (dxi + dyj) = (- mg )dy

Luego
Wep, = [ (~=mg My + [ (- mg Ky

= —mg(y,—y,)-mg(y, - y;)

=-mg(y, - v,)
Resultado igual que en a) y b)
Luego la fuerza de la gravedad es una fuerza
conservativa.

Trabajo en una trayectoria cerrada.

Si completamos la trayectoria volviendo al punto
inicial, tenemos una trayectoria cerrada y el trabajo es
cero.

El trabajo parairde 1 a2 es
W, = [“F-dr = ["(Fi+F,])-(oxi + o)
Xz Y2
- le F dx + Ll F,dy
Como
F = -mgj: F,=-mg.F,=0
erlr2 =0- mg(yz - yl)
= —mg(y, - v,)
El trabajo parair 2ales
W, =["Fdr=["Fdc ["Fdy
= 0-mg(y,-y,)
= —mg(y, - ¥,)

El trabajo total es
W"l"1 :W"Hz +W"z"1

= —mg(y, - y;)-mg(y, - v,)
=0

Esto no sucederia en el caso de una fuerza no
conservativa, como la fuerza de friccién.
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LA FUNCION ENERGIA POTENCIAL
El trabajo realizado por la fuerza

F=Fi+Fj+Fk

Para mover una particula de
P1(X1. Y1, 1) @ Pa(Xa, Y2, 25) €s igual a:

W, =["F-dr = ["(Fac+ Fdy + Faz)

Para un sistema conservativo el trabajo es
independiente de la trayectoria seguida.

Su integral debe ser un diferencial exacto,
digamos - dU, tal que integrandolo, solamente los
limites determinan el valor de la integral.

Esto es:

P, ;
Wy = [ (- dU)= (U =-(U, -U,)=-au
Aqui llamamos a U, energia potencial, cuyas
unidades son las mismas que las de trabajo.

Hemos determinado la funcion energia potencial a
partir de una fuerza dada.

Consideremos ahora el problema inverso, a partir de
una funcion energia potencial determinar la fuerza

dU=—F.dr= —Fdx - F,dy - F,dz

Como U es funcion de x, y y z, podemos escribir esta
derivada en funcion de sus derivadas parciales:

dU ) = U dx+8U dy+aU dz
o X oy 0z

Relacionando con los componentes de la fuerza
obtenemos

oy ou U

Ejemplo 13. La fuerza de la gravedad es un ejemplo
de fuerza conservativa.

Solucion.

Tomemos la vertical a la tierra como el eje y, tal que:
—> ~ ~

Fg = ng =—mgJ

El trabajo realizado por la gravedad cuando la
particula se desplaza desde el punto y; al punto y; es:

Wi, = [~ mgj -dy] = -mg [ * dy

= —mg(y, - y,)
Como W, — AU :

-mg(y, —¥,)=-AU =U,-U,,
0 AU =Uy,)=Uy,) =may, —mgy,
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Si consideramos la energia potencial igual a cero en
el nivel de referenciay = 0, la energia potencial a
cualquier altura con respectoay =0 es:

U(y) = mgy

También podiamos haber determinado esta funcién a
partir de:

dU =-F,dy = dU =—(—mg)dy = mgdy
Integrando

.[dU =J'mgdy+C

U(y) = mgy+C

Donde C es una constante relacionada con las
condiciones de cada caso, por ejemplo aqui
consideramos paray =0

— U(O) =0.
La constantees C =0
= Uyy) =may

Como comprobacién, a partir de esta energia
potencial podemos encontrar la fuerza.

__ou__omgy
g Ox ox
ou om
y = :—ﬂ:—mg
oy oy
F o U __omy g
0z 0z

Luego: F = —mgj

Ejemplo 14. Determinar la funcion energia potencial
asociada a un resorte de constante de rigidez k.
Solucion.

Consideremos que el resorte esté en el eje x, y se
estira en esa direccion.

F ——kd
Tenemos que:
dU = —F dx = —(— kx)dx = kxdx
Integrando
U=k
2

Si para la posicién de equilibrio x = 0, la energia
potencial es cero, C es igual a cero 'y

1
U ==kx?
2
Ahora realicemos el problema inverso:
1
Dado U = Ekx2 encontrar la fuerza

correspondiente:

FX:—a—U:—i L ) = —kx
OX ox\ 2
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ST
oy

f
0z

Luego E = —kxi

Ejemplo 15. Energia potencial gravitatoria cerca
de la tierra. Por la ley de Newton de la gravitacion
universal, la fuerza de atraccion de dos masas es
directamente proporcional al producto de estas e
inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia.
—
F-—cM
r
Donde m es la masa e un cuerpo, M la masa de la
tierra, r la distancia entre las masas, G es la constante
gravitatoria universal.
Sir =R (radio de la tierra), la masa m esta sobre la
superficie de la tierra y

f.‘

E:—GWFIJ\ZA r =-mgr

La energia potencial es

du :—F.dr:Gmr'Z" dr
mM

u=Jc S-dr+C

U =—G#+C

Para evaluar la constante C consideremos que el
potencial U es cero para r infinito, de aqui C es igual
a cero,

Luego
mM
Un=-6—"~
Uiy
0 il?/”l r
/7,74 S |
GR

CONSERVACION DE LA ENERGIA

Hasta esta parte tenemos dos formas de encontrar el
trabajo realizado sobre un objeto por una fuerza, la
primera valida para todo caso ya sea fuerza
conservativa 0 no conservativa

1 1

W,, :Emvz2 —Emvl2 =K,-K,=AK.

Y la segunda para el caso de fuerzas conservativas
W,=U,-U,=-AU

Luego podemos escribir

W, =K, -K;=U, -U,
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Colocando las energias iniciales a un lado y las
finales al otro tenemos:

K,+U, =K, +U,

Esta ecuacion es la forma matematica de “El
principio de conservacion de la energia mecanica”.
Si definimos la energia mecanica total del sistema E
como la suma de la energia cinética y potencial se
puede expresar la conservacion de la energia
mecanica como:

E = K +U = Constante

Ejemplo 16. Fuerza de la gravedad: Se suelta una
particula de masa m desde la altura h sobre el suelo.
Cuando la particula esta a una altura y del suelo, su
velocidad es v.

Su energia potencial es U = mgy
1
Su energia cinéticaes K = 2 mv?
La energia mecanica total es:
1

E=K+U :Emv2 +mgy
Paray=h,v=0
E =0+ mgh =mgh
Para y =0, V=V,

1 1
E=-mv.+0==-mv;

2 2
Para cualquier instante

E :;mv2 +mgy = mgh

De aqui v* = 2g(h-y) =

v:1/29ih—yi

El gréafico de la variacion de energia potencial y
cinética es:
F £ = K+ U =Constante

U= gy = T K Frmvi= mgih - 3

¥

Ejemplo 17. Una masa pequefia m se suelta desde el
reposo de la parte mas alta de una superficie esférica
de radio R, sin fricciéon. ¢A qué angulo con vertical
dejara el contacto con la esfera?

Solucion.
Cuando la masa esta a una altura h su energia es igual
a cuando esta en el punto mas alto.
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mgR+0= mgh+%mv2
Con h=Rcosé
mgR = ngCOSg-I-%mVZ

= v’ = gR(2-2c0s6)
La segunda ecuacion de Newton cuando la masa esta
en la posicién del &ngulo &

V2
Con a, =—:
R

V2
N —mgcosé = mH
La masa deja la superficie esférica cuando:
N=0

2
mv? _mgR(2-2cosé)
R

mg cosé =

VZ
= c0Sf=—=2-2c0s60

Rg
= C0SO = E

3
= 0 =48,2°

Ejemplo 18. Fuerza de un resorte: Se jala una masa
a sujeta a un resorte de constante k sobre una
superficie sin friccion, desde la posicion de equilibrio
x = 0 hasta una distancia L y se suelta.

A una distancia x de la posicidn de equilibrio la
velocidad de la masa es v.

1
Su energia potencial es U = E kx?

o 1
Su energia cinéticaes K = 2 mv

Su energia mecanica total es;
E—K+U=Zmv?+ ke
2 2
Para X=L ,v=0
E=0+2k =i
2 2

Para X=0, V=V,
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E :%mvj +O=%mv§

Para cualquier instante

E :imv2 +lkX2 =§kL2

fvi oK (2o
De aqui: V2 = o (L2 X2)

= v= h(L2 —x?)
m
El gréafico de la variacidn de la energia potencial y
cinética es:
E
F = K+ U7F Constante

£ =%mv2
K =2k (0B

Ejemplo 19. Calcular la velocidad necesaria para
gue una particula pueda escapar de la atraccion de la
tierra. La energia total E de una particula de masa m
gue esta a una distancia r del centro de la tierra y que
tiene una velocidad v es:

E =K +U, donde K:%mvz y

U=_cm™
r

1 mM
Luego: E = 5 mv? — G—— = Constante
r
Si la particula escapa de la atraccion de la tierra y se
sitla a una distancia infinita de ésta su potencial es
cero.

I’—)oo,UOO:—G#AO

En esta region con la velocidad menor posible
v, =0 Tenemos K_ =0

Luego: E=K +U =0

Como E es constante = E =0

La energia E de la particula en la superficie de la
tierra con la velocidad V, para que pueda escapar:

E=£mv§—GM=O
2 R

2GM
= v, = [
R

Como en la superficie de la tierra

F=—Gr;|\2/|

Tenemos: V, = 4/20R
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Siendo

g- 9,81:2‘ y R=6,4x10°m
Obtenemos; V, =1,12><104r:

Ejemplo 20. Se tiene un resorte de longitud L y
constante k conectado a la base de un bloque de masa
m, Se suelta el bloque desde la altura H. ;Cudl sera la
distancia mas cercana al piso que alcanzara el bloque
antes de rebotar?

Solucion.

| &

.

Final
En el instante inicial la energia es solamente la

potencial gravitatoriaes U = mgH , la energia
cinética es cero, tal que la energia total es
E=mgH.

En el instante final: La energia potencial es la
correspondiente a la masa a una altura y, mas la del

resorte comprimido una longitud (L - y), es decir:

|
|

Tiicial

U=U,+U, :mgy+%k(L—y)2

Como en ese instante ha cesado el movimiento, la
energia cinética es cero,

La energia total es:

E= mgy+%k(L— y)

Por la conservacion de la energia

mgH = mgy+%k(L —y)

La solucién de esta ecuacion es:

y= —(m— Lji%{lJr&(H - L)}

R mg

Siendo el valor positivo de y la solucién significativa.

Ejemplo 21. El gréfico de la figura muestra la
funcién potencial y la energia total de un
movimiento. ;Qué podemos decir acerca del
movimiento?
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Upy

E Total

|
|
A |
ko ko) X3 X4 X5 X
Solucién.

Velocidad de la particula:
Tenemos que

1
ETotaI = K +U = Emvz +U(X)

= %mv2 =E-U, =

2

E(E‘U(x))

V =

La energia cinética:

- Esigual aceroen x; y Xs.

- Tiene su valor maximo donde U, es minimo, el
punto x,

La particula se mueve entre x; y Xs, fuera de estos
valores la velocidad seria imaginaria.

dU (X)

Como F, = ———— la pendiente del grafico de

Uy en determinado punto corresponde a La fuerza
actuante, tal que la fuerza se hace cero donde la
pendiente es cero, COMO €N Xy, X3 Y X4.

La fuerza es positiva entre X; y x,.entre Xz y X;. La
fuerza es negativa entre X, y X3, entre X3 y Xs.

Los puntos en que U es minimo, son posiciones de
equilibrio estable, como son X, y Xg.

Ejemplo 22. En la figura, un auto de juguete de
masa m se libera del reposo en la pista circular. ¢Si
se suelta a una altura 2R sobre el piso, ¢cuén arriba
sobre el piso estard cuando sale de la pista, desprecie
la friccion?

h

IR

yAaA

=

Solucion.
En la figura de arriba:

h=R(L+send)
Despreciando las pérdidas por friccion la energia total

es constante, de tal manera que:
Siendo v la velocidad del auto a la altura h.
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mg(2R)= mg(h)+%mv2 =
mg(2R)= mgR(L+ sen«9)+%mv2 =

gR = gRseneJr%v2 1)

Aplicando la segunda ley de Newton en la altura h:

mgsend — N =ma,
N =0, condicién de caida.

Luego:
2

mgsené = mvﬁ =

vZ =gRsend (2
Reemplazando (2) en (1):

gR = gRsen @ + %gRsen 0 =

ogR :EgRsenH = send :g
2 3

Finalmente:

h=R(l+send) = R(1+§2j

= ER=1,67R
3

Ejemplo 23. Una masa pequefia resbala sobre una
superficie inclinada pasando por un rizo de radio R.
a) ¢Cudl es la altura minima H de la que debe soltarse
a fin de que el cuerpo no deje la superficie interior del
rizo al dar la vuelta?

b) ¢Con que velocidad llega la masa al punto A?

c) ¢Cuél es el valor del angulo « , con el que se

- n - -
puede retirar el segmento AB de la circunferencia

de tal modo que la masa que sale de A alcance el
punto B después de viajar una cierta distancia en el
aire.
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Solucion.

a) Siendo v la velocidad de la masa en la parte
superior del rizo.

Por conservacién de la energia:

mg(H)= mg(2R)+%mv2 =

gH =20gR +%v2 1)

Aplicando la segunda ley de Newton en ese punto:

mg — N =ma,
N =0, condicién de caida.
V2
ac = E
Luego:
2
mg = mY =
R
v> =gR )

Reemplazando (2) en (1):
gH =29R +%gR =

H :%R = H=25R

b) Sea v la velocidad en el punto A su altura es
h=R(l+cosa)

Por conservacion de la energia:

mg(H )= mgR(h)+ %mv2 =

mg(2,5R) = mgR(L+ cosa )+ %mv2 =

v’ =29(2,5R)- 2gR(L+ cosar) =
v’ =3gR - 2gRcosa =
v=4/gR(3-2cos)

¢) La masa sale del punto A, como un proyectil con
- M °
velocidad inicial V =V,1 +V, ]
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En el tiempo t de su recorrido vertical debe alcanzar
al punto B.
Recorrido vertical:

y = vsenat —%gt2

Cuando llegaa B,y = 0:

0=vsenozt—%gt2 = tzﬂsena
g

Su recorrido horizontal es
X=V,t=vcosat

2v
Para t = —Sena debe de estar en B, luego:

g

2Rsena = VCOSO{%SEHCKJ =

R
vio 9
Cosa

Igualando esta expresion de la velocidad con la
encontrada anteriormente:

R
gR(3-2cosa)=—" =

Cosa

cosza—§c03a+£=0
2 2

Resolviendo:

CoSa =
a=
]/2

En nuestro caso tomamos la solucién %, con la que
obtenemos a = 60°

Ejemplo 24. Un arco del tiro al arco ejerce la fuerza
kx de la ley de Hooke en una flecha cuando la cuerda
se jala una distancia x. Se supone que un arquero
ejerce una fuerza de 220 N jalando a la flecha una
distancia de 64 cm.

a) ¢ Cudl es la constante del resorte del arco?

b) ¢Cual es la velocidad de una flecha de masa 24 g
cuando deja el arco?
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Solucién.
a) k=5=@=344N/m

x 0,64
byU, +K, =U, +K,
1kx2+0:0+£mv2 = V= hx
2 2 m

V= /£(0,64) = 76,6 mis
0,024

Ejemplo 24. Puenting. Un saltador que pesa 800 N
se ata con una cuerda elastica al tobillo y se salta de
una torre alta. La cuerda tiene una longitud si estirar
de 30 m, y un extremo se une al punto donde el salto
comienza. ¢La constante del resorte de la cuerda
elastica es 200 N/m. ¢ Cuanto recorrera el saltador
antes de que la cuerda detenga su descenso?

Solucion.

Sea el punto mas bajo del salto h = 0. La energia
cinética inicial y la energia cinética en el punto més
bajo son ambas igual a cero.

Tal que por la conservacion de la energia:

mgh=0+1kxz,donde x=h-30.
2

Sustituyendo
mg =800 N y k =200 N/m, y resolviendo:

h?> -68h+900=0 =

h =68++/(68)* —4(900) =50 m, 0 18 m.

La solucion correcta es h = 50 m. La solucién h =18
m corresponde al rebote que comprime la cuerda
“amortiguador auxiliar”, pero una cuerda no se
comprime como un resorte.

Ejemplo 25. En la figura mostrada, el hombre y la
plataforma tienen una masa m, el hombre se eleva una
distancia h tirando la cuerda del lado derecho.

a) ¢En cuanto aumenta su energia potencial
gravitatoria?

b) ¢Qué fuerza debe ejercer para elevarse?

¢) ¢Qué longitud de cuerda debe tirar para llegar a la
posicion superior?

d) ¢Despreciando el rozamiento ¢Qué trabajo habra
realizado?
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Solucion.
a) La energia potencial gravitatoria es

Uy =mgy+C

Para la posicion inicial

U,=mgy, +C

Para la posicion final

U,=mgy,+C

El aumento de la energia potencial gravitatoria es:
U =U,-U, =mg(y, -y,)=mgh

b) La fuerza para elevar el sistema, siendo esta
conservativa,

ou
F=——=-mg
oy
Como la polea divide en dos, la fuerza F,, que debe

mg

ejercer el hombre es: F :7.

c) Para llegar a la posicidn superior la cuerda debe ser
tirada en una longitud dos veces h

d=2h.

d) EL trabajo realizado por el hombre es:

W, =F.d = (%j(th mgh

Justamente igual al cambio de energia.

Ejemplo 26. Observadores en movimiento
relativo. Sobre una plataforma en movimiento
horizontal con una velocidad constante V. un hombre
empuja una caja de masa m con una fuerza F una
distancia d partiendo del reposo. Demostrar la validez
de la conservacion de la energia desde los puntos de
vista de observadores en marcos inerciales diferentes.
Solucion.

Las leyes de Newton se cumplen s6lo en marcos de
referencia inerciales. Si se cumplen en uno en
particular entonces se cumplen en todos los marcos
de referencia que se muevan a velocidad constante en
relacion a este mareo.

a) Observador en la plataforma.

q—d—p

|

1 | e——

1 1 V
[ ] ——t=-

]

El observador en la plataforma ve que la caja, de
masa m, se mueve bajo la accion de la fuerza F. El
trabajo realizado para mover la distancia d es:
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W =Fd
g . F
La aceleracion de lacajaes a = —
m

Como la caja parte del reposo su velocidad en la
posicion final es:

v, =+2ad = %

El observador determina que el cambio de energia:

AK =K, - K, :%mvz2 —%mvl2

2Fd
Como V, =0y vV, = —

AK = 1m(ﬂ) =Fd
2 m
El observador sobre la plataforma concluye que:
AK = 1m(ﬂj =Fd
2 m
W =AK

b) Observador situado en tierra:
d'=t+d

A 1L A,

[ ] —= [ ] —=

4%

El observador en tierra ve que la caja se mueve bajo
la accién de la fuerza F, en este caso la caja se mueve
la distancia d'=Vt'+d ,. Siendo t el tiempo que
demora el recorrido de la distancia d sobre la
plataforma,

tzwfﬁ :1/2d—m,luego d':VN/Zd—m+d
a F F

El trabajo es:

W'=Fd'= F[V4 2(lj:m +dJ

W'=Fd +V+/2Fdm

El observador ve que la caja tiene una velocidad
inicial

V=V
y una velocidad final

v,=V +v, =V +‘/ﬂ
m

El observador en tierra determina que el cambio de
energia es:

AK'= K'Z—K'l:%mv'g—%mv'f

2
AK-zzm(w /ﬂ} Ly
2 m 2
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AK'= Fd +V+/2Fdm

Aqui se cumple también la conservacién de la
energia:

W'=AK"

SISTEMAS NO CONSERVATIVOS.
Supongamos que también intervienen fuerzas no
conservativas, como la friccion.

El trabajo total para mover la particulade I, a I, es

1 1
W,, =§mV22 —Emvl2 =K, -K,

Este trabajo es también igual a la suma del trabajo
realizado por las fuerzas conservativas y del trabajo
realizado por las fuerzas no conservativas, es decir:

W12 = WlZ CONSERVATIVAS + WlZ NO CONSERVATIVAS

Como:
le CONSERVATIVAS — U 17 U 2

W12 = Ul - U 2 +W12 NO CONSERVATIVAS

De las expresiones de trabajo total tenemos:

Kz - Kl = Ul -U 2 +W12 NO CONSERVATIVAS
= (Kz -U 2 )_ (K1 - U1 ) = le NO CONSERVATIVAS

Ez - E1 = le NO CONSERVATIVAS

A diferencia que en un Sistema conservativo, no es
igual a cero.

Esta Gltima expresion nos permite calcular el trabajo
de fuerzas no conservativas, fuerzas que en general
son complicadas y que en principio deberiamos de
calcular resolviendo integrales curvilineas.

Ejemplo 27. A un blogue de masa m se le da un
empujon tal que adquiere la velocidad V,, a lo largo

del eje x. Después de resbalar distancia L golpea un
resorte de constante k. Si el coeficiente de friccién
entre el bloque y lamasa es y . ¢Cuénto se

comprime el resorte?

Solucioén.
L
—

|-—L—-|-—x——|

Jrsssemsos

Sea x La longitud que se comprime el resorte.
La distancia recorrida por la masa es
(L +x).
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La energia inicial es solo la energia cinética de la
masa:

E, = 1mv§

La energia final es solo la energia potencial del
resorte:

1
E, =—kx*
2
El trabajo hecho por la friccién
W, :IXZ Fodx, x, =0, X, = L+X,
Xy
F; =—uN =—-umg
Luego:

L+x
W, = .[0 (_ ﬂmghx = _ﬂmg(l- + X)
Como en un Sistema no Conservativo.

WlZ NO CONSERVATIVAS — EZ - El
1,2 1 5,
—umg(L +x)= Ekx -5 MV

Ecuacion de segundo grado cuya solucion es:

m ’m?g? m
x:—ﬂkgi\/’u kzg —?(ZygL—vg)

Ejemplo 28. Un cuerpo de masa 10 kilogramos cae
desde una altura de 15 metros y alcanza el suelo en 2
segundos. Considerando constante la fuerza de
resistencia del aire.

a) ¢ Cuél era la magnitud de la fuerza de resistencia?
b) ¢ Cuanta energia mecanica se ha perdido?

¢) ¢ Qué velocidad tenia el cuerpo inmediatamente
antes de chocar Contra el suelo?

Solucion.

a) Siendo el peso y la fuerza de resistencia del aire las
fuerzas que intervienen y siendo ambas constantes
tenemos que la aceleracidn a del cuerpo es constante.

Comoh = lat2
2

2h  2(15 m
La aceleracion es a = o (22 ) =15

S
Aplicando la segunda ley de Newton:
mg - F, =ma
F,=m(g-a)=10(98-75)=23N
b) La energia que se ha perdido es el trabajo realizado
por las fuerzas no conservativas.

W o conservativas = Fgd = (23)(15) =345]

C) Como WNOCONSERVATIVAS = E2 - El

Siendo

E, = K, +U, = 0+ mgh =(10)9,8)15)
=14701]

E,=K,+U, :%mvzz +0 = 5v;
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Tenemos:

5v2 1470 =345 — v2 = 247034

=225

. m
Finalmente: Vv, =15—
S

Una manera directa de llegar al mismo resultado es
considerar que la aceleracion efectiva de salida es

m
a = 17,5, lavelocidad después de 2 segundos es:
S
m m
v, =at = (7,52j =15—
S S

LA CONSERVACION DE LA ENERGIA Y LA
FRICCION

La ley de la conservacidn de la energia se puede
aplicar a los sistemas donde las fuerzas no
conservativas como actuan las fuerzas de la friccion.
Si un sistema trabaja contra la friccion, la energia
mecanica del sistema disminuira.

Asi si W; es el trabajo hecho contra la friccion,
entonces energia inicial - la energia perdida por la
friccion

E,-W; =E,

U, +%mv12 -W, =U, +%mv22

Ejemplo 29. Cerca de Lewiston, Idaho, hay una
carretera muy inclinada donde circulan camiones
cargados con madera. Han ocurrido varios accidentes
serios cuando los carros perdieron sus frenos yendo
para abajo de la colina a gran velocidad. Se han
construido rampas de contencidn que se espera
puedan detener a los vehiculos sin frenos. Suponga
gue un carro que viaja a 40 m/s encuentra una rampa
inclinada para arriba 30° sobre horizontal. La grava
floja en la rampa proporciona una fuerza friccional

para ayudar a detener al carro mientras sube la rampa.

La grava tiene un coeficiente eficaz de friccion de
0,50. ¢Cuan lejos a lo largo de la rampa el carro
viajaria antes de detenerse?

Solucion.

N =mg cos 8

F, = uN = umgcosé

U, +K, =W, =U, + K,
\'ugcm'{-)

N \
m;:scn'g L
A '
1

mg
0+=mv’—F,s=mgh+0
2

h=ssend

%mvz — (umg cos@)s = mgs send
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V2

2g(sené + ucosd)
(40

= =875m

2(9,8)(sen30°+0,5c0s 30°)

POTENCIA

Tan importante como saber cual es el trabajo
realizado es conocer también la rapidez con la cual se
realiza. Para proporcionar una medida cuantitativa de
este concepto que incluye tanto el trabajo como el
tiempo necesario para realizarlo se tiene a la
Potencia.

La potencia mide la rapidez con la que el trabajo se
estd realizando.

Si se realiza un trabajo W en un intervalo de tiempo
(de t; at,) la Potencia media es:
W, AW

t, -t At
Cuando t, > t,, At — 0, tendremos
La Potencia instantanea en el instante t.

m

. AW dW
P=Ilim—=—
A0 At dt
También como
AW =F-dr
Tenemos
_aw _pdr
dt dt
P=F.v

El andlisis dimensional
[PI=[FILITT =[M]LF[T]

Su unidad en el sistema internacional es J/s llamado
Watt 6 Vatio cuyo simbolo es W.

Un multiplo muy usado es el kilowatt (kW)

1kw =10°W

Existe una unidad de energia o trabajo en términos de
la unidad de potencia el kilowatt-hora (kwh), es la
energia convertida o consumida en una hora a una
razén constante de 1 kW.

1 kWh (10°W)(3600s) = 3,6 x 10° .

Para tener una idea de cuanto es 1 Watt, imaginemos
gue tenemos que levantar una masa de 50 kg. a una
altura de 1 metro, cada 5 minutos y realizar este
trabajo durante una jornada de 8 horas. Si levanta
cada 5 minutos, seran 12 veces por hora, siendo 8
horas por dia, hara un total de 12 x 8 = 96 veces al
dia.

El trabajo realizado es:

W =96mgh

= 96(50Kg)(9,8m/s)1m) = 47040 J
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Para determinar la potencia tenemos que dividirlo por
el nimero de segundos en un dia.

_47040)

8x3600s
Comparemos esta potencia con la potencia de un
motor pequefio de 1 hp (horse power).
El hp es la unidad de potencia en el sistema inglés
lhp=746 W

=1,63W

Ejemplo 30. Si un objeto que parte del reposo se
desliza por un piso liso inclinado un angulo &con
respecto a la horizontal de altura h, hallar la potencia
P gastada por la gravedad en funcién de la posicion y
del objeto con respecto a la parte inferior plano
inclinado.

Solucion.

La potencia es:
P =dﬂ,siendoW =Fd
dt
Con
1. .. 1 2
F=mgsendyd :Eat :Eg sendt

Tenemos

W = (mg sen@)(%g sen@tzj

= %mgzsenzﬁt2 y

p_IW i(Emgzsenzetzj
dt dt\ 2
= mg’sen’d
Como ha recorrido la distancia s:
s= (h-y) = 1gsenet2
sengd 2
Obtenemos:
(_ (2Ah-y
gsen?d
Luego
2(h-y)

P =mg?sen?@
J gsen?6

= mgsend-/2g(h—y)

Otra manera de obtener es considerar que:
P=Fv

Donde

F=mgsend yv=at=gsendt
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Luego: P =(mg sen@)g sené't)

= mg” sen’dt
Como t = L_zy)
gsen-éd
Obtenemos:
2(h-y)

P =mg’sen?6

gsen?6
= mgsend-/2g(h-y)

Ejemplo 31. El flujo de agua de un rio es de 50 m
por segundo, se tiene un desnivel de 200 metros y se
quiere aprovechar construyendo una hidroeléctrica
a) Si la energia del agua que cae se utilizase
totalmente ¢Que potencia se podria obtener?

b) Si toda la energia procedente de la caida del rio se
convirtiese en energia eléctrica y se vendiese a un sol
el kilowatt-hora ¢ Cuanto dinero se cobraria en un
dia?

Solucion.

a) El trabajo realizado por una masa m que cae desde
una altura h es:
W = mgh

Como m = pV,

Donde p es la densidad del agua. V es el volumen.
W = pVgh

La potencia que se obtiene al pie de la salida es

aw  d
p_dW _d Ve
a a’e

De estas cantidades la que varia con el tiempo es V.
dv m?
=50

dt s
Luego

g =9,82;, h = 200m

Obtenemos

3
P= (1000 ‘%j(g,sr?j(zoom[so mJ
m S S

=98x10'W

b) Si tenemos una potencia P = 9,8 x 10" = 9,8 x 10*
KW y consideramos que se consume las 24 horas del
dia. La energia obtenida es igual a todo el trabajo
realizado.

dW = Pdt
W =P["dt=P(t, -t,)= PAt
W = (9,8x10*KW |24h) = 235,2 x 10* kw-h
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si el precio de cada kW-h es 1 sol, cada dia se
obtendran 2,352 millones de soles.

Ejemplo 32. En la figura, un bloque de masa m
descansa sobre una faja que se mueve con velocidad
constante v. El coeficiente de friccién entre el bloque
y la fajaes .

Tomando como tiempo inicial t = 0, una fuerza
horizontal F aplicada al bloque le produce una
aceleracion constante a.

a) Determinar la fuerza F y la potencia disipada en
friccion como funcidn del tiempo.

b) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que se
encuentra sobre la faja. Determinar la potencia que
este libera en funcién del tiempo.

e) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que
camina sobre el piso al costado de la faja. Determinar
la potencia que este libera en funcion del tiempo.

o
—
i i i il i i [
Solucién.
a) Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m

en la figura

F—- W
—

F

MR
F-F =ma

Como F; = N = g, mg, obtenemos:

F=ma+ xmg
y la potencia disipada en friccién es
P=Fyv,= (,ukmg)\/0 , siendo Vv, = at

P =y, mgat

b) La fuerza que hace el hombre sobre la faja es
F=ma+ xmg

Su velocidad en funcién del tiempo es
V'=V+V, =Vv+at

y la potencia que debe dar el hombre es

P = Fv'= (ma + x,mg )at

c) La tuerza que hara el hombre sobre el piso es igual
al caso anterior:

F'=ma+ g mg

La velocidad del hombre en funcion del tiempo en
este caso es:

V'=v+at

Luego la potencia que debe dar el hombre es:
P'=F'v'=(ma+ ,mg)v+at)
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MAQUINAS

Una méaquina simple es un dispositivo usado para
magnificar una fuerza o para cambiar una
desplazamiento pequefio en grande. Las maquinas
comunes son la palanca, el plano inclinado, el gato
hidraulico, o una combinacién de engranajes.

El trabajo se hace tipicamente en la maquina (el
trabajo W, de entrada), y entonces la maquina
alternadamente hace un cierto trabajo W, de salida.
El estado de la energia de la maquina no cambia
apreciable durante este proceso, asi que si la friccién
es insignificante, W, = W,, basado en la idea de la
conservacién de energia. Muy a menudo las fuerzas
de entrada y de salida son constantes, en las cuales el
caso W; = W,, lo que lleva a:

d
Fd, =Fd, = F, = d—l F
2
Aqui F; actlia sobre una distancia d; y F, actda sobre
una distancia d,. La ventaja mecanica de la maquina
se define como
VM = i

1

Ejemplo 33. La palanca de barra es un dispositivo
usado para levantar objetos pesados (por ejemplo, un
piano o una pieza grande de maquinaria). Consiste en
una barra larga que se apoya en un fulcro una
distancia corta del extremo de levantar de la barra.
Suponga que el fulcro de una barra de la palanca esta
a 3 centimetros de la carga, y el punto donde usted
empuja hacia abajo en el otro extremo estd a 1,50 m
del fulcro.

¢ Qué fuerza minima tendria que ejercer para levantar
una carga de 2000 N?

¢Si mueve el extremo de la barra 4 centimetros hacia
abajo, cuanto levantara la carga?

Solucion.

a ¥R Ag
L L

F,
Si la barra rota con un angulo pequefio 46, entonces
d,=LAOyd,=L,A0
F,.LAG =F,L,A0

F = L F, =
Ll
0,03)
F, = 093) 000
1= gp (2000)
=40N
Para triangulos semejantes
L L
4 _L d,=-—%d, =
d, L, L
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_ (009)
> L(1,50)
=0,008 m =8 mm.
Observe que una fuerza pequefia de entrada da lugar a
una fuerza grande de salida, pero el precio que se
paga es que un desplazamiento grande de la entrada

produce solamente un desplazamiento pequefio de
salida.

(0,04)

Ejemplo 34. Se bosqueja aqui un polipasto
diferenciado de la clase usada para levantar un motor
de auto. Las poleas tienen dientes que engranan con
una cadena continua. Las poleas estan soldadas
juntas, hay 18 dientes en la polea externa 'y 16 dientes
en la polea interna. Asi cuando la polea hace una
revolucion, 18 acoplamientos de la cadena se
levantan y 16 acoplamientos bajan, dando por
resultado la elevacion de la carga. ¢Cudl es la ventaja
mecéanica de esta maquina?

F,

~

Solucion.

Considere qué pasa cuando la polea superior hace una
revolucién, es decir, cuando el trabajador jala 18
eslabones de la cadena hacia él con fuerza F;.

Sea L = longitud de un eslabdn.

El trabajo de la entrada es W, = F1(18 L).

El lazo de la cadena que va bajo de la carga es
acortado asi por 18 eslabones y alargado por 16
eslabones, con un acortamiento neto de 18L - 16L =
2L que acorta al lazo 2L y levanta la carga L (intente
esto con un pedazo de cuerda para convencerse de
esta caracteristica).
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Asi el trabajo de la salida es W, = F(L).
Despreciando la friccion.

W, =W, o F;(18 L) = F5(L)
La ventaja mecanica del polipasto es VM = 18.

Ejemplo 35. Un trailer estd equipado de un sistema
para sacar barcos del agua. Consiste en una manija
larga de 30 centimetros unido al eje de un engranaje
pequefio con 12 dientes. Este engranaje pequefio
endienta con un engranaje mas grande con 36 dientes.
Se une a este engranaje grande un tambor del radio 2
centimetros en el cual se enrolla la linea atada al
barco (la linea es una cuerda.)

¢ Qué tension se puede aplicar a la linea cuando la
manivela se empuja con una fuerza de 80 N?
Solucion.

Considere que pasa cuando la manivela hace una
revolucion. La mano mueve una distancia d; = 2zR;.
El engranaje grande mueve 12/36 = 1/3 revoluciones.
La linea es jalada una distancia d, = 27R,/3.

ﬂpl = ﬂpl - 3&|:1
d, ' 2mR,/3 R,

F, = 3(%)(80) = 3600 N.

La ventaja mecanica:

VM = 3600 =45
80

F, =

La ventaja mecanica del torno (despreciando la
friccion) es 45.

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1 Defina primero en palabras y luego en una
expresion matematica.

a) El trabajo realizado por una fuerza cualquiera.
b) La energia cinética de una particula.

2 Una particula P en el plano xy esta sometida a la
2 o 2
accion de la fuerza F = y%I — x| . Calcular el

trabajo efectuado por la fuerza para desplazar P sin
friccion desde B (0,.b) a A (a, 0).

www.librospdf1.blogspot.com

Respuesta. W = %b(a +b)

3. Un depdsito cilindrico de altura H tiene una masa
m de agua que lo llena hasta la mitad, que ha de
bombearse en su totalidad por encima del borde del
mimo. ¢Cuanto trabajo ha de realizar la bomba?
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Respuesta. AW = %mgH

4. ;Qué fuerza horizontal, constante debe aplicarse a
un carro de masa 500 kg que viaja en una carretera
horizontal a 36 km/h para que se detenga en 30
metros? ¢ Quién proporciona la fuerza?

Respuesta. 2500 N, proporcionada por la carretera.

5. Un resorte esta unido en A a un plano vertical fijo
y a un bloque B que resbala sobre una varilla lisa
horizontal Ox. La longitud del resorte no estirado es
45 cm y la constante del resorte es k = 1000 N/m.
¢Cudl es el trabajo realizado por el resorte sobre B
cuando se mueve 60 cm desde O por efecto de la
fuerza F?

J
A

45 cm

60 cm

0
Respuesta: 99,38 J

6. Un resorte de masa despreciable y constante k
cuelga del cielorraso de un ascensor y lleva
suspendido una masa in. Cuando el ascensor se
mueve hacia arriba durante t segundos con una

1
aceleracion uniforme a = E g . la reaccion inercial

hace que el resorte se alargue.
a) ¢ Cuanto trabajo realiza el ascensor sobre el sistema
resorte-masa?
b) ¢ Cuénto trabajo realiza sobre el resorte?
242
Respuesta. a) lmg ’t? p) 1 mJg
4 8 k

7. En la figura se mueve el cuerpo A a lo largo de un
plano horizontal liso por medio de la fuerza constante
F = 5° N aplicada al extremo de una cuerda unida a A
y que pasa por una pequefia polea sin rozamiento en
B. Calcular el trabajo realizado sobre A por la cuerda
mientras A se desplaza 3 m,

F=50N

«—5111——]

Respuesta. W =120 J

8. Una fuerza cuya magnitud varia con x de acuerdo a

F = A+ BX actla sobre objeto que puede moverse
solamente en el eje x. El angulo con el que actda la
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fuerza también varia tal que c0s@ =1— x*. El

objeto se mueve entre — \/5 <X< \/E
¢ Cuél es el trabajo realizado cuando el objeto se

muevedex=0ax=a?

2 a.4

Respuesta. Aa + Ba— -B—
2 4

9. Un bloque que se mueve a lo largo del eje x
comienza del reposo en x = Ay se mueve ax =B
luego vuelve a x = A donde queda en reposo
nuevamente. Si una de las fuerzas actuante sobre el
bloque es opuesta en direccién y proporcional a la
— -
magnitud de la velocidad, tal que F, = ~bv conb
Constante. Demostrar que el trabajo realizado por
esta fuerza no es cero para una trayectoria cerrada.

2 ~ 2
10. La fuerza F = X®yI + Xy? ] actiia sobre la

particula .P (x,y) que se mueve en el plano xy.

a) Demostrar que F no es una fuerza conservativa.
b) Determinar el trabajo de F cuando se mueve de A
a C, alo largo de los caminos ABC, ADC y AC.

¥

——a——C
D

A

0
Respuesta. a) Si oy #—2L b)) Wyge = a—,
oy oX 3

a4

at
Wane :?- Woc :?

11. El tubo de la figura se halla en un plano
horizontal, su resorte comprimido inicialmente 10
cm.. y al dispararse una bolita entra en una canaleta
circular de radio R, la friccion es constante igual a 1
Newton. ¢Cudantas vueltas dara la bolita antes de
detenerse?

R=50 cmk =62 N/m

000000

Respuesta. Una vuelta.

12. Se aplica una fuerza de 1 N a una particula de 50
g que esta inicialmente en reposo sobre una
superficie.
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a) ¢ Cuanto trabajo realiza sobre la particula en 10 s si
la superficie es lisa y la fuerza es horizontal?

b) El mismo caso de a) pero la fuerza hace un angulo
de 60° con la horizontal.

c) El caso b) pero con rozamiento entre la particula y
la superficie 0,25 y ¢Cuanto trabajo se consume en
vencer el rozamiento?

Respuesta. a) AW =1000J ,b) AW =2505J,
c)AW =143J , AW =46J

13. Encontrar la funcién energia potencial de un
resorte si el origen se coloca en la pared y la longitud
del resorte sin estirar es L.

r=7L

Respuesta. U, = %kx2 —kLx+C

siC :EkL2 =
2

Ug =%k(x2 —2Lx+ L2)=%k(x— LY

14. Una particula que se mueve a lo largo del gje x
esta sometida a la accion de una fuerza en un sistema
conservativo a la que le corresponde la siguiente
funcion energia potencial.

U, =a+bx* —cx’

Determinar los coeficientes a. b y ¢, si se sabe que el
potencial se anula en el origen, que x =2 m en una
posicién de equilibrio y que una particula de 5 kg con
una velocidad en el origen de 2 m/s queda en reposo
enx=Im.

Respuesta. a=0, b =80/7 J/m?, ¢ =10/7 J/m*

15. La energia potencial entre dos moléculas vecinas
viene dada por:

A B
Vo=t
siendo r la separacidn entre las moléculas.
a) ¢ Cudl es la fuerza entre ellas en funcion de r?
b) ¢Cual es la posicion de equilibrio de las dos
moléculas?
¢) ¢Qué energia seria necesaria para alejarlas de su
posicién de equilibrio indefinidamente?

B

Respuesta. a) )= —6r—A7 +12ﬁ , b)
% 2
A 4B

16. Hallar la fuerza conservativa que da origen a la
funcion energia potencial.
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U =3x%y +%— y’

Respuesta.
F= y(iz—ijiAJr(Zy—sz —Ejj—l
X X X

17. Una particula de masa 4y penetra en una region
en la cual su energia potencial es la indicada en la
figura y pasa valores grandes de x, a los cuales su
energia potencial es cero, tiene una energia cinética
de 16 x 107 J.

a) ¢Cual es su energia cinética en los puntos A, By
c?

b) Estando en el punto A, la particula pierde
bruscamente la mitad de su energia total. (la gréfica
de la energia potencial no se altera). Describe
cualitativamente el movimiento subsiguiente, dando
el dominio de valores de x en el cual puede moverse
la particula.

~

E1071|,

10

0 1 2 34 356 7 8 9 1011 x10%m

Respuesta. E, =8x107 J , E, =12x107J,
E.=6x10"1J

18. Un bloque de masa m es lanzado hacia arriba en
un plano inclinado con una velocidad de magnitud

V, . El'angulo del plano es 1% y el coeficiente de
friccion del bloque y el plano es z¢ . Si el bloque

viaja una distancia L hasta detenerse y comienza a
bajar volviendo a su posicidn original. Calcular,

a) El trabajo realizado por la fuerza normal durante el
movimiento.

b) El trabajo realizado por la fuerza de friccion
durante el movimiento.

c) El trabajo realizado por la fuerza de gravedad
durante el movimiento.

d) Encontrar L en funcion de Vv, y 0.

e) ¢Cual es la velocidad del bloque cuando vuelve al
punto inicial?
Respuesta. a) 0, b) —2umgL cosé , c) 0,

Yo

~ 29(ucosd+send)’

d L

e) V= ng — 419l cosé

19. Se dispara un proyectil con una velocidad inicial
de magnitud Vv, y formando un angulo & con la
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horizontal. Usando la conservacion de la energia
encontrar.

a) La altura maxima alcanzada.

b) La magnitud de la velocidad cuando el proyectil
esta a la mitad de su maxima altura.

2 2
Respuesta. a) h = M,
29
2
.

20. Una fuerza F = 8t (t en segundos, F en Newton),
actlia la particula P de masa m = 4kg durante un
tiempot=6s.

Si parte del reposo a partir del origen.

a) Calcular el trabajo efectuado.

b) Calcular la energia cinética al instante t.
Respuesta. a) W = 2592 J, b) K = 2t*J.

21. Un resorte de longitud ¢ y constante k se sujeta a
un bloque de masa my al piso. Si el bloque se levanta
aunaaltura 3/ y soltado desde el reposo.

a) ¢ Cudl serd la velocidad del bloque cuando esté a
unaaltura2 ¢ ?

b) ¢Cual seréa la maxima compresion del resorte?

Respuesta. a) V = 1/3£€2 + 29/,
m

b)
y:kf—ngr

(kﬁ—mg
k k

22. Dos placas cuyas masas son my y my,
respectivamente, estan conectadas por un resorte.

¢ Qué fuerza debera aplicarse a la placa superior para
elevar la placa inferior después que se retira la
presion? No tomar en cuenta la masa del resorte.

[ n |

jz . (3ke2 + 6mge)
K

[ 1, |

Respuesta. a) F > (m1 +m, )g

23. Una bolita de masa m desliza a partir del reposo
hacia abajo por un carril doblado como se muestra en
la figura, el rozamiento es despreciable, hallar:

a) La reaccion normal del carril en A.

b) La energia cinética de la bolita en B.

c) La reaccion normal del carril en 8.

d) La energia cinética de la bolita en C.

e) La reaccion normal del carril en C.
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8 0,6 m de radio

B

C
Respuesta. a) 0,5mg, b) 0.3mg,c¢) 25mgd) 1,1
mg, €) 5,4 mg

24. Un bloque pequefio de masa m resbala partiendo
de la parte superior de una esfera sin friccion de radio
R. ¢ Cudl es el angulo en el que el bloque pierde
contacto con la esfera.

2
Respuesta. a) C0SH = 3

25. 1n saco se empuja suavemente por el borde de
una pared en Ay oscila en un plano vertical colgado
del extremo de una cuerda de 4m que puede soportar
una tension maxima igual a dos veces el peso del
saco.

a) Determinar la altura a la que se rompe la cuerda.

b) ¢ A qué distancia de la pared vertical caera al .suelo
el saco?

-'—4111—-1

"

L
4

U —

'T_ - 4 1m
¥
|

Respuesta. a) y =1,33m

26. Una bola pequefia de masa m = | g desliza hacia el
fondo de un valle moviéndose sin rozamiento como
se indica en la figura. Partiendo del reposo, la bola
cae desde una altura h = 2m y abandona el fondo del
valle formando un angulo @ con la horizontal. En el
punto mas elevado de su trayectoria la bola choca con
un resorte montado sobre una pared y lo comprime 2
cm. La constante del resorte es k = 49 N/m.

a) ¢A qué altura y esta el resorte? b) ;Cual es el

angulo 8°?
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Respuesta. a) y =1 m, b) € = 45°

27. Una bola de acero de masa 1 kg esta unida a un
extremo de un alambre de 1m de largo y gira
alrededor del otro extremo con una velocidad angular
de 120 rpm. ¢Cudl es la energia cinética de la bola?
Respuesta. 78,88 J

28. La faja transportadora de la figura se mueve con
una velocidad constante V y descarga los paquetes

sobre la rampa AB. El coeficiente de rozamiento
entre los paquetes y la rampa es 0,30. Sabiendo que
los paquetes deben alcanzar el punto B con una

velocidad de 4 m/s, determinar la velocidad Vv,
requerida en la faja transportadora.

-y

Respuesta. 3,02 m/s

29. Una locomotora ejerce un tiro constante en la
barra de traccion de 160000 N mientras aumenta la
velocidad de 48 a 72 km/h. ¢ Cual es la potencia que
desarrolla la locomotora:

a) al comienzo del periodo?

b) al final del periodo?

c) ¢Cuales la potencia .media durante el periodo?
Respuesta. a) 2859 hp , b) 4290 hp ¢) 3574 hp

30. Una gria industrial puede levantar su maxima
permitida de 25 toneladas a la velocidad de 20mm/s.
Sabiendo que la grda es movida por un motor de 10
kW. Determinar su rendimiento.

Respuesta. 49%

31. ¢Cuadl es la velocidad maxima la que un motor
capaz de suministrar 10 kW puede elevar un ascensor
de masa 500kg, sin tomar en cuenta las fuerzas de
rozamiento?

Respuesta. v=2,0 m/s

32. Si a un automavil de masa 1000 kg que se mueve
sobre una carretera horizontal con una velocidad de
48 km/h se le apaga al motor, este recorre ain 0,8 km
antes de detenerse. carga
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a) Considerando que la fuerza de rozamiento es
independiente de la velocidad, calcule su valor
medio.

¥ b) ¢ Qué potencia debe consumirse para mantener el

automovil en movimiento con una velocidad de 48
km/h?
Respuesta. a) Fr=110 N b), P =2 hp

33. Un automovil de 1500 kg se desplaza 200 m
mientras es acelerado uniformemente desde 50 hasta
73 km/h. Durante todo el movimiento el automovil se
desplaza sobre una carretera horizontal, y la
resistencia al movimiento es igual al 2 por ciento del
peso del automovil. Determinar:

a) La maxima potencia requerida.

b) La potencia requerida para mantener la velocidad
constante de 75 km/h.

Respuesta. a) 25 kW , b) 6,13 kW

34. Un peso Dy el contrapeso C tienen cada uno una
masa de 350 kg. Determinar la potencia requerida
cuando el peso:

a) Se mueve hacia arriba con velocidad constante de
4m/s.

b) Tiene una velocidad instantanea de 4m/s hacia
arriba y una aceleracion hacia arriba de 0,9 rn/s?.

C

|

Respuesta. 6,86 KW , 8.44 kW

©

35. Un blogue de 0,50 kilogramos es sujetado contra
el resorte por una fuerza externa horizontal de 36 N.
Se quita la fuerza externa, y el blogue se proyecta con
una velocidad vy = 1,2 m/s a partir de la separacion
del resorte. El blogue desciende una rampa y tiene
una velocidad v, = 1,8 m/s en la base. La pista es sin
friccion entre los puntos Ay B. El bloque ingresa a
una seccion rugosa en B, extendiendo hasta E. El
coeficiente de friccion cinética es 0,30. La velocidad
del bloque esvs = 1,4 m/s en C. El bloque se mueve
hasta C donde se detiene.
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Vi=12ms
—
LEEL
n : Y= 1,_8me.5 ¥= lﬁmfs V= 0,0mss

fizo R

a) La constante del resorte es:

b) La compresion inicial del resorte en cm es:

c) La altura h de la rampa en cm es:

d) El trabajo realizado por la friccion entre los puntos
ByCes:

e) La distancia s que el blogue viaja entre los puntos
ByDes:

Respuesta.

a) 1800 N/m, b) 2,0,¢) 9,d)-0.32Je) 0,55 m

36. Una barra sin masa de 1,5 m se fija libremente a
un pivote sin fricciéon en O. Una bola de 3,0
kilogramos se une al otro extremo de la barra. La
bola se sostiene en A, donde la barra hace un angulo
30° sobre el horizontal, y se lanza. El montaje de la
bola-barra puede girar libremente en un circulo
vertical entre Ay B

30kg
" B
1,im
30 Kl
o 30
>
D

a) La bola pasa a través de C, donde la barra forma un
angulo de 30° debajo de la horizontal. La rapidez de
la bola cuando pasa por C es:

b) la tension en la barra cuando la bola pasa por el
punto mas bajo D es:

Respuesta. a) 5,4 m/ s, b) 120 N

37. Una fuerza externa constante P =120 N se aplica
a una caja de 20 kilogramos, que esta en una
superficie horizontal aspera. La fuerza empuja la caja
una distancia de 8,0 m, en un intervalo del tiempo de
4,05,y lavelocidad cambia dev; =0,5m/sav, = 3,5

m/s.
P=120N
h w=0,5mss v, =3,5ms
- [20kg ] EE

I 2,0m 1

a) El trabajo realizado por la fuerza externa es:
b) El trabajo realizado por la friccion es:

¢) La razén de cambio promedio de la energia
cinética de la caja, en los 4,0 segundos es:
Respuesta. a) 830 J, b) -700 J, ¢) 30W
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38. Un cajon de 100 kilogramos esta en una
superficie aspera inclinada 30°. Una fuerza externa
constante P de 800 N se aplica horizontalmente al
cajon. La fuerza empuja el cajon una distancia de 3,0
m arriba de la pendiente, en un intervalo del tiempo
de 2,0 s,y la velocidad cambia de v; =0,8 m/s a

Vv, =2,2mfs.

a) El trabajo realizado por el peso es:

b) El trabajo realizado por la fuerza de friccion es:

¢) El trabajo realizado por la fuerza normal es:

d) La potencia media producida por la fuerza externa
P durante los 2,0 segundos es:
Respuesta.

a) -1500 J, b) - 400 J c) Cero , d) 1050 W

39. Una muchacha lanza una piedra de un puente.
Considere las maneras siguientes que ella puede
lanzar la piedra. La velocidad de la piedra con la que
lanza es igual en cada caso.

Caso A: Lanzada derecho para arriba.

Caso B: Lanzada derecho para abajo.

Caso C: Lanzada con &ngulo de 45° sobre horizontal.
Caso D: lanzada horizontalmente.

¢En qué caso la velocidad de la piedra sera mayor
cuando llega al agua?

Respuesta. la rapidez es la misma en todos los
Casos.

40. Para hacer el trabajo sobre un objeto,

A) es necesario que haya friccion.

B) es necesario que no haya friccion.

C) el objeto debe moverse.

D) la fuerza que hace el trabajo debe estar dirigida
perpendicularmente al movimiento del objeto.

E) la fuerza aplicada debe ser mayor que la fuerza de
la reaccion del objeto.

Respuesta. C) el objeto debe moverse.

41. Un bloque de 8,0 kilogramos se lanza del reposo,
v; = 0 m/s, en una pendiente rugosa. El bloque se
mueve una distancia de 1,6 m abajo de la pendiente,
enun tiempo de 0,80 s, y adquiere una velocidad de
v, = 4,0 m/s.

V1=I:I.?mf.5'
N

a)) El trabajo realizado por el peso es:
b) La razén promedio a la cual la fuerza de friccién
realiza trabajo en el intervalo de tiempo de 0,80 s es:
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¢) La razén promedio a la cual la fuerza normal
realiza trabajo en el intervalo de tiempo de 0,80 s es:
d) La razén promedio a la cual el bloque gana energia
cinética durante el intervalo de tiempo de 0,80 s es:
Respuesta.

a)) +80J,b)-20W, c) Cero, d) 80 W

42. Una persona de 60 kilogramo cae desde el
reposo uno distancia 1,20 m sobre una plataforma de
masa insignificante apoyada sobre un resorte duro.
La plataforma baja 6 cm antes de que persona vuelva
al reposo. ¢Cual es la constante del resorte?
Respuesta. 4,12 x 10° N/m

43. Un objeto esta sujeto a una fuerza restauradora F
= 6x%, donde x es el desplazamiento del objeto desde
su posicion de equilibrio. ¢ Qué trabajo debe
realizarse para mover al objeto desde x =0x = 0,15
m?

Respuesta. 7,59 x 107 J

44, Dos resortes idénticos tienen longitudes sin
estirar de 0,25 my las constantes de la fuerza de 200
N/m. Los resortes se unen a un blogue pequefio y se
estiran a una longitud de 0,30 m como en la figura A.
Una fuerza externa P tira del bloque 0,02 ma la
derechay lo sostiene alli. (Véase La Figura B)

| 0,30m i i 0,30m |
0,28m —]
2ty

|<—D,32m4>‘ Tﬁ

a) El trabajo requerido para ensamblar los resortes y
el blogque (figura A) es :

b) La fuerza externa P, que mantiene al blogue en su
lugar (figura B) es:

c) El trabajo realizado por la fuerza externa P en jalar
el bloque 0,02 m es:

Respuesta.
a) 0,50, b)

E)8 N, c) 0,08 W

45. El bloque A (0,40 kg) y el blogque B (0,30 kg)
estan sobre una mesa sin friccion. El resorte 1 conecta
al blogue A a una varilla sin fricion O y el resorte 2
conecta el bloque Ay el bloque B. Los blogues estan
en movimiento circular uniforme alrededor de o, y los
resortes tienen longitudes de 0,60 my 0,40 m, como
se muestra. La velocidad lineal del bloque B es 2.0
m/s.

www.librospdf1.blogspot.com

25

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

™
b "

- M
E \
N 2,05
y kn
!
)] 1 @
Ooaauaaoo s W e

I

L ssoms)
/ /
r

!

I 0,600

s
o
~

P i

a) El resorte 2 estira 0,06 m. La constante de fuerza
del resorte 2 es:

b) La constante de fuerza del resorte 1 es igual a 30
N/ m. La longitud sin estirar del resorte 1 es:

Respuesta. a) 20 N/m, b) 0,53 m

46. Una barra ligera de 0,80 m se fija libremente a un
eje vertical en A. Un disco de 2,0 kilogramos se une a
la barraen B. Un resorte se unealamasaen By ala
manga en el eje en C. A La manga es sin friccion,
permitiendo que se baje y suba libremente, de modo
que el resorte sea siempre horizontal cuando esté
estirado. La longitud del resorte sin estirar es 0,45 m
y la constante es 210 N/m.

a) El eje estd girando y el resorte estirado tiene una
longitud de 0,48 m. La aceleracion radial del disco es:
b) El eje esté girando y la varilla forma un angulo de
40° con el eje. El resorte esta estirado y horizontal.
La aceleracion radial del disco es:

c) El eje esta girando y el resorte tiene una longitud
de 0,45 m. La aceleracion radial del disco es:
Respuesta.

a) 10,5 m/s?b) 15,0 m/s?, c) 6,7 m/ &2

47. Cierto coche que viaja 20 resbalones del mph a
una parada en 20 metros del punto donde los frenos
fueron aplicados. ¢En qué distancia el coche pararia
aproximadamente la tenia que va 40 mph?
Respuesta. 80 metros

48. Un motor de la arena en una mina levanta 2.000
kilogramos de la arena por minuto una distancia
vertical de 12 metros. La arena esta inicialmente en
el resto y se descarga en la tapa del motor de la arena
con la velocidad 5 m/s en un canal inclinado de
cargamento. ¢En qué tarifa minima se debe la
energia proveer a esta maquina?

Respuesta. 4,34 kW

49. La constante de un resorte es 500 N/my su
longitud sin estirar es 0,60 m. Un bloque de 4,0
kilogramos se suspende del resorte. Una fuerza
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externa tira hacia abajo lentamente el bloque, hasta T
que el resorte se ha estirado a una longitud de 0,72 m. i

se quita y el bloque sube. | F
a) La fuerza externa sobre el bloque es: il
b) Cuando el resorte se ha contraido una longitud de 10cw = B
0.60 m, la velocidad del bloque hacia arriba es: : =
¢) Cuando el resorte se ha contraido una longitud de =
0.66 m, la aceleracion del bloque incluyendo su
direccion es: (8 (k) () (@
Respuesta. a) 20 N, b) 0,4 m/s, ¢) 2m/s’, hacia a) La compresion del resorte en la figura b es:
abajo b) La fuerza externa P en la figura c es:

c) La energia potencial elastica del resorte en la
50. la constante de un resorte es 200 N/my su figura c es:
longitud sin estirar es 10 centimetros. El resorte se d) La aceleracion inicial del disco cuando la fuerza
pone dentro de un tubo liso de 10 centimetros de alto externa es removida es:
(lafiguraa). Un disco de 0,40 kilogramos se coloca e) La velocidad v del disco cuando emerge del tubo
sobre el resorte (figura b). Una fuerza externa P en la figura d es:

empuja el disco hacia abajo, hasta que el resorte tiene Respuesta. a) 2,0, b) 8N, ¢) 0,36 J, d) 20 m/s?,
4 centimetros de largo (la figura c). Se quita la fuerza e) 0,80m/s

externa, el disco se proyecta hacia arriba y emerge del
tubo (figura d).

26
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CAPITULO 6. SISTEMA DE PARTICULAS

INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estado estudiando el movimiento
de los objetos cualquiera que sea sin considerar su
estructura. Ahora demostraremos que lo estuvimos
haciendo bien considerando al objeto sin tomar en
cuenta las fuerzas que actdan sobre sus partes.
Introduciremos el concepto de centro de masa de un
sistema de particulas, también se introducira el
concepto de cantidad de movimiento y se demostrara
gue este se conserva cuando el sistema se encuentra
aislado de los alrededores,

SISTEMA DE PARTICULAS

La figura muestra un sistema de particulas compuesto
de tres masas. En el sistema existen dos tipos de
fuerzas,

a) Las fuerzas externas como la atraccion
gravitacional de la tierra por ejemplo.

b) Las fuerzas internas que las particulas ejercen unas
sobre otras (estas fuerzas pueden ser gravitacionales,
eléctricas, etc.)

“
Fg::ut

En la figura hemos cambiado el contorno del sistema,
excluyendo la masa ms;. Como Una Consecuencia de
esto las fuerzas internas Sobre m; y m, debido a m; ya
no son internas, se han sumado a las fuerzas externas
previas, produciendo una nueva fuerza resultante.

www.librospdf1.blogspot.com

La seleccién del contorno de un sistema es similar a
seleccionar un sistema de coordenadas.

SEGUNDA LEY DE NEWTON APLICADA A
UN SISTEMA DE PARTICULAS

La figura siguiente muestra un sistema de n particulas

de masas my, m,, .....m,, con posiciones especificadas
- - —

por Ia, M2, ............. I'n ,, respectivamente.

La segunda ley de Newton para la particula M, es:
— - — -

Fi =ma; = Fiexter+ Fiint

Donde:

5
Fiint = suma de las fuerzas internas sobre m;

5
Fiext = suma de las fuerzas externas sobre m;

La suma de las fuerzas internas sobre la masa m; es:

- - - - n -
Fiine = Fro+ Fis+ .o Fo =2Fij
(j=i)
En general para la particula i es:
- n -
Fim =) F
(j=i)

La fuerza total para el sistema es:
i=n _ i=n N i=n n n _

F=>mai=3 Fisat 23 F,
i=1 i=1 i=1 i=1 (

Por la tercera ley de Newton cada una de las fuerzas

- -
F; tiene un F; igual, pero de sentido contrario
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Consecuentemente solo queda

n. -

d2 n N
Z iext Wzmi = _ I:iext
i=1 i=1

i=1

i=1

CENTRO DE MASA

Frecuentemente es muy préctico reemplazar un
sistema de muchas particulas con una particula
simple equivalente de masa igual. La pregunta es
donde colocar esta particula simple con respecto al
origende xey.

Definamos el vector posicion del centro de masa por
la ecuacion:

n

Llamando a Zmi =M (masa total de las n
i=L

particulas).

n -
. IZmr

IFCM M
- ~ N ~
Como Ty = Xewl + Yem ]+ Zew K

1 n
Tenemos que: Xgy :—Zmixi,
1 n
= — my., z
Yy M M ; |y|

Si hacemos que el nimero de elementos n, se
aproximen al infinito, la sumatoria se reemplaza por
una integral y m por el elemento diferencial dm.

Luego.
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1 n
Xem AIn!rDOVleAm —dem

De igual forma se obtiene:

Yeu = lIM —Zy Am, ——J.ydm,

Am; =0

Zey = lim —Zz Am, _—jzdm y

Am;—>0 M

r?,, :M'[rdm

MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA.

-

Si en la ecuacion: (?sz = Z F|ext

i=0 i=1

n - -
Sustituimos Zmi r=Mr,
i=1

Obtendremos la ecuacién del movimiento del centro
de masa

d 2 - n. -
—7 M Iy Z Flext = M a Z I:iext
i=1

N
El punto indicado por [, , vector posicion del

centro de masa, se mueve se mueve como si en el
estuviera concentrada toda la masa y las fuerzas
externas del sistema.

Ejemplo 1. Centro de masa de tres masas
puntuales.

m(1)+ 2m(1)+3m(2)
m+2m+3m
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l n
M~ Vzmi Yi
i-1

m(2)+2m(3)+3m(2)
m+2m+3m

13m 13
6m 6

Ejemplo 2. Centro de masa de un tridngulo.

i

¥

¥
--;'.’—h-”-;dx |

R =

Xem :ﬁjxdm

Para evaluar

m = Mxérea de la lamina
area total
= M ydx = 2M ydx

1 ab

—ab

2

Luego: Xoy = — j xdm = ﬁ j x(za—l\gjydx
2 ca
Xydx

abI y

Para poder integrar tenemos que expresar la variable
y en funcion de x.

Por semejanza de triangulos:
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Sustituyendo:

2 a_ b 2 ra
Xow =, x- (- dx_—zjO x(a — x)dx
3

- 2 [ - {a—+%}a

0
2 (a® a° a
= — — 4+ — = —
azl 2 3 3

Realizando calculos similares encontramos:

b

Yo =5

3

- ~

Finalmente: I, = ai + b i
lem T LN TS
3 3

Ejemplo 3. Centro de masa de un arco
semicircular.

Por el sistema de coordenadas escogido, Xq, =0,

porque por cada elemento de masa a la derecha (+),
existe otro elemento igual a la izquierda (-). Sin

embargo para Y,, es diferente.

Yem = ﬁj ydm, en este caso dm = Ad/

Donde 4 :M y d/ = Rd@
7R
Como Yy = Rsené, tenemos:

—ij”(Rsene)sza = Lsz”senede
You =17k b

- Loosols - 2 @)

— =0,64R
T
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El centro de masa no se encuentra dentro del cuerpo.
Las figuras siguientes muestran como localizar
experimentalmente el centro de masa primero
colgandolo de la parte superior y luego de otro punto
cualquiera.

|
cMt
|
I
I

Ejemplo 4. Explosion de una granada

..,
Trayectona del centro de o™
yectona del centro j -
masa de los fragmentos .

Una granada lanzada al aire que explota en varios
fragmentos. La Unica fuerza externa sobre la granada
es la fuerza de la gravedad, entonces la granada sigue
una trayectoria parabélica. Si la granada no estallara
continuaria moviéndose a lo largo de la trayectoria
parabdlica indicada en la figura. Como las fuerzas de
la explosién son internas, no afectan al movimiento
del centro de masa. Entonces. Después de La
explosion el centro de masa de los fragmentos sigue
la misma trayectoria que tendria la granada s! no
hubiera habido explosion.

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Supongamos el caso de dos particulas esféricas P; y
P, de masas m; y m, con trayectorias contenidas en la
misma recta, se aproximan una a otra con velocidades

- -
V,,y V, respectivamente.

Cuando P, y P, entran en contacto, P, ejerce sobre P,
la fuerza Fy, y P, ejerce sobre Py la fuerza F»,. De

- -

acuerdo con la tercera ley de Newton F, = —F,, .
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P1

FEI :

Después que P; y P, se separan, las velocidades
- - - -
respectivas son V', y V', diferentesde V,,y V, .

Pl 3

Ahora nos preguntamos. ¢Qué pasa durante el choque?

P2
Q;—
12

El tiempo de contacto total At es muy pequefio,
quizas solo de aproximadamente 0,001 segundos. La
fuerza de contacto inicialmente es cero, aumenta
hasta un valor muy grande y. finalmente disminuye
hasta cero, cuando dejan de estar en contacto. La
figura siguiente muestra una variacién tipica de la
fuerza en el tiempo de contacto.

Fy

Sea t; —t; = At el tiempo que dura el choque,
aplicando la segunda ley de Newton a las particulas

N
- - dv
_ _ 1
FlZ - ml al - 1
dt
N
- N dv
_ 2
F21 m2 a‘2 m2
dt

OF,dt=mdv, yF,,dt=m,dv,

Integrando las dos relaciones durante el choque,

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Sistema de particulas

J:f F_l)z dt = mlL\:ld\Z y
J:f I:—2>1 dt = m, I\:z d \Z

Finalmente
ty = - -
J't_ Fodt=m| Vv ,-v, |y

ty = - -
) Fdt=m,| v',~v,
Trabajando con el primer miembro

ts X
I Fdt corresponde al area bajo la curva mostrada
5

en la figura anterior, a ésta cantidad la llamaremos

IMPULSO (3)

- t, =
J =jti Fy, dt

Sus dimensiones son: [F] [T] = [M][L][T]*
En el sistema internacional sus unidades son:
Newton.segundo (N.s)

Trabajando con el segundo miembro

- - "
m| V=V, [y M| V,—V,

— —
Llamaremos a la cantidad mvV = p,

CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL o
Momentum lineal de la particula (lo designaremos
en la practica simplemente como cantidad de
movimiento), cuyas dimensiones son:

[M] [[L]] = [M] [L] [T]*
En el sistema internacional sus unidades son:

kg.m.s™

www.librospdf1.blogspot.com

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

La particula P, ha sufrido en el intervalo
t; —t, = At, un cambio de la cantidad de

o t, = - o - -
movimiento L Fodt=m| V' -V, | = p;-p

5
y esta cantidad es también igual al impulso J
recibido en ese instante por la particula

-

J=p;—p

Luego: “El cambio de la cantidad de movimiento
es igual al impulso”.

Ejemplo 5. Una pelota de 100 gramos esta en reposo
sobre el piso, cuando recibe un puntapié que la lanza
con una velocidad de 30 m/s.

a) ¢Qué impulso se dio a la pelota?

b) Si el tiempo que el pie est& en contacto con la
pelota es 10° segundos. ¢ Cual es la magnitud
aproximada de la fuerza impulsiva?

Solucion.

a) El impulso es igual al cambio de la cantidad de
movimiento:

— - - - -
J=p;=p, =mv,—my,
En este caso

- - ~
m=0.1kg, v, =0, v, =30i m/s

3 = (01)30i)—0 =37 KM

b) Se puede obtener un estimado de la fuerza que
-
actta sobre la pelota, dividiendo el impulso J por el

tiempo At =1, —1t; en que actla la fuerza:

F=

B e

T _ .o kgm

Como J =3I y At =0,001s
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3i
0,001

= — 3000f N

Ejemplo 6. Se deja caer una pelota de masa m de una
altura h sobre el nivel del suelo y rebota hasta una
altura hy

a) ¢Cual es la velocidad V; inmediatamente antes de
chocar con el suelo?

b) ¢Cual es la velocidad V; inmediatamente después
de chocar con el suelo?

5
c) ¢Cual es el impulso J que se le da a la pelota en
el impacto con el suelo?

Solucioén.

a)ComoV_;:O, x=0,y=h,

-

v, = \/Zgho ]

b) Como después de chocar y = hl, la velocidad

N
V; después de chocar es:

:\/29h1]

c) El impulso de la pelota es:

i = myzalJ, (R

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE
MOVIMIENTO

- -
J=mv,—-m

La cantidad de movimiento de una particula de masa
-
my velocidad V es:

p=myv

La cantidad de movimiento de n particulas es la suma
de las cantidades de movimiento individuales,

ptotal Z pl zmi \7
i=1
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Usando la expresion de centro de masa

n

- -
va =M Vewi
i=1

- n - -
De aqui Py = Zmi vV, =M vewi
i-1

La cantidad de movimiento total de un sistema es
igual a la cantidad de movimiento de la masa total
concentrada en el centro de masa del sistema.

Derivando nuevamente la expresion anterior:

d~ d -
d ptotal dt —Vicm = M aICM = F|ext

Esta cantidad es muy importante, ya que si no hay
fuerza externa,

-

2 d
Fiex =0 = aptotaﬂ =0

~ P, = CONSTANTE

Esto es la conservacién de la cantidad de
movimiento. Si no hay fuerzas externas sobre un
sistema. La cantidad de movimiento total del
sistema es constante.

Ejemplo 7. Tres particulas de masas 2 kg, 1 kg y 3 kg
respectivamente con vectores posicion

5ti — 5t j+ 3t k cm,
=] {
F

= |2t -3 —2-5t2)j + (4-+ 6t 3K |em

r, =|(02t—1f - (2 + 2)j - t%]em
Donde t es el tiempo en segundos.

Encontrar: a) La velocidad del centro de masaent=
lsyt=2s

b) La cantidad de movimiento lineal total del sistema
ent=1syt=2s.

c) Analizar si el sistema de tres particulas es sistema
aislado

Solucién.
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a) La posicion del centro de masa esta dada por la
expresion:

- - -
I’H _mn+m,rp+mgl;
cM —

m, +m, +m,

Reemplazando valores, obtenemos:

r, = [(St ~) 4+ (2 3)f (-t Zt)Z]cm
La velocidad del centro de masa es

Vou = L1y =37 — 2 + (32 + 2K [ S
dt S
Parat=1s
- ~ ~ ~ cMm
Vi :[3| -2] +—k]C—
S
Parat=2s

Vo =[BT 4] + —812]‘:—:]

b) La cantidad de movimiento del sistema es:

- - - - -

p=+mVv,+m,Vv,+m;v, = Mvg,
p=6[3i -2 + (-3t +2)12]kg—scm

Parat=1s

kg cm
S

p, = 6[3F 2] —K]

Parat=2s

kg cm
S

, = 6[37 — 4] —8K]

- - -
c) Como, P, # P, , P no es constante, luego el

sistema no es aislado.

Ejemplo 8. Un pescador de masa 70 kg esta en un
bote estacionario de masa 200 kg, cuando su
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ayudante ahogandose se encontrara el pescador
cuando alcance el extremo del bote?

Solucion.

Consideremos aislado el sistema bote, pescador,
ayudante, por lo tanto su cantidad de movimiento es
constante.

P =M Ven = CONSTANTE

Como en inicio el sistema esta en reposo:

520: \_/)cmzo

d 4

- r

Como Vem = T =0
dt

?cm = CONSTANTE, la posicion del centro de

masa permanece constante

En éste problema que es en una sola dimension:

X, = CONSTANTE

Tomemos como punto de referencia la posicion del
ayudante en el extremo del bote, al soltarse seguira en
la misma posicion.

Analicemos la posicién inicial.

T
BE

s

El centro de masa del sistema pescador-bote esta en:

M, m,(2,5)

cm

m, +m,

Analicemos la posicion final.

5

El centro de masa esta en:

ayudante que no sabe nadar y esta en el agua cogido
del extremo opuesto, se suelta. El pescador corre 2,5
m hasta alcanzar este extremo. ;A que distancia del
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My (X, +X)+m X

X =

cm

m, +m,

Como la posicion del centro de masa del sistema es
invariante, se tiene:

m,X, + M, (25)  my(x, +x)+m_x

m, +m, m, +m,

= (m, +m, Jx=m (2,5)

Reemplazando valores:

70(2,5)

= =) - 0,65m
(200 + 70)

La posicion del pescador estara a 0,65 metros del
ayudante.

Ejemplo 9. Un muchacho de masa m, y una

muchacha de masa M, , ambos con patines, se

encuentran en reposo uno en frente del otro, El

muchacho empuja a la muchacha, mandandola hacia
—

el este con una velocidad V . Describa el movimiento

del muchacho.
Solucion.

Siendo un sistema cerrado la cantidad de movimiento
Se conserva,

- -

=0,

pantes = pdespués

> -
Si V1 y V2 son las velocidades del muchacho y la
muchacha después del empujén, respectivamente:

- -
m, Vi+m, vz =0

Considerando el movimiento en el eje x, y la
direccion al este como sentido positivo

- -

V2 =V=Vi
De aqui
m, Vi+ myVvi =0 = vi=——2vi

m,
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El muchacho sale con una velocidad de médulo

m, .
V, = —=V dirigida hacia el oeste,
ml

Ejemplo 10. Dos personas de masa m cada una, se
encuentran paradas en los extremos opuestos de un
bote de longitud d y masa 3m que se encuentra en
reposo sobre un liquido sin friccion, tal como se
muestra en la figura. Las personas caminan una hacia
la otra con rapidez constante y se encuentran a d/4 del
extremo izquierdo del bote.

a) Si la persona de la izquierda se mueve con
velocidad Vv, respecto al bote, ;cual es la velocidad

que tiene la otra persona, respecto al bote?

b) ¢Cudl es la velocidad del bote, respecto a tierra,
durante el movimiento de ambas personas?

€) ¢(Cuénto avanzo el bote hasta el momento del
encuentro?

m
ol

Solucioén.

I‘* /5 G A
x—-|<—§-—|<—§d4>|
a)

El tiempo empleado para encontrarse es el mismo
para las dos personas

Ya_*%
VO Vl

b) Por conservacion de la cantidad de movimiento

- -

= V, =3V, Hacia la izquierda

pantes = pdespue’s
N

pantes = O

N

D gespuss = M(Vo + Vi )l +M(=3v, +V, i +3my,i =0

- ~

2
= Vb ==Vl
5

c)

El tiempo de caminata de las personas es t = 4—
VO

luego el bote se habra movido
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2 d d
X:Vbt = EVO 4— =
v, ) 10

SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE
MASA

Cuando la fuerza externa resultante que actla sobre
un sistema es cero, la cantidad de movimiento total es
constante. Muchas veces es conveniente escoger un
sistema de coordenada., con el origen situado en el
centro de masa. Este sistema se denomina
“SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE
MASA”

Con respecto a este sistema la velocidad del centro de
masa por supuesto es cero y la cantidad de
movimiento total es cero.

El andlisis de la mayor parte de los chogues es méas
sencillo en el sistema de referencia centro de masa.

La transformacion de un sistema de referencia

cualquiera a un sistema centro de masa no es dificil.

Consideremos un sistema do dos particulas m; y m,
- —

con velocidades V, y V, respectivamente cuyo

N
centro de masa se mueve con velocidad V,, , como

se muestra en la figura.

iy
Fiy
(_:1’1';-'1 C
— _,._ - =
1?1 Vom V2
La cantidad de movimiento es:
- - - -

p=m,vitm, vz =(m +m,)Veu

Para transformar esta expresién al sistema Centro de
masa, las velocidades de las particulas con respecto al
centro de masa son como se muestra en la figura
siguiente.

Las velocidades relativas al centro de masa son:

- - - - - -

U =V,=Vey Y U, =V,—Vey
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m > o
= ————| V-V,
m, +m,

Como comprobacion, calculemos la cantidad de
movimiento total con respecto al centro de masa, el
cual debe ser igual a cero.

- -

N
p=m Ui+m,u:

- m2 > o
=p=m Vi—V,
m, +m,
m - -
=m,|——*1—|v-Vv,||=0
m +m,

En la seccién siguiente veremos ejemplos de
aplicacion usando el sistema de referencia centro de
masa.

CHOQUES

Se llama choque o colision entre dos cuerpos a un
fendmeno en el que los cuerpos Participantes son
libres antes y después de la interaccion, sobre los que
no actdan fuerzas resultantes.

La interaccion dura un tiempo muy corto, durante el
cual los cuerpos ejercen entre si fuerzas de cierta
intensidad.

Por lo general en los choques sé1o participan dos
cuerpos, aunque esto no es estrictamente necesario.
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Sean dos cuerpos de masas m; y m, con velocidades Para la masa M, :
= -~ . ? ? t, — — - - -
v,y YZ antes del choque)./veloudades V,yv, J’o Fdt=m,v,—m,v, =, =—J,;
después del choque respectivamente. t
En todo choque entre dos cuerpos se conserva la ) - >
cantidad de movimiento, esto es: Resolviendo para V; y V2.
- - - - - - — -
p=p = P+ P, =P+t P, =~ Jio | 1
Vi =-— Vo .V = Vo
ml 2
- - — -

mv,+m,v, =mv,+m,Vv,

Ahora nos introduciremos en el proceso complejo que
acompafia al choque, el instante At =t, —t;, enel Vo—vy = f 1 4 1 J% m, +m,

2 1~ YiD 1D
que aparece la fuerza de interaccion, este periodo m,m,
vamos a dividirlo en dos partes, los periodos de
deformacion y restitucion. La figura muestra el
gréafico de la fuerza de interaccion en funcion del
tiempo entre las masas m; y m,.

Ahora aplicaremos la ecuacion Impulso-cantidad de
movimiento por el periodo de restitucion (R).

t, > t;.
o

Para la masa m, :

Paralamasa 11

ty = - -
, Fdt=m Vv ,—myv, =J;

Para la masa m,:

N

ty = - - -
L F,dt=m,Vv',—-m,v, =J,, =—J

Paralamasa ",

- -
Resolviendo para V', y V'2.

E1 tiempo 1, es el instante de méaxima deformacion

en el que empieza la restitucion y las dos masas . \]ﬁ I \]% N
poseen la misma velocidad Vi="Rpy v, =Ry
ml m2
- - -
Vor =V = Vo : : ; .
La diferencia de estas velocidades es:
Vamos a aplicar la ecuacién impulso - cantidad de
movimiento para el periodo de deformacion (D), VT’ _ V_.’ _ J_) 1 + 1
2 1 1R
t—>1t: m, m,
Para lamasa M, : _ Jﬁ (ml +m, j
~ VIR
mlm2

ty = - - -
J} Fdt=m v,—mv, =J, _ 5 _

' De lo visto encontramos la relacion entre el impulso
de restitucion y el impulso de deformacion.

10
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‘]lR

\]?D - (Vz _Vl)

A esta relacion se le conoce como coeficiente de
restitucion (5)

Esta relacion fue propuesta por Newton y tiene
validez solamente aproximada.

El valor de esta relacion depende de muchos factores
tales como la geometria, las propiedades de los
materiales, la velocidad, por ello debemos
contentarnos con una determinacion experimental.

Ejemplo 11. Una pelota de béisbol de 0,15 kg de
masa se esta moviendo con una velocidad de 40 m/s
cuando es golpeada por un bate que invierte su
direccion adquiriendo una velocidad de 60 m/s, ¢qué
fuerza promedio ejercid el bate sobre la pelota si
estuvo en contacto con ella 5 ms?.

Solucion.
Datos: m = 0,15 kg
vi =40 m/s

vs = - 60 m/s (el signo es negativo ya que cambia el
sentido)

t=5ms=0,005s

Ap=1J

Pr-pi=J =>mvi-mvi=Ft

=F =m(vs - vt

F = 0,15 kg.(- 60 m/s - 40 m/s)/0,005 s
=0,15 kg.(- 100 m/s)/0,005 s
= - 3000 N

CASOS DE CHOQUE
Perfectamente elastico

=1, (Vlz_Vll) = _(Vz _Vl)
Inelastico ¢ <1

El coeficiente de restitucién y tiene un valor entre 0 y
1.

Perfectamente plastico
£=0,(v,~v,)=0
Explosivo & >1

Ejemplo 12.

www.librospdf1.blogspot.com
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a) Choque perfectamente elastico. En este caso no
hay pérdida en la energia mecénica asociada al
impacto, la energia cinética permanece constante.

K, +K, =K' +K",

1 2 1 2 l 12 1 12
Emlvl +Em2V :Emlvl-f‘gmzv 2

12 2 12 2
m, (vZ-v?)=m, (v2—vZ)

Por conservacién de la cantidad de movimiento
tenemos:

- - - -
p+P, =P+ P,

- - - -
m,v,+m,v, =m, Vv, ,+m,V,

- > - -
m, Vl_Vll =m, Vlz_Vz

Asumiendo que el movimiento es en una sola
direccion

ml(vl - Vll) =m, (Vlz _Vz)

Dividiendo entre si las expresiones halladas por
energia y por cantidad de movimiento obtenemos.

Vq +V'1 = V'2+V2 = (Vlz_vll) = _(Vz _Vl)
= (V'Z_Vll) :1
—(v, ;)

El cual es por supuesto el coeficiente de restitucion
de un choque perfectamente elastico £ =1.

b) Choque perfectamente plastico. En un choque
perfectamente Plastico, después del choque las masas
guedan juntas, es decir tienen la misma velocidad, tal
que

—
1

R
V', =V';, por lo tanto:

- -

V,-V, =0y e=0

Ejemplo 13. Medicion del coeficiente de
restitucion &
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Si se quiere medir el coeficiente de restitucion de 1os
materiales, se realiza mediante una bola hecha con
uno de los materiales y una superficie plana hecha
con el otro material, la que se coloca sobre el suelo.
Se suelta verticalmente la bola sobre la superficie

desde una altura h, .

Conocemos la velocidad de la bola al momento del
choque

v, =+/2gh,

La bola rebota verticalmente hasta una altura h,, tal

que la velocidad V'; de la bola después del choque es:

V', =—/20h,

Como la superficie no tiene velocidad inicial ni
velocidad final v, =0y v',=0.

Encontramos que:

)_ Vv
_)Vl

Reemplazando valores:

_\/Zghz hz
E=———"° = [—=
2gh, h,

Ejemplo 14. Choque pléstico o inelastico

a) Velocidades de igual direccion y sentido.

v ke
= My =
Antes
my+ M,
Y
|
Después

Supongamos un cuerpo 1 de masa m; y velocidad v,
que se dirige a hacia el cuerpo 2 de masa m, y
velocidad v,, siendo ambas velocidades de igual
direccion y sentido. Sobre cada cuerpo actu6 en el
momento del choque, el impulso que le provocé el
otro cuerpo, entonces hay dos acciones de igual
intensidad y sentido contrario, en consecuencia
ambas cantidades de movimiento seran iguales y de

www.librospdf1.blogspot.com
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sentido contrario. Luego del choque ambos cuerpos
contindan juntos con una velocidad final comdn a
ambos.

La velocidad final sera:
MyVyj + MoV = MyVag + MyVoe

Como vy Y Vo SON iguales porque ambos cuerpos
siguen juntos:

Vig = Vor = V¢
MqVii + MV = (Mg + My)ve

— V. = (mlvli + mzvzi)
L (memy)

b) Velocidades de igual direccion y sentido
contrario.

Antes
my+ iy

1({:

Después

En este caso los cuerpos poseian velocidades de igual
direccidn pero de sentido contrario antes del choque,
como en el caso anterior luego del impacto contintian
juntos, con una velocidad final que estara dada por la
diferencia de las cantidades de movimiento. La
velocidad final sera:

MyV1i - MoV = MyVas + MoVys
Igualmente:

Vif = Vof = V¢

M1Vii - MaVa; = (My + M)Vy

(mlvli — mzvzi)

=T mem,)

La velocidad final mantendra la misma direccidn pero
tendréa el sentido de la velocidad del cuerpo que antes
del choque tenia mayor cantidad de movimiento.

Ejemplo 15. Choque elastico

a) Velocidades de igual sentido
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i .
1: 23
iy iy
Antes
¥ W
m, e, |25
Después

Durante el choque cada cuerpo recibe una cantidad de
movimiento que es igual a la velocidad perdida por el
otro. Al recuperar su forma inicial, cada uno pierde o
gana respectivamente, la cantidad de movimiento
ganada o perdida en el momento del choque, la
velocidad final de cada uno seré:

3

2
(VZi —Vyi )+ Vi

Vv =—2
1f ml

Si las masas son iguales
Vig = Vg = Vo +Vy

b) Velocidades de distinto sentido

!

Antes

¥ W
1f m, . 2;

Despues

En este caso los cuerpos literalmente rebotan, y la
velocidad final de cada uno sera:

v =&(v V)V
1f 2i 2f 1i
ml

Si las masas son iguales
Vig =Vy + Vo —Vy

El principio de conservacién del impulso es el mismo
que el de conservacion de la cantidad de movimiento.

Cabe aclarar que en la practica podemos aplicar el
principio de conservacion de la cantidad de
movimiento durante los choques, siempre que el
tiempo que el tiempo de duracién del impacto sea
muy pequefio.
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Ejemplo 16. Choque plastico. Las dos particulas
guedan en contacto después del choque.

Estudiar desde dos puntos de vista:

a) Observado desde tierra, sistema laboratorio y
b) Observado desde el centro de masa.
Solucién.

a) Sistema laboratorio.

La figura muestra las dos particulas antes y después
del choque.

y F 5 ml mg
[ 3 - : X
Antes ¢ E
4 {.??21+.?:?3£I
Después P

Por conservacién de la cantidad de movimiento

- -

ml\Z+ m,V, = (ml + mz)vI y

- -
S MV MY, (my, + szz)f
(m, +m,) (m, +m,)

La energia mecanica antes del choque es:
1 1
K=K, +K,= Elef +§m2v22

La energia mecanica después del choque es:

(mlvl + mZVZ )2

1 2 1
K =§(m1+m2)\/2:§

(m, +m,)
La relacion de la energia es:
2
m2
VvV, +—V,
K' m, m,
K (m +m
( 1 2) Vlz + 72\/22
1
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Por ejemplo la caida de un meteorito a la tierra, la que

suponemos inmovil (v, = 0) y m; << m,, obtenemos
K'=0y ? =0, éste es un choque perfectamente

plastico. Si K fuera diferente de cero, la totalidad de
la energia se transformaria en calor.

b) Sistema centro de masa.

La figura muestra las dos particulas antes y después
del choque.

X
Después
En éste caso:
- ) (—> —>)
= V,—V, |y
1 1 2
m1 + m2
- m, (a aj
=— V,—V
2 17— V2
m1 + m2
5
Con Vv, =0,
Obtenemos:
- m2 - - ml -
u, = Viy U, =- Vi
ml + m2 ml + m2

Después del choque m; y m; entran en contacto
constituyendo una sola particula de masa (my + m,)
gue esta en reposo en el sistema centro de masa,

uy=u’,=0.
Aqui tambien K’ =0, £=0.

Ejemplo 17. Choque elastico. Consideremos dos
—
particulas, una con masa m, y velocidad v, , la

N
segunda con masa M, y velocidad v, =0

Solucioén.

a) Sistema laboratorio.

www.librospdf1.blogspot.com
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La figura muestra las dos particulas antes y después

del choque.
g
i "
: :" = X
Antes K % g
ny .E
Y /// s
o
- &) fA‘lg
Después \/52 ;f x
R

Por conservacion de la cantidad de movimiento:

-

- -
m v, =m v, +m,V, @)

En sus componentes:
m,v, =m\V', cosé, + m,v', cosé,

0=mV', seng, —m,V', sené,

Como es un choque elastico la energia mecéanica se
conserva:

En las ecuaciones (1) y (2) conocidas las masas m; y
m,, tenemos como incégnitas vy, Vg, Vo, 61 Y 6.
Contamos con tres ecuaciones. Para resolver
necesitamos conocer al menos dos de las cantidades
anteriores.

En el caso particular en que m; = m,, podemos llegar
a la relacion;

N

- -
v, =V +V,
Elevandola al cuadrado:

2 2 a2 ot
vy = VAV 2V Y,
Por la conservacion de la energia:
Vi = V2 v

Luego, obtenemos:
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R mu, =mu’;, = u, =u’, y
Vv, =0
I m,u, =m,u’, = u, =u',
Las velocidades V', y V', son ortogonales, esto nos
dice que las trayectorias de las particulas después del Para un choque elastico £ =1, como se espera.
choque son perpendiculares entre si, tal que:
0,+6, = 77/2 Ejemplo 18. Reflexién de particula sobre un plano.

Consideremos dos particulas, una con masa m, , que

b) Sistema centro de masa. incide sobre una masa M, de superficie plana como

La figura muestra las dos particulas antes y después se muestra en la figura. La masa M, tiene

del choque. ) - 2
velocidades v, y V', antes y después del choque, la

3 -
Tl .;ﬁ 3 superficie inicialmente esta inmovil v, = 0 vy tiene
4()551' *C 3 >
Amtes : una velocidad V', después del choque.
-
) % 5
F4 . -
CH ”ﬂE‘ , (& | {}/{Flr
- - "
Después X ] 8 | g
’ P i"‘x
s
MQ |
}: | i |
-
By
Solucién.

Por conservacion de la cantidad de movimiento:
Por conservacion de la cantidad de movimiento:

- - - -
mu,+m,u, =mu,+m,u’, =0 > > >
m vy =m Vvi+m, Vv,

De aqui:

Para la energia tenemos que tomar en cuenta si el
]z choque es elastico o no.

2
m 1 m 1
Uz2 =|— u |, u gz LUy -
m, m, a) Choque elastico.

Como es un choque elastico la energia mecénica se En éste caso la energla mecdnica se conserva

conserva: K=K’
1 1 1, 1 1 -, 1 -1
—mluf+—m2u22:—mluf+—m2u§ 2m1V1 —2m1V1+2m2V2
2 2 2 2
' ‘. ! m

Reemp!azando u, yu, enfuncionde u; yu, De aqui obtenemos: V'12 —V12 _ _zvvg
respectivamente. m,

1 1 1 1 Expresion que podemos escribir como;

2 YA

(mlul) 2 + = (mlu 1) e T o

m, 2m, 2m,  2m,

> o > o m2 > o
ViV | vV =2,V
m,

De la conservacion de la cantidad de movimiento

De aqui se deduce:

15
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- - - - - m -

mv,—V, [=m, V', = |v,-V| |=—2V,

ml

Reemplazando ésta expresion en la de la energia,
obtenemos:

- - -
V1+V1 =V Dy
Como

- o 2
v, =V,sendji —v, cosd, j,
—

=V send' 1 +V' cosé, ],

N

A
1 1

Vi, ==V, ]
Reemplazando obtenemos:

v,send,i —v, cosd, j+V' send', i
+V' cosd, j=-V', ]

De aqui:

v,send, +Vv';send' =0 vy
v, cos@, —Vv' cosd' =V,

En el caso en que V', = O (la superficie no se mueve)
6, =60 yv, =V,
b) Choque inelastico.

En éste caso K > K'

Para encontrar la relacion de K 'y K’ podemos usar el
coeficiente de restitucion ¢ .

&= ﬁ,siendo 0<e<1
\ K

Ejemplo 19. En un parque de diversiones dos amigos
juegan con los autitos “chocones”. En cierto

momento las direcciones de ambos vehiculos forman
—
un angulo ¢« . Un auto se dirige con velocidad Vv, y
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—

el otro con velocidad Vv, de tal modo que chocan.

5
Después del choque el auto 1 sale con velocidad V',

cuya direccion forma un angulo /£, tal como se
indica en la figura.

a) Hallar la velocidad del auto 1 luego del impacto.

b) Determinar la posicion del centro de masa y las
ecuaciones paramétricas del mismo.

c) Determinar si el choque es elastico o no.

m, =m, =200kg, v, =3m/s,
Vo, =1m/s, v, =2m/s, a =53°, f=37°,
d=3m

my e i
§oal- x
] H
s 1-}2
Solucion.

a) por conservacion de la cantidad de movimiento

- -

pantes = pdespués =

- - - -

mv,+m,v, =mVv,+m,Vv',

Aqui

v, =3,

v, = (1)c0s53°F + (L)sen53° |
= 0,61 +08],

v, = (2)c0s37°7 + (2)sen37°

=161 +12]
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Reemplazando:

37 +0,67+08] =167 +12j+V',

= Vv, =27 ~0,4]
V'szzm
=2,04 m/s
tan;/:L:—S = y=-719°
~0,4

’.fd_.. fﬁf 1
o S — X
1 & o \ :V = 790

M, 2

v

A’Q-

b) Para determinar la posicidn del centro de masa es

necesario conocer la posicion inicial de la masa m, .

Como m, y m, emplean el mismo tiempo desde el
inicio hasta el choque:

......

Yoo = —V,,t = —0,6(1)=—-0,6 m,
Yao =—V,,t =-08(1)=-08m

Siendo la posicion inicial de m,
Xip =—3M, Y, =0

El centro de masa esta dado por:

_Xmp+X,m,

X _ym +y,m,
Cc™M YYem T
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Como m, =m, = 200kg

1 1
Xewm ZE(Xl"‘Xz)’ Yem =E(V1+y2)

Antes del choque:

X, =—-3+3t, y, =0
X, =-0,6+0,6t, y, =-0,8+0,8t
Luego

Xew =—-18+18t, y,, =-0,4+0,4t

Después del choque:

x, =16(t-1), y, =1,2(t -1)
x, =2(t-1), y, =-0,4(t-1)
Luego

Xew =18(t 1), You =0,4(t-1)

c) Para saber si es elastico o no, tenemos que analizar
si la energia se conserva o no.

La energia cinética antes del choque es:

- ~(20083)" + 2 (200)’

=900 +100 = 1000 J

La energia cinética después del choque es:

K'= %mlv'l2 +% m,Vv'2

-~ (200)2) +(200)204)

=400 +416 =816J

m;, +m, m, +m,

www.librospdf1.blogspot.com
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AK =816 -1000=-184
Luego el choque es inelastico.

Ejemplo 20. El péndulo balistico. Este es el caso de
un choque perfectamente plastico, se utiliza para
medir la velocidad de un proyectil. Un proyectil de
masa m y velocidad v se incrusta en el bloque de
madera de masa M.

| -F
— M V—i—b— i i
B —a

(m +2M)

Antes Despues

Aplicando la conservacion de la cantidad de
movimiento.

— -
mv=(m+M )V
La energia cinética después del choque es:

1
K'= E(m +M )\/ 2 ésta se convierte en energia

potencial U = (m +M )gh
Luego (M+M V2 =(m+ M )gh
2gh

=V =

La velocidad del proyectil es:

(m+M)V _ (m+|\/|)m

m

Ejemplo 21. Una bala de 5,00 g se dispara contra un
blogue de madera de 1,00 kg suspendido de un hilo
de 2,000 m, atravesandolo. El centro de masa del
blogue se eleva 0,45 cm. Calcule la rapidez de la bala
al salir del bloque si su rapidez inicial es de 450 m/s.

Solucion.

La rapidez del bloque de madera después de que la
bala ha atravesado (pero antes de que el bloque
comience a elevarse; esto asume una gran fuerza
aplicada por un tiempo corto, una situacién
caracteristica de las balas) es

www.librospdf1.blogspot.com
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V = /20y =/2(9,80)(0,45x107?)

= 0,297 m/s
La rapidez final V de la bala es

V= E — M — VO _MV
m m m
- 450 -9 __(0207)
5,00x10
= 390,6 m/s.

Ejemplo 22. Un satélite artificial en vuelo explota en
tres partes iguales. Una parte continla a lo largo de su
linea original de vuelo y las otras dos van en
direcciones cada una inclinada 60° a la trayectoria
original. La energia liberada en la explosion es dos
veces mas que la energia que tenia el satélite en el
momento de la explosion. Determinar la energia
cinética de cada fragmento Inmediatamente después
de la explosion.

Solucioén.

La figura muestra el satélite antes y después de la
explosion.

%
" 4

-

Antes Después

Por conservacion de la cantidad de movimiento.

- -

pantes = pdespués

La cantidad de movimiento debe conservarse en las
tres dimensiones x, Y, z , independientemente, de alli
que vy, V,, V3 Y y deben ser coplanares.

Asi obtenemos:

Mv = le + Mv2 cos 60°+Mv3 cos 60°
3 3 3

y I\;’lvzsen60°—|\;|vssen60": 0

De estas dos ecuaciones encontramos que:
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V, =V, (1)
V=V, +V, (2

1
Laenergia inicial es: E; = 2 Mv?

La energia final es:

E, Iyt 3w
2 2 2

Esta energia es igual a la suma de las energias de los
tres fragmentos.

“Mv? = Eva +%—

M, 1M,
2 23 3

v, +=—V
2 2 3 3

OV =V +V5+Vi (3)
De las ecuaciones (1), (2) y (3) obtenemos:
V, =V, V, =2V, Vv, =2V

La energia cinética de cada uno de los fragmentos
inmediatamente después de la explosion es:

K, :EMVZ, K, :ngz, K, VY
6 3 3

Ejemplo 23. Un bloque de 2,5 kg, se desliza sobre
una superficie rugosa, cuando contacta con el resorte
tiene una velocidad de 1,2 m/s. el bloque se detiene
momentaneamente cuando el resorte se ha
comprimido 5,0 cm. El trabajo realizado por la
friccion, desde el instante en que el bloque hace
contacto con el resorte hasta el instante en que hace el
alto es 0,50 J.

a) ¢Cual es la constante del resorte (k)?

b) ¢Cudl es el coeficiente de friccion?

c) Después de la compresion del resorte, el bloque se
aleja de él, ;cual es la velocidad del bloque, después
de separarse del resorte?

1,2mis

ezl
2,5k gmml\

FUFOS0

Solucion.
a) Energia antes = Energia después

;(2,5)(1,2)2 - ;k(O,OS)Z +05

= k=1040N/m
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b) W, = umgd
Wi 0,5
mgd 2,5x9,8x0,05

= u= =0,41

) 1kx2 -Wf = 1mv2
2 2

;(1040)(0,05)2 -05= ;(2,5)\/2

= v=0,80m/s

Ejemplo 24. Una pelota de masa m = 100 g se deja
caer desde una altura h = 2m. La pelota rebota
verticalmente hasta % h después de golpear el suelo.
a) Calcular la cantidad de movimiento de la pelota
antes y después de golpear el suelo,

b) si la duracién del golpe fue de 0,01 s, calcular la
fuerza media ejercida por el piso sobre la pelota.
Solucion.

En la figura se muestra el esquema de la situacion.

Il
=

¥V
#;

vy B

a) Cantidad de movimiento inicial:

- 2o

p; =—my;]

Cantidad de movimiento final:
- o

Pr =mvy ]

Los valores de las velocidades inicial y final se
pueden calcular usando el principio de conservacion
de la energia.

Inicial:

0+ mgh, :%mvi2 +0 = v, =,/2gh
Final:

%mv? +0=0+mgh,

I, (3 /3
= Vv, =,/20h; = 2g(zhij: Eghi

Por lo tanto, las cantidades de movimiento inicial y
final son:

- ~ 7 3 2
pi =—m 2ghi J,Ps = m]fzghil

Reemplazando los valores, se tiene:

p, =—0,63kgm/s, p, =-0,54 kgm/s
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b) Usando la aproximacién del impulso:

J=F,At=Ap = F AP _Pi= P
At At
I;mZO,54j—(—O,63j)
0,01

=118 N

Ejemplo 25. Una bala de la masa m y con velocidad
v pasa a través de un péndulo de masa M. La bala
emerge con una velocidad de v/2. El péndulo esta
suspendido por una barra rigida de longitud | y masa
insignificante. ;Cual es el valor minimo de v tal que
la masa del péndulo gire un circulo completo?
Solucion.

En esta colision, se conserva la cantidad de
movimiento pero la energia no.

Este es un ejemplo de una colision ineléstica que no
es perfectamente inelastica.

Para la colision:
¢
i =
——
- ¥
Vo2

Antes Despues

*48

- -

\"
Pantes = pdespués = mv= mE +MV

De aqui:
V= 2—MV (1)
m

Después de la colision se conserva la energia para el
péndulo (la conservacion de la energia para la bala
después de la colisién no es Util desde que su energia
no cambia). Este tratamiento nos da la velocidad del
péndulo el momento después de la colision:

; MV ? = ; MV'2+Mg(2/) (2)
Condicion para que pueda dar la vuelta

Hugo Medina Guzman

7
-
= .
-~
e ”4 TYIME
J Ti A
Y
*’ \
2¢ ! 1 |
\ ;
\ /
N /
AN //
\\\HH —_— _.p-’/
G —=
I
T+ Mg =Ma,

Condicién minima para hacer movimiento circular
T=0
Luego

12

Mg=MV€:>V'2:g€ 3)

Reemplazando (3) en (2):

;MVZ =;Mg€+ Mg(2¢) =

;MVZ =2Mgz: V =./5g/

Reemplazando el valor de V en (1):

v:m«/5g£

m

MOVIMIENTO CON MASA VARIABLE -
PROPULSION POR REACCION

Por la conservacion de la cantidad de movimiento si
un cuerpo en reposo puede expulsar una parte de su
masa en cierta direccidn, el resto de la masa se
movera en sentido opuesto, con igual cantidad de
movimiento. Si este proceso puede mantenerse
durante un tiempo, el resto de la masa, como es el
caso de un cohete, aparecera para un observador
externo en reposo. Como si se estuviese acelerando.
Esto se expresa mediante la forma més general de la
segunda ley de Newton.

Como:

dB - -

F=2P p-mv
dt P

Siendo la masa variable

20
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= d; - dm
F=——=m—+Vv—
t dt dt

Expresién que nos permite determinar el movimiento
de un cuerpo cuya masa cambia durante su
movimiento.

Cuando aplicamos al caso de un cohete aparecen los
problemas, evidentemente m es la masa del cohete
gue va cambiando. ;Cual es la velocidad de escape

-
del combustible? No es igual a V , la velocidad del

-

cohete. Si no existe fuerza externa, ¢ F debe ser cero?
Entonces no se movera el cohete. Analicemos el
problema desde el punto de vista de la conservacion
de la cantidad de movimiento.

Sea el cohete mostrado en la figura siguiente, en el
- ~
instante t, tiene una masa m y una velocidad vV = VI ,
-
con una cantidad de movimiento lineal MV .

En la figura siguiente se muestra el cohete en el

instante t + dt , a expulsado una masa dm que sale
- o
con una velocidad U = —UI relativa al cohete.

Ahora la masa del cohete es (m — dm) y su

- -
velocidad es (V+ d vj.

am

i7 o o
= w-dn D’ ey

La cantidad de movimiento lineal total es:

(m - dm)(;+ d Cj + dm(;— J)

Por conservacion de la cantidad de movimiento lineal
— -

tenemos: P s = Peespuss

mv = (m- dm{;+ d ;) + dm(g— Jj

—

- - - - - -
mv =mv+md v—dmv+dmd v+ dmv—dmu
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N
Como el infinitésimo dmd Vv es de segundo orden,
podemos despreciar éste término; luego

md;—de:O

d ; =>dm
Dividiendo por dt se obtiene: Mm—— — U — =
dt dt

-
N

dv
Como V es la velocidad del cohete, E es la

N
aceleracion a .

De éste modo:

Por la segunda ley de Newton se puede identificar la
—
m
cantidad U E como una fuerza, tal que la fuerza

de empuje es:

F-gdm
dt

> . dm -
Como U es negativa 'y E por se pérdida de mas

5
también es negativa, F es positiva, como
esperabamaos. Esta es una fuerza externa que produce
aceleracion al cohete, al que ahora consideraremos
como un sistema aislado sobre el que hay una fuerza
externa.

Velocidad del cohete.

- -
De la expresion md v—dmu = 0, obtenemos:
- —dm

dv=u—
m

- m dm

Vg =u| —=ufIn]} =uln—
M m 0 0

. m .
Como U es negativay M <m,, In— es negativa.
0

Luego la velocidad es positiva.
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Velocidad limite del cohete.

Una vez que se haya terminado el combustible la
masa se reduce a M, , y llegamos a la velocidad
limite.

- - m
v, =uln—=
mO

Una vez alcanzada ésta velocidad, ésta permanecera
constante.

Ejemplo 26. Un cohete y su combustible tienen una
masa inicial M. El combustible se quema a una

. dm
razén constante — = C .Los gases son expulsados
m

5
con una velocidad constante U respecto al cohete.

a) Despreciando la resistencia del aire, hallar la
velocidad del cohete en el instante t, después de
despegar de la tierra.

b) ¢Cuél es la altura que alcanza en el momento que
se acaba el combustible?

Solucion.

a) Las fuerzas que acttan sobre el cohete son la
fuerza de empuje y la fuerza de la gravedad.
Aplicando la segunda ley de Newton.

- -

- - —>dm
Y F=ma= U tmg=ma

Donde U :—ulz, g :—glz, g:d;'z%g
dt t
dm
y —=-C => m=m,-Ct
dt
Reemplazando uC —(m, — Ct)g = (m, _Ct)%\t/
dt (m, —Ct)

Integrando J:I dv = J.Ot —gdt + J.;(mu—fCt)dt
0

La velocidad en el instante t es:

www.librospdf1.blogspot.com

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

Vi =—0t— uin Mo =CY
mO

b) Antes de encontrar la altura que alcanza en el
momento que se acaba el combustible, encontraremos
la altura para el tiempo t.

dz
Como V, = —, tenemos:
(t) dt

dz = —gtdt—ulnwdt
0
Integrando
[[dz=-[ gtdt—rulnwdt
0 0 0 m,
z= —lgt2 ~Y(m, —Ct){lnw—l}
2 C m,

El tiempo t; en que se acaba el combustible es
cuando M =m, . Como m = m, — Ct, obtenemos:

Reemplazando t; en la expresion anterior

encontramos la altura que alcanza en el momento en
que el combustible se acaba.

CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR'Y
MOMENTO DE UNA FUERZA O TORQUE

Consideremos una particula P de masa m, su posicion
con respecto al origen O en un instante dado esta
-

determinada por el vector I .

5

La particula tiene una velocidad V vy su cantidad de
- -

movimiento lineales p=mV.
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4

ey

8
m
-

LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR
-
O MOMENTUM ANGULAR L

- -
Se define como el producto vectorialde I y p,

L=rxp

5
La direccion de L es perpendicular al plano definido

por I y P, susentido lo da la regla de la mano
derecha, su médulo es:

L =rpsend =rmvsend

Como vsendes la velocidad tangencial (V, )y

V, = @r , siendo w la velocidad angular. Podemos
escribir:

L=mrw

MOMENTO DE INERCIA (1).
Llamando Momento de Inercia al producto ml’z,

Tenemos:

- -
L =1 w, vectorialmente L=1 w

Las dimensiones de la cantidad de movimiento
angular son:

(L=[M]LFTT

Sus unidades en el sistema internacional:

Kg m®

S

0Js

-

Derivando la cantidad de movimiento angular L con

respecto al tiempo:
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dL d> > dr 2> > dp
—— = —IXP=—XP+Irx——
t dt t dt
Como
dr b omy =
dt
d:xﬁzcxmczo
Luego
aL _y.dp
t t

5
Por otra parte si F es la fuerza que produce el
movimiento de la particula, por la Segunda Ley de
Newton tenemos:

¢ mimdy_dp
dt dt
Luego dl_:er

A esta cantidad que produce un cambio en la cantidad
de movimiento angular se le conoce como

5
MOMENTO DE UNA FUERZA o0 TORQUE (2’)

L -
=1rIX

2t _vxF
dt

—
T =

Tiene como médulo 7 = rF sené
Su sentido esta dado por la regla de la mano derecha.

Ejemplo 27. Una particula de masa m se mueve en el
-

plano xy con una velocidad V a lo largo de una linea

recta. ¢Cudl es la magnitud y direccién de su cantidad

de movimiento angular con respecto al origen O?
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Solucion.

5
La posici6én de la particulaes I .

5
La velocidad de la particulaes V .

Su cantidad de movimiento lineal es
— -

p=mv
- - -
Su cantidad de movimiento angulares L = rx p

E = ?x m; = rmvsene(— 12)

La magnitud es: L = rmvsenéd = mvd , donde
d =rsend

Luego L= —(mvd )|Z

Podemos ver que la cantidad de movimiento angular
con respecto a O' es cero.

Ejemplo 28. En determinado instante, la Posicién de
una particula con respecto a un origen O de

5
coordenadas esta dada por el vector ¥ =31 +4 |
(en metros) . En ella actda una fuerza

N

F =161 +32] (en Newton) . Encontrar el torque
-

originado por la fuerza F que act(ia sobre la

particula. Con referencia al origen O.

Solucion.
Eltorquees: 7 = rx F = (37 +47)x (167 +32])
= (3)32)k + (4)16)—K) = 96K — 64K

=32k Nm
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Ejemplo 29. Un cilindro s6lido Puede girar alrededor
de un eje sin friccién como se ve en la figura. Una
cuerda enrollada alrededor del radio exterior R; ejerce
una fuerza F; hacia la derecha. Una segunda cuerda
enrollada alrededor de la otra seccién cuyo radio es
R, ejerce una fuerza F; hacia abajo. ¢ Cual es el torque
gue actla sobre el cilindro alrededor del eje z que
pasa por O?

m
Fy
Al
X

4

Solucién.

Sobre el cilindro actdan:

Fi=Flen ?1=Rl] y Ez =—F2]en
ro ——sz

El torque neto sobre el cilindro es:

- - -
T=7T1+72

-

r=rixFi+raxFz, =—RFK+R,Fk

= (Rz F, - RlFl)lz

SiF;=10N,Ri=2myF,=5n,R,=1m:

7 =[(5N )tm)— (10N }2m)JK = —15k N m

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE
MOVIMIENTO ANGULAR

En el caso de una particula come en la seccién
anterior, si el torque aplicado con relacion a un punto
dado de referencia es cero, tenemos que:

aL

¢ =0 por consiguente: | = CONSTANTE

La cantidad de movimiento angular con respecto al
punto de referencia es constante.

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Sistema de particulas

Ejemplo 30. Una particula de, masa M en el extremo
de un hilo gira con velocidad v, cuando el radio es ry,
si disminuimos el radio de ry ar,, ;qué sucede con la
velocidad?

Solucioén.

8

La figura indica la forma como se puede realizar esta

experiencia, para disminuir el radio basta jalar el hilo.

Aplicando la conservacion de la cantidad de
movimiento angular:

Lantes = Ldespues
n
rMv, =r,Mv, = v, =v, —
2

También podemos hallar el trabajo realizado para
acortar el radio.

1

2
Kantes = E MVl f
2 2
o
r I,

El trabajo realizado es igual al cambio de energia
cinética.

2
w =AK=1M(GJ vf—;va
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Ejemplo 31. Célculo de la desviacion de un cuerpo
situado en la linea ecuatorial y que cae desde una

altura h .

Solucion.

En la figura, sea una particula de masa m a una altura
h sobre la superficie de la Tierra en un punto que,
para simplificar, consideramos que se encuentra sobre
el ecuador. Para los casos de interés fisico, la altura h
sera por lo comin muy pequefia en comparacion con
el radio, R de la Tierra. Si se supone que la particula
parte del reposo en relacién a un punto de la
superficie de la Tierra verticalmente por debajo de él
entonces, inicialmente, el componente radial de la
velocidad v, de la particula desaparece y su
componente tangencial vy serd @ (R + h), en donde @
es la velocidad angular de la Tierra. Al soltarse,
debido a la atraccion gravitacional de la Tierra, la
particula comienza a caer verticalmente hacia abajo y,
por ende, su distancia radial r del centro de la Tierra

comienza a disminuir. De L = mrv,, se deduce que

el componente tangencial de su velocidad v, debe
aumentar este proceso y de modo tal que haga que el
producto rv, sea constante. En términos mas
cuantitativos, esto quiere decir que durante su
descenso hacia el suelo, la distancia radial r y la
velocidad tangencial v, se deben relacionar por
medio de

mrv, = ma(R + h)? 1)
Puesto que, inicialmente, la velocidad de la particula
es o(R + h), de tal modo que su cantidad de
movimiento angular L en relacion al centro de la
Tierra es me(R + h)? Anticipandonos al hecho de que
la desviacion hacia el este sera muy pequefia,
podemos escribir para la distancia radial r del cuerpo
al centro de la Tierra en cualquier instante t,

r:R+h—%gt2 )

Y al sustituir esto en (1) obtenemos:
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o(R+h)? o(R, +h)

®3)

- 1
R+h—Egt2 [1—;gt2/(R+h)}

4

Para calcular la magnitud de la desviacién hacia el
este, sea vy en el instante t, la velocidad del cuerpo
que cae en la direccién hacia el este, tal y como lo ve
un observador fijo con respecto a la superficie de la
Tierra. Entonces

V, =V, —To
(R, +h)

: —(R+h—%gt2)w
{1—29t2/(R+h)}

Egtz
— (R+h)o|1+2
R+h

—(R+h)a)+%gt2a)

= gtza)

Donde la segunda igualdad se obtiene de la
utilizacion de (2) y (3) y la tercera, a continuacion,
mediante el hecho de que gt? <<(R + h) y el empleo
del teorema binomial. Al integrar esta formula para vy
se obtiene, para la desviacion total hacia el este y en
el instante t,

1
=—0gt'w.
y 39

Finalmente, puesto que el tiempo que necesita la

particula para caer la distancia h es de (2hg)% la

deflexion total hacia el este d, se puede expresar
como sigue

a)hz—h

3 9
Por ejemplo, si se deja caer una particula desde una
altura de 100 metros, su desviacion hacia el este,
segun esta formula, se descubre que es (al sustituir los
valores h = 100 metros y @ = 7,2 x 10°rad/s) de 2,2
cm. Esta desviacién es muy pequefia y solo se puede
observar en condiciones controladas cuidadosamente.

(4)

Es importante recordar la base fisica para la deflexion
pronosticada en (4). Conforme la particula desciende
hacia la superficie de la Tierra su velocidad
tangencial vy debe aumentar para que el producto rvg
sea constante. Por consiguiente, de esto se desprende
que su velocidad tangencial debe sobrepasar a la del
punto de la superficie que se encontraba inicial e
inmediatamente por debajo, y, en esta forma, se
desvia hacia el este.
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CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE
MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA

DE PARTICULAS.

Vamos a considerar un sistema de dos particulas,

como se muestra en la figura.
-
Flzn

-
) F,

/

X

N

, > dL
Para la particula 1: 71 = F donde

- > > -
T1=rixFi=rix

- -

Fio+ Fiex

[

N

J

F, Eslafuerza total sobre la particula 1.

N

F,, Es lafuerza ejercida por la particula 2 y

5
F, o Es lasuma de las fuerzas externas sobre la
particula 1.
-
- d |_1 " — - -
0= at =nx P+ 0xF = 1,47,
Similarmente para particula 2.
-
- d |_2 - > - > - -
T, = ot =LxFu+xF, = T+ 7,
— - —
> - dL dL, dL
Sumando 7,+ 7, = —*+—=% = ——
dt dt dt

Para los Torques internos tenemos:

- - > > - >
T+ 7Ty =hxF,+LxF,

- -
Como F,, =—F,

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Sistema de particulas

- - B T N -
T+ Ty =hxF,—LxF, =l -1, |xF,

Z F 3
Py
-
- H:
fi
By
-
5
/ Y
x
— — - -> - -
De lafigura: +r, =1, = n—r, =r,
Reemplazando
- — - —
T+ Ty =—TpxFy,
- — - —

Como I, y F,, sonparalelos: I,xF, =0,y

- -

T+ 7, =0

7 - d ’ d |__)
Deaqui: 7y + 75 = dttotal Y Text = dttotal
Vemossi 7ex =0 = L .. = CONSTANTE,

total
independiente del tiempo.

Ejemplo 32. Dos hombres se encuentran en una pista
de patinaje, ambos sostienen una cuerda de longitud
£ . ;Qué pasa con la cantidad de movimiento lineal

5
p de cada uno de ellos, si ambos jalan la cuerda y

acortan la distancia entre ellos a ¢/ 2 ? Asumir que
se mueven en circulo y que la magnitud de sus
cantidades de movimiento son iguales.

Solucion.

Las Unicas fuerzas externas al sistema son la fuerza
de la gravedad y la reaccion normal del piso, estas
fuerzas se cancelan. Las Unicas fuerzas que,
intervienen en el sistema son las internas, por lo tanto
la cantidad de movimiento angular del sistema se
conserva.
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Al estar sujetos los dos hombres a la cuerda su
movimiento es circular y si consideramos que el piso
esta en el plano xy,

Tenemos:

-

Linicial = 22 pk\ = €p|2 )

Efinal :zgp'k\zgfpk\
4 2

- - - -
Como Liniciat = Lfina = pP'=2p

La cantidad de movimiento lineal final de cada
hombre es el doble de la cantidad de movimiento
lineal inicial.

CONSTANTE, Independiente, del tiempo

Ejemplo 33. Una particula de masa m; se desplaza
-
sobre un plano horizontal con velocidad V1. Dos

particulas de masas m, y ms unidas por una varilla de
-
masa despreciable se mueven con velocidad V2,

como se indica en la figura.

Suponiendo un choque totalmente plastico entre m; y
m;

- ms- = mas-
mi=my,=msz=1kg, Vi =20—1, v =-10—1,
S S

/=1m
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Calcular:

a) La posicion del centro de masa respecto a la masa
m, en el momento del choque.

b) La ley del movimiento del centro de masa.

c.) La velocidad angular de rotacion alrededor del
centro de masa  después del choque.

Solucion.

a) En el momento del choque, tomando como
referencia la posicion de m,, el centro de masa esta en:

Posicion en el instante partida (t = 0).

Posicion en el instante de encuentro.
L
¥ (3

I

ES T T

i3 :
oo
—2d/3

el (5

X =
oM m, +m, +m,

|‘_

_ my(0)+m,(0)+m,(¢)
m, +m, +m,

Yem

www.librospdf1.blogspot.com

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

b) Como parten del reposo, la cantidad de
movimiento total del sistema es cero.

- -
Ptotal = M Vem = 0

- - -

Como Vem = a Fem .. Fem = constante.

El centro de masa permanece en la misma posicion.

¢) Consideremos la cantidad de movimiento angular
con respecto al centro de masa antes y después del
choque.

Antes del choque.

-
i

- - - - -

- -
L =rimx p;+ raemx P,y+ Faemx P,

- 2d . 1. - - N
rlcmz—?l—gj, p, =m vi=20I

?Zcm = (d —Vzt)i\—; ], 62 =m, 32 = —10i\

?3cm :(d —Vzt)f+§], BS = m3;/)2 :20f

- - -
Nota: En los vectores posicion ( I'iem, I 2em, I'3em )

solo ponemos la posicidn en el eje y, porque la
posicion en x se va a anular con el producto vectorial.

Reemplazando:

E:(_éj]x(zor){_%jjx(_lor){% jjx(_lor)

20
3

N

0

Tk =10k
3

>

K +

=~

L=

wls

Después del choque:
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Como después del choque el sistema gira alrededor
-

del centro de masa con velocidad angular @,

podemos expresar la cantidad de movimiento angular

en funcion del momento de inercia.

—

lo, =L +1,+1; =

A% 0y 20 2
ml§ +m2§ +m3? :g

luego L'=—w
3

Por conservacién de la cantidad de movimiento

angular L'=L
10k=20 = o-15k"
3 S
¥
i)
&
mE

Ejemplo 34. Un muchacho va corriendo por la acera
con una velocidad constante v con sus brazos
estirados perpendicularmente a su recorrido. La
distancia entre los extremos de los dedos de sus

manos es 2/ ;. Cuando al correr pasa junto a un

poste, se coge al mismo con la mano izquierda,
levanta los pies del suelo, y gira por aire alrededor del
poste.

a) Si su masa es, M. ¢Cual es el valor de su cantidad
de movimiento angular respecto al poste cuando corre
por la acera?

b) Si la fuerza de reaccidn del poste no s610 lo hace
girar, sino que ademés proporciona una fuerza
impulsiva que hace frenar ligeramente su movimiento
hacia adelante, de modo que su energia cinética se
reduce a los cuatro quintos de su valor original. ;Cuél
es su momento de inercia respecto al poste?
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Poste

EDI X

Solucioén.

a) La cantidad de movimiento con que se acerca el
muchacho es:

> - ~
=rxp = rmvsenék

g ~
Como rsenfd=/¢, = L=ml vk

b) Cuando el muchacho se coge del poste, las fuerzas
de reaccion centripeta e impulsiva deben pasar por el
poste por lo tanto no ejercen ningun torque sobre el
muchacho y la cantidad movimiento angular se
conserva.

L = m/ vk = constante

La energia cinética después de cogerse del poste es
4

K'==K.
5

K es la energia cinética antes de cogerse,

K = Zmy?
2

Luego:

K':EK _4 1mv2 :gmv2 @)
5 5\2 5

También K'= = lw?, como L = lok =
L

Reemplazando éste valor de wen K’ :

_l;z_ (rMOV)2
21 21

@

Igualando (1) y (2)

29
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- S 2
Luego su momento de inerciaes | = 2 me;

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Una masa my se sitda en (Xy, Y1, Z1) Y otra masa m;
en (Xz, Y2, 22).

a) Hallar 1a distancia ro entre m; y m.

b) Hallar la distancia r, entre m; y el centro de masa.
c) Hallar la distancia r, entre m, y et centro de masa.
Respuesta. a)

Ty = \/(Xz _X1)2 +(3/2 - yl)z +(Zz - 21)2

m,r, m,r,
b — 2'0 , — 1'0
5 em) 0 T (e m,y)

2. Dos particulas de masas m; =1 kg 'y m, = 3 kg se
mueven por el espacio, sus vectores posicion Son:

e d ~ ~ ~ e 2:\ N
r,=3i +1 —tk, r, =sent? +k
a) Hallar el centro de masa.

b) ¢Cual es su aceleracion?
c) Hallar su aceleracion vista por un observador que

- ~ ~
se mueve con velocidad constante V = j + 3K .
Respuesta. a)

o en el i

2 1 2 2 AR
b) acm =—(cost” +2tsent” i + —tk
) 8w 2( ) 16

c) igual que b)

3. Encontrar el centro de masa de una lamina delgada
mostrada en la figura
jm

o
O 4 m

— 2m
10tz

Respuesta. y = 0,983m encima del centro del
orificio

- ~ ~ ~
4. Unafuerza F =ti +t% ] +t°k actda sobre un

cuerpo en el intervalo de 0 <t < 6S . Hallar el
impulso sobre el cuerpo.

Respuesta. 181 + 72j + 3241181 + 72 + 324k

www.librospdf1.blogspot.com

5. Suponga que la fuerza que actda sobre una pelota
de tenis (m = 0,060 kg) en funcion del tiempo esta
dada por la gréafica de la figura. Usando métodos
gréficos estime:

a) El impulso total dado a la bola.

b) La velocidad de ésta después de haber sido
golpeada, suponiendo que estaba en reposo en el
momento de ser golpeada.

Py

200

100

Y 0,05 010 #,

Respuesta. a) 4,5 Ns b) 75 m/s

6. Un flujo de particulas idénticas de masa my

-
velocidad uniforme V , inciden sobre un plano fijo de
area A, la direccion forma un angulo @ con la normal.
Después del choque las particulas tienen una

- -
velocidad V', la direccion es simétricaalade V.
- -

También vV =V'.

a) Calcular el Impulso que se ejerce sobre cada
particula en el momento del choque.

b) Calcular el valor de la fuerza comunicada a la
superficie por unidad de tiempo. Siendo n el numero
de particulas por unidad de volumen de chorro
incidente.

Respuesta. a) J = (2vcosé)A,
b) F = 2nAmv? cos® @

7. Un nadador de 70 kg se lanza al agua desde el
podio de una piscina con una velocidad de 3m/s en la
direccion de la figura. Calcular la fuerza ejercida
sobre el podio durante los 0,8s que el nadador ejerce
el esfuerzo sobre el mismo para impulsarse en el salto.
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Respuesta. F = (— 227 —818])N

8. Un recipiente de 0,25 kg con capacidad para 5 kg
de agua se llena de un cafio en 5 s. En el instante en
que el recipiente esta medio lleno, la balanza lee 3,0
kg. Si no se salpica el agua, ¢Cual es la velocidad del
agua que cae en dicho instante.

o

Respuesta. 2,45 m/s

9. Una bala de fusil de masa m y de velocidad
constante V,, penetra en un bloque de madera fijo; la

bala se detiene después de recorrer una distancia d
con un movimiento uniformemente retardado.

e) Calcular la desaceleracion a de la bala, deducir la
fuerza de desaceleracion.

b) Calcular el tiempo de desaceleracion.

¢) ¢Cuél es el impulso comunicado a la bala por el
blogue? Comparar con la cantidad de movimiento de
la bala antes del choque.

Realizar la aplicacion numérica para V, =600 m/s, d

=30cm,m=40g
2

vV m
Respuesta. a) a = > =6x10° s
2d S

F=ma=24x10"N,

Vv
b)t=->=10"3s
a

0)J=Ft=24N,J=mv

10. Un cafion fijo sobre un vagon que se puede
desplazar si friccion sobre una via rectilinea
horizontal con una masa total M. EI cafién forma un
angulo « con la horizontal.

a) Si el vagon esta en reposo el cafién dispara un obus
de masa m, determinar la relacion entre las
velocidades vy V del obUs y del cafion.

b) Si la velocidad del obus relativa al cafién es v’
(forma un angulo @ con V), determinar la relacion

entre V' 'y V .

c) El vagén se desplaza con una velocidad rectilinea
constante u sobre la via antes del disparo. El obus
tiene una velocidad v relativa al cafién en movimiento
a la velocidad V después del disparo:

Calcular la variacion de la velocidad (u - v) del
vagoén
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5
Encontrar la velocidad V del obus.
d) Deducir del célculo anterior el alcance R del obus.

¥4
[ ]—— —
(] 0
X X
T
A
Ii'f/‘\l “ Jﬁ =
7 i
M V
Respuesta. a) V=—— ,
m cos«
e
by V'=—1+— ,
m ) cos
u—-v= v'cos 5,
v =(u+Mvcosp)i +v'sens
2 2
d R :ZLsen,b’[u + Mv cosﬂJ
g M +m

11. Desde la plataforma de un tren que se mueve con
una velocidad de 10 m/s se arroja un paquete de 25
kg, Este es cogido en el aire por una persona que esta
junto a la via. Desde el tren se observa que esta
persona retrocede con una velocidad de 7,5 m/s.
¢Cual es la masa de la persona?

Respuesta. 75 kg.

12. Un muchacho esta en medio de un lago
congelado sin friccion de tal manera que no puede
moverse. Para poder salir él lanza su sombrero de
masa 0,5 kg hacia el norte con una velocidad de 12
m/s a 53’ con la horizontal. Si la masa del muchacho
es 60 kg y el radio del lago es 400 metros. ¢Qué
pasa’

Respuesta. EI muchacho resbala hacia el sur y llega a
la orilla 1 h 51 min después.

13. Un paquete de 10 kg se descarga de una cinta
transportadora con una velocidad de 3 m/s y cae en
una vagoneta de 25 kg. ¢Si la vagoneta esta
inicialmente en reposo y puede rodar libremente,
Cudl es su velocidad final?
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‘1"\-\.
g
|

Respuesta. v=0,732 I mis

14. Un hombre de 75 kg se lanza al agua desde la
proa de su bote de 50 kg. La componente horizontal
de su movimiento es 1 m/s respecto al bote. Hallar las
velocidades del hombre y del bote respecto a un
observador en el muelle.

a) Si el bote esta inicialmente en reposo

b) Si el bote se movia inicialmente hacia adelante con
una velocidad de 2 m/s. No considerar pérdidas de
energia debido al agua

Respuesta. a) v;= 0,4 m/s , v, = 0,6 m/s
b)vi=24mls,v,=14mls

15. Un cafion dispara un obus de 2,4 kg hacia arriba.
Alcanza su maxima altura, 313,6 my se parte en dos,
0,8 kg y 1,6kg. Las dos partes llegan a tierra
simultaneamente. La pieza de 1,6 kg toca tierra a 480
m de la explosion (medida a lo largo del eje x).

a) ¢Cuanto tiempo tomaria al obus volver a tierra si
no se hubiera partido?

b) ¢Cual es la velocidad de cada una de las piezas
justamente después de la explosiéon?

¢) Encontrar la cantidad de movimiento de cada pieza
justamente antes de tocar tierra.

Respuesta. a) 8 segundos

b) Vw6) = 60F M/s(16), V(o) = —120i m/s

&) Pug =96f —125.44] kg.mis

N

Pog) = —96i — 62,72 kg.m/s
(El movimiento es en el plano xy; g = 9,8 m/s)

16. Un bloque de masa 10 kg esté en reposo en el
origen segundo con masa 5 kg se mueve a lo largo del

eje x con velocidad de magnitud V, =5 m/s. Los

blogues choca quedan unidos. y se mueven en el eje X.

La superficie tiene friccion despreciable.

a) ¢Cuando el bloque de 5 kg esta en x =-10 donde
esta centro de masa?

b) Encontrar la cantidad de movimiento de la masa de
5 kg, de la masa de 10kg y del centro de masa antes
del choque.

c) ¢Cual es la velocidad del sistema combinado?
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=5k My=10kg
—=5mfs
=0

Respuesta. a) Xey =-3 1/3m,

— ~ N N -
b) p, =251 kg.m/s, p, =0, pe, =251 kg.m/s
- o
)V =12/31 m/s

17. Dos bolas P; y P, de masas m; y m, estan
suspendidas del cielorraso por dos hilos inextensibles
de la misma longitud ¢ ; P, y P, estan en contacto sin
presion con los hilos verticales.

Se saca P; de la posicion de equilibrio a un angulo

6, manteniendo el hilo tenso, luego se suelta sobre
P,.

Calcular:

a) La velocidad de P, justo antes del choque.

b) Las velocidades v’y y v’, de P, y P,
inmediatamente después del choque perfectamente
elastico. Discutir este resultado para valores relativos
de las masas m; y m,.

¢) Las alturas de las posiciones limites de P; y P,
después del choque.

Aplicacion numérica; /=1m. @, =60° m, =m,/2
Respuesta. a) V, =,/29/c0sd, , v, =313m/s,

m, —m
b) V',=——2v, , Vv,=105m/s
m, +m,

Para m, >m, Vv, y V', tienen el mismo sentido.
Para m, > m, V', tiene sentido contrario de V, .

Lo 2V a0 mis
m, +m,
V', en todo caso tiene el mismo sentido que V,
V|2 V|2
¢) h=—1=0,056m, h,=—2=0,91m
29 29

18. En un Juego de billar, la bola A esta moviéndose
-
con la velocidad V, =31 m/s cuando choca con las

bolas B y C que estan juntas en reposo. Tras el
choque, se observan la tres bolas moviéndose en las
direcciones que muestra 1a figura, con & = 30°.
Suponiendo Superficies lisas y choques
perfectamente elasticos, hallar los médulos de la

- > -

velocidades, vV, , Vg Yy V¢ .

www.GRATIS2.com www.1FISICA.blogspot.com



www.librospdf1.blogspot.com

Sistema de particulas

—

Respuesta. V, =15m/s, Vg =129 m/s, V. 2,25
m/s

19. Se dispara una bala de 39 g con una velocidad de
500 m/ contra un bloque A de 5 kg de EI coeficiente
de rozamiento entre el bloque Ay la plataforma es
0,5. Si la masa de la plataforma es 4 kg y puede rodar
libremente, hallar:

a) La velocidad final de la plataforma y el bloque.

b) La posicién final del blogue sobre la plataforma.

f 1.0m i

A

BI 1 C

FELTETTET TR F i diiddidiiiiiiiiiiiidii

Respuesta. a) 2,16 m/s b) El bloque se detiene a
0,33 m de B.

20. Lafigura muestra dos masas sobre una
superficie con rozamiento despreciable. El coeficiente

de restitucion entre Las dos masas es 0,73; determinar:

a) Sus velocidades después del choque.
b) La pérdida de energia durante el choque.

& mis 4 mis

5kg |— =—| 3kg
FLETEETTT TR T R i i i T riiiiiiiiii

A E

- o - o
Respuesta: a) V, =-0,563 1 m/s, Vg =6,94 1
m/s
b) AK =411

21. Se deja caer una pelota al suelo desde una altura
y. Si el coeficiente de restitucion es &, escribir

expresiones para el tiempo total que tardara la pelota
en dejar de dar bote y la distancia total que recorrera

en este tiempo.
y 1+ &2
1-¢g?

Respuesta. t = \/2—7@ S =
g (1-¢)

22. Una bhola cae desde una altura h = 0,900 m sobre
una superficie lisa. Si la altura del primer rebote es h;
=0,800 my la distancia d; = 0,400 m, calcular:

a) El coeficiente de restitucion.

b) La altura y longitud del segundo rebote.
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L
\‘\
n, f"‘r\
\ S N T
\ / NS T
v l NN
d, d,

Respuesta. a) 0,943 m, b) 0,711 m, 0,37 m

23. Un objeto de 5 kg que se mueve con una
velocidad de 1,2 m/s choca directamente con un
objeto de 20 kg que esta en reposo. Se observa que el
objeto menor rebota con una velocidad de 0,6 m/s

a) ¢ Cuél es la pérdida de energia cinética por el
impacto?

b) ¢ Cual es el coeficiente de restitucion?

Respuesta: a) AK =-0,675J, b) 6= 0,875

24. Una bola choca contra un plano liso formando un
angulo ¢, con la normal del mismo y rebota con un

angulo ¢, . Encontrar La expresion correspondiente
al coeficiente de restitucion

FEETTAT T T T D i i i i F ATy

tan ¢,

Respuesta. & =
tan ¢,

25. Ira particula de masa m; tiene un choque frontal
perfectamente elastico con una particula de masa m,

inicialmente en reposo. ¢ Cudl es la pérdida relativa de
energia cinética correspondiente a la particula . m;

m,

2
m2[1+ nnq]lj
2

26. Una masa m; se mueve a lo largo del eje x con
una velocidad V,, a lo largo de una mesa sin friccion.

AK
Respuesta. =4
K

Choca con otra nasa, la cual esta inicialmente en
reposo. La masa m, sale a lo largo del eje y. Si se
pierde la mitad de la energia cinética original en el
choque.

¢Cual es el mddulo de la velocidad y con que angulo
sale después de la colisién?
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Respuesta. V m,v 3
spuesta. V, = ,
2770 2(m2 + mym,)
4 MV 4 2(m +m
0 =cost 1V :COSl_(l 2)
3 m,

m,V,

N~

27. Se deja en libertad el bloque A cuando 6, =90y
desliza sin rozamiento, hasta chocar con la bola B. Si
el coeficiente de restitucion es 0,90, calcular

a) La velocidad de B inmediatamente después del
choque.

b) La méxima traccion que soporta el hilo que
sostiene a B

c) La altura méxima a la que se eleva B.

Ma=125kg —
my=2kg
0,%m
B
s
Solucion.
a) Por conservacion de energia encontraremos V, .
Lry
0.6 m
Hia
[1=Va
s

1 2
MAQr =2 MaVy =

vV, =-/2gr =./2(9,8)0,6)
=3,43 m/s
Por conservacion de la cantidad de movimiento

encontraremos V'g

| I
M M

despues

antes
V,=3,43m/s Vg=0
MuV, +MgVg =m,V',+mgVv'y =
(1,25)(3,43) =1,25V' , +2v, =
V', +16v', =343 1)
El coeficiente de restitucion es 0,90
(V|2_V'1) — VIB_V|A — 0,9
(Vz - Vl) VA

£=-

www.librospdf1.blogspot.com

34

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

VeVa _gg— Ve™Va _pg =

V, ’ 3,43 ’
V-V, =09(343)=309 (2
Sumando (1) y (2):

V'g+1,6v'y =3,09 + 3,43
La velocidad de B inmediatamente después del
choque es

V'g =251 m/s
b) El diagrama del cuerpo libre de B, inmediatamente
después del choque

T Tﬁc
—
mg
|2
D F, =mBaC:>T—mBg:mBO—39:>

Vl2
T= mB(OE’ng gJ

2
p 2,51
0,9

+ 9,8J =336N

¢) Por conservacién de energia encontramos la altura
méaxima a la que se eleva B.

/
“mgVv'i=mggh =
v2 2512
=— = =0,321m
29 2(9.8)

28. Un bloque de masa M esta en reposo sobre una
masa sin friccion. Lo podemos golpear con un bloque
que se quede adherido o con un bloque muy duro con
el que se producira un choque perfectamente elastico.
Ambos blogues tienen masa m y pueden ser lanzados
can velocidad V, ¢En cual de los casos el bloque M se
movera mas rapidamente? (considerar el movimiento
en una sola dimension).

Respuesta. a) V', = —V,,
P > m+M °
2m
b) V', = V
)2 m+M °

En el segundo caso es el doble que en el primero.
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29. Un cilindro A cae sobre otro B apoyado sobre un
resorte de constante k = 3000 N/m desde una altura de
2m. Si el choque es perfectamente plastico, calcular:
a) El desplazamiento méaximo de B.

b) La pérdida de energia en el choque.

[ rueess

E 5

21m

L3

| my=25ke

YIS

Respuesta. a) 3,47 cm, b) 8,18 J

30. Los parachoques se disefian de tal manera que un
automovil de 1600 g que golpea una pared rigida a la
velocidad de 12 km/h no sufra dafio. Suponiendo que
ese choque es perfectamente plastico. Calcular:

a) La energia absorbida por el parachoques durante el
impacto.

b) La velocidad a la que el automavil puede golpear a
otro de iguales caracteristicas, que esta en reposo sin

dafiarse.

Respuesta. a) 8890 J b) 24 km/h

31. Se dispara una bala de 25g en direccién
horizontal. La bala atraviesa el bloque A y queda
alojada dentro de blogue B. Por dicha causa los
blogues A y B comienzan a moverse con velocidades
iniciales de 2,4 y 1.8 m/s. respectivamente.

Hallar:

a) La velocidad inicial v, de la bala.

b) La velocidad de la bala en el trayecto entre el
blogue Ay el B.

LI

yI_.
X

il

i

=

A E

Respuesta. a) 470i m/s b) 3261 m/s

32. Una explosion rompe un objeto en dos piezas una
de las cuales tiene 1,5 veces la masa de la otra. Si se
liberan 4500 J en la explosion. ¢ Cuanta energia
cinética adquiere cada pedazo?

Respuesta. 1800 J, 2700 J

33. Cuando se rompe la cuerda que une las particulas

Ay B, el resorte comprimido las obliga a separarse
(el resorte no esta unido a las particulas). La energia
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potencial del resorte comprimido es de 60 J y el
-
conjunto posee la velocidad inicial V,, Sise rompe la

cuerda cuando & = 30°, hallar la velocidad
resultante de cada particula

¥, =6m's

5
Respuesta. V, =9i +5,2]m/s y

-

vy =4i —3,5]m/s

34. Un depdsito suelta arena a una banda
transportadora razén de 75 kg/s. Si la banda se mueve
con unarapidez constate v =2,2 m/s. ;Qué fuerza se
necesita para mantenerla en movimiento? No tomar
en cuenta la friccion

O

Respuesta. 165 N

35. Un trineo lleno de arena se desliza sin friccion
por una pendiente de 30°. La arena se escapa por un
agujero en el trineo a un ritmo de 2 kg/s. Si el trineo
parte del reposo con una masa inicial de 40 kg.
¢Cuanto tardo en recorrer 120m a lo largo de la
pendiente?

Respuesta. 7 segundos

36. Un cohete que consume combustible a un ritmo
constante k se encuentra sometido a la accién de una
fuerza externa constante de valor F ademas de la
fuerza de reaccién de los gases. La masa inicial del

cohete mas combustible es M, . La configuracion de
la tobera de escape es de tal manera que la velocidad
relativa de los gases es igual al negativo de la
velocidad V del cohete.

a) Escribir la ecuacion del movimiento.

b) Obtener V.

yav_

Respuesta. a) F = (mo —kt ot kv ,
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37. Un cohete experimental se proyecta de forma que
pueda mantenerse inmdvil sobre el suelo. El cuerpo
del cohete tiene una masa de 1200 kg y la carga de
combustible inicial es de 3600 kg,. e1 combustible se
guema y se expulsa con una velocidad de 2500 m/s.
Hallar la velocidad de consumo de combustible
necesario.

a) en el momento de encender el cohete.

b) cuando se consume la Gltima particula de

combustible.
P

if=2500 m/s

[

PIETTTETIEETriifiiiris,
Respuesta. a) 18,84 kg/s . b) 4.71 kg/s

38. Una bala de masa m se dispara con una velocidad
- o
Vg =—Vgl,sipara X=X,, Y =a (permanece

constante) ¢ Cual es su cantidad de movimiento
angular con respecto al origen en funcion de x?

d A
Respuesta. L = mv,ak

39. Un obUs de masa m se dispara de un cafion en el
origen, El obis se mueve en el plano y con una

velocidad inicial de magnitud V, y un dngulo & con

el eje x.

a) ¢ Cual es el torque sobre el obus, con respecto al
origen en funcion del tiempo?

b) ¢Cual es la cantidad de movimiento angular del,
obus con respecto al origen en funcién del tiempo?

L
dt

d ~
Respuesta. a) 7 = —V,mgtcosé i

5
¢) Comprobar que 7 =

b) L= —%vomgt2 cosdi

40. Dos esferas pequefias A y B estan unidas por una
varilla rigida de longitud ¢ y masa despreciable. Las
dos masas reposan sobre una superficie lisa

horizontal cuando se comunica repentinamente a A la

—

velocidad vV, = Vof . Hallar: a) La cantidad de

movimiento lineal y la cantidad de movimiento
angular del sistema respecto al centro de masa.
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b) Las velocidades de Ay B cuando la varilla ha
girado 90°.

¢) Las velocidades de A y B cuando la varilla ha
girado 180°.

B
3m O__
L
&L
A
- A 3 ~
Respuesta: a) p=mv,i, L = Zmévok
- s 3 2> 1 ~ 1 =
b) V, =7 Vol + Vo], Vg =7 Vol =2 Vo ]
- 1 ~ - 1 =
)V, = =5 Vol Vg =2 Vol

41. Se tiene una varilla rigida de masa despreciable
sujeta a un eje sin rozamiento de tal manera que la
varilla pueda rotar libremente. Al otro extremo de la
varilla hay un bloque de masa M. Si se dispara una

bala de masa m con una velocidad V, tal como se

muestra en la figura. ¢Si la bala se incrusta en el
bloque, cudl sera la velocidad angular del bloque
alrededor del eje7

1" -
; i
E] Eala
1
X
mv,
Respuesta. ® = ————
(m+M)a

42. Una barra de longitud b esta pivotada en su
centro de tal manera que puede rotar en el plano
horizontal. Dos nifios estan sobre la barra en las
posiciones mostradas en la figura 7.59. a cual esta
rotando con una velocidad angular en el sentido
antihorario visto desde arriba. Si el nifio de masa m;
empieza a moverse hacia el centro tal que su distancia

aeles b/4— at?®, ;Cuél debe ser el movimiento del

nifio de masa m, para que la velocidad angular de la
barra permanezca constante? (La masa de la barra es
despreciable),
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s ha—

1y i

AL

Respuesta. Debe cambiar su distancia al centro de

b2 m b
acuerdo a la ecuacién _|— + —~at?| — — at?
16 m, 2

ks

43. Un taco golpea a una bola de billar ejerciendo
una fuerza promedio de 50 N durante un tiempo de
0,01 s, si la bola tiene una masa de 0,2 kg, ¢qué
velocidad adquirid la bola luego del impacto?.

Respuesta. vi= 2,5 m/s

44, Una fuerza actlia sobre un objeto de 10 kg
aumentando uniformemente desde 0 hasta 50 N en 4
s. ¢Cual es la velocidad final del objeto si parti6 del
reposo?.

Respuesta. v =10 m/s

45, Se rocia una pared con agua empleando una
manguera, la velocidad del chorro de agua es de 5
m/s, su caudal es de 300 cm?/s, si la densidad del
agua es de 1 g/lcm® y se supone que el agua no rebota
hacia atrés, ¢ cudl es la fuerza promedio que el chorro
de agua ejerce sobre la pared?.

Respuesta. F = 1,5N

46. Se dispara horizontalmente una bala de 0,0045
kg de masa sobre un bloque de 1,8 kg de masa que
esta en reposo sobre una superficie horizontal, luego
del impacto el bloque se desplaza 1,8 my la bala se
detiene en él. Si el coeficiente de rozamiento cinético
entre el bloque y la superficie es de 0,2, ;cudl era la
velocidad inicial de la bala?.

Respuesta. v3; = 1073 m/s

47. Se dispara una bala de 0,01 kg de masa contra un
péndulo balistico de 2 kg de masa, la bala se incrusta
en el péndulo y éste se eleva 0,12 m medidos
verticalmente, ¢cudl era la velocidad inicial de la
bala?.

Respuesta. vy; = 309,8 m/s

48. Una particula A de masa mp se encuentra sujeta
por medio de un resorte comprimido a la particula B
de masa 2ma, si la energia almacenada en el resorte
es de 60 J ;qué energia cinética adquirira cada
particula luego de liberarlas?.

Respuesta. Eqg =20 J
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49. Un cuerpo de masa my; = 2 kg se desliza sobre
una mesa horizontal sin friccion con una velocidad
inicial v4; = 10 m/s, frente a él moviéndose en la
misma direccién y sentido se encuentre el cuerpo de
masa m;, = 5 kg cuya velocidad inicial es v, = 3 m/s,
éste tiene adosado un resorte en su parte posterior,
cuya constante elastica es k = 1120 N/m, ¢cudl sera la
maxima compresion del resorte cuando los cuerpos
choquen?.

Respuesta. Ax = 0,28 m

50. Un bloque de 3,0 kilogramos, moviéndose sobre
una superficie sin friccion con una velocidad de 1,2
m/s, tiene una colision perfectamente eléstica con un
blogue de la masa M en el reposo. Después de la
colision el blogue de 3,0 kilogramos retrocede con
una velocidad de 0,4 m/s.

1,2 mis 0,4 mis ¥
i -

Antes

a) La masa M es:

b) La velocidad del bloque de masa M después de la
colisién es:

c) Los blogues estan en el contacto para 0,20 s. La
fuerza media en el bloque de 3,0 kilogramos,
mientras los dos bloques estan en contacto, es:
Respuesta. a) 6,0 kg, b) 0,8m/s, ¢)24 N

51. El bloque de 8 kilogramos tiene una velocidad v y
es detras del bloque de 12 kilogramos que tiene una
velocidad de 0,5 m/s. la superficie es de friccion
despreciable. Los blogues chocan y se juntan.
Después de la colision, los bloques tienen una
velocidad comin de 0,9 m/s.

y 0,5 mis
e

0,9 mis
=i

a) La pérdida de energia cinética de los bloques
debido a la colisién esta la mas cercana a:

b) El impulso sobre el bloque de12 kg debido a la
colision es
Respuesta. a) 2,4 J,b) 48N s

52. Una bola de acero de 72 g se lanza desde el
reposo y cae verticalmente sobre una placa de acero.
La bola golpes la placa y esta en contacto con ella por
0,5 ms, la bola elasticamente, y vuelve a su altura
original. El intervalo de tiempo para el viaje es 0,30
S.

a) La fuerza promedio ejercida sobre la bola durante
el contacto es

b) Asumiendo que la placa no se deforma durante el
contacto. La energia el&stica maxima almacenada por
la bola es:

Respuesta. a) 420 N, b) 0,08 J
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53. Una bala de la masa 0,01 kilogramos que se
mueve horizontalmente golpea un bloque de madera
de masa 1,5 kilogramos suspendida como péndulo.
¢La bala se aloja en la madera, y juntos giran hacia
arriba una distancia de 0,40 m. cual era la velocidad
de la bala momentos antes del impacto con el bloque
de madera? La longitud de la cuerda es 2 metros.

21n

0,01 kg

=D | | f040m

1,5 ke
Respuesta. 66,7m/s

54. Una bala de 10 g se dispara verticalmente en un
blogue de 8 kilogramos. El bloque se levanta 3 mm.
La bala penetra en el blogue en un intervalo de
tiempo de 0,001 s. asume que la fuerza en la bala es
constante durante la penetracion.

a) La energia cinética inicial de la bala es:

b) El impulse en el bloque debido a la captura de la
bala es:

c) La penetracion de la bala en el bloque, es:
Respuesta. a) 190 J, b) 2,0 Ns, c)) 10 cm.

55. Una bala de 8 g se tira en un bloque de 4,0
kilogramos, en reposo sobre una superficie horizontal
sin friccién. La bala se aloja en el bloque. El bloque
se mueve hacia el resorte y lo comprime 3,0
centimetros. La constante de la fuerza del resorte es
1500 N/m.

i % = 1500 N/m

4
: %

a) La velocidad de la bala es:

b) ) El impulso del bloque (con la bala), debido al
resorte, durante el tiempo en el cual el bloque y el
resorte estan en contacto est4 es:

Respuesta. a) 290 m/s, b) 4,7 N.s
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56. En una demostracion una bola de acero pequefia
de la masa m se sostiene sobre una superbola de masa
M (superbola es una bola de goma del coeficiente de
restitucion muy alto). La combinacidn junta se suelta
del reposo. Cuando el superbola golpea el piso rebota
casi elasticamente, golpeando a bola de acero que
todavia estd moviéendose hacia abajo. Esta colision es
también bastante eldstica, y consecuentemente bola
de acero se golpea y es lanzada derecho hasta una
altura H. Si h es la altura de la cual los objetos fueron
soltados, y M > >m, entonces bola de acero pequefia
se levantara a una altura:

Respuesta. 9 h

57. Una muchacha de masa 50 kilogramos lanza una
bola de la masa 0,1 kilogramos contra una pared. La
bola golpea la pared horizontalmente con una
velocidad de 20 m/s, y rebota con esta misma
velocidad. ¢La bola esta en contacto con la pared
0,05 s, cudl es la fuerza media ejercida sobre la bola
por la pared?

Respuesta. 80N

58. Labola A, de la masa 3,0 kilogramos, se une a
una barra ligera de 0,4 m, que gira libremente en P.
La bola B esta suspendida de Q por una cuerda de 0,6
m y esta en reposo. La bola A se levanta a cierto
nivel y se suelta. La bola A desciende, y tiene una
velocidad V; = 3,6 m/s en el fondo, antes de chocar a
la bola B. Las velocidades de las bolas A y B después

del choque son: V, =-12m/sy V, =22 m/s...

a) La masa de la bola B es:
b) La magnitud del impulso sobre la bola A es:
¢) La bola A rebota y gira un &ngulo 6, donde la

velocidad V, es cero. El valor de @es:

d) La bola B se eleva hasta la altura h, donde la
velocidad Vg es cero. El valor de h es:

Respuesta. a) 6,6 kg, b) 14.4 N. s, c) 35° d) 0,25 m

59. Una pieza en forma de L se corta de una hoja
uniforme de metal. ;Cudl de los puntos indicados es
el méas cercano al centro de la masa del objeto?
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Respuesta. C

60. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

LEmis 0.7 mis 10mis 1.7 mb
e —t — e i
T T
Antes después

Respuesta. Parcialmente inelastico.

61. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

LEmis  0,2mhs 05ms 1,4 mbs
— — — —
Antes después
Respuesta. Perfectamente eldstico.
ZLlmbs 08 mi 15w 1,5 mi
—s- -— —- —
Antes después

62. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

Respuesta. no posible porgue la cantidad de
movimiento no se conserva.

63. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

L2ms 0.9 mbs 03ms 2,1 mis
= T— o— —
Antes después

Respuesta. Caracterizado por un incremento en
energia cinética.

64. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

30mis 1,5 mb LEms 1,2 mis
— e — —
T
Antes después
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Respuesta. Completamente inelastico

65. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

DEmfs 2.0 mis Limis 1.5 mis
—- -— -— -—
2ke 2 ke 2kg 2 ks

Antes después

Respuesta. Parcialmente inelastico

66. Las masas de los bloques, y las velocidades antes
y después del choque estan dadas. ¢Qué clase de
choque es?

01lms 0.9 mbs 13ms 0,3 mbs
—= a— = F—
kg 7ke 3 kg T ke
Antes después

Respuesta. Parcialmente inelastico

67. Un resorte activa una bomba de juguete de 1,2 kg
sobre una superficie lisa a lo largo del eje x con una
velocidad de 0,50 m/s. en el origen O, la bomba
estalla en dos fragmentos. El fragmento 1 tiene una
masa de 0,4 kilogramos y una velocidad de 0,9 m/s a
lo largo del eje y negativo.

¥ ¥ v,
P
0.5 rais ’

. g
0] x o] : x

12k
1 W 04kg
Antes Después 0.9 mis

a) La componente en x de la cantidad de movimiento
del fragmento 2 debido a la explosidn es:

b) El &ngulo 6, formado por el vector velocidad del
fragmento 2 y el eje x es:

¢) La energia liberada por la explosién es:
Respuesta. a) 0., N. s, b) 31°¢) 0,32 J

68. Un cono trunco homogéneo de metal tiene una
base circular mayor de radio 4 cmy la menor de radio
2 cm. Su alturaes 6 cm. ¢A qué distancia de su
didmetro mayor esté situado el centro de masa?

T

\
! 1:111 _I_ 2 cm
/

3
L3

6 cm
Respuesta. 2,36 cm
69. Cuatro masas puntuales se colocan como se

muestra en la figura: ¢Cuales son las coordenadas del
centro de masa?

39
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¥ T 5m 2m
i
m 4kg
3m
& :ks
fi kg @
3 7
2 &g il
2m im X

Respuesta. (23, 2,8)

70. Un alambre uniforme de longitud 60 cm y masa
60 g , esta doblado en un tridngulo rectangulo.
¢Cuales son las coordenadas del centro de masa?

v

26 cm
10 ¢cm

O 24 cm X

Respuesta. (10, 3)

71. Una particula de la masa 5,01 x 10’ kilogramos,
moviéndose a 1,88 x 10° m/s, choca con una
particula idéntica que inicialmente esta en el reposo.
Después de la interaccion, las particulas (que no
pueden ser distinguidas) se mueven con los angulos
55,4°y 34,6°, ambos son medidos con respecto a la
direccion original del movimiento. ¢Qué velocidades
finales tienen las particulas?

Respuesta. 1,55 x 10° m/s a 346°,

1,07 x 10° m/s a 55,4°
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72. Un carro de 19 kg esta conectado por medio de un
resorte comprimido con un carro 38 kg. Los dos
carros se estdn moviendo a la derecha a una velocidad
de 25 m/s cuando el resorte se desenrolla y propulsa
repentinamente el carro de 19 kg hacia adelante con
una velocidad de 27 m/s. encontrar la velocidad del
segundo carro con respecto al centro de la masa del

sistema.
OO0
o O o O
FERFFFFFRRFFFiiiTTiriiiiiil

Respuesta. 1 m/s

7

3. Una fuerza de 5,3 N es necesaria para sujetar a un
paraguas en un viento fuerte. Si las moléculas del
aire tienen una masa de 4,7 x 10 kilogramos, y cada
una golpea al paraguas (sin rebotar) con una
velocidad de 2,0 m/s en la misma direccion, ¢cuantos
atomos golpean al paraguas cada segundo? Asuma
que el viento sopla horizontalmente para no tomar en
cuenta la gravedad.

Respuesta. 5,6 x 10% por Segundo

——

% kg 19 kg

74. Un cohete debe ser lanzado al espacio donde no
hay campo gravitacional. el 81% de la masa inicial
del cohete es combustible y este combustible se
expulsa con una velocidad relativa de 2300 m/s. si se
asume que todo el combustible serd utilizado,
encuentra la velocidad final de la Gltima porcidn de
combustible expulsado relativo a un observador
estacionario.

Respuesta. 1500 m/ s
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CaPiTULO 7. Cuerpo rigido

INTRODUCCION

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de
un sistema de particulas. Un caso especial
importante de estos sistemas es aquel en que la
distancia entre dos particulas cualesquiera
permanece constante en el tiempo, esto es un
CUERPO RIGIDO.

A pesar que no existen cuerpos que sean
estrictamente rigidos, todos los cuerpos pueden ser
deformados, sin embargo el modelo del cuerpo
rigido es atil en muchos casos en que la
deformacion es despreciable.

La descripcion cinematica y dinamica de un cuerpo
extenso aunque este sea rigido en un movimiento en
tres dimensiones matematicamente es muy
complejo y es tratado en libros avanzados de
dinamica. Es complejo porque un cuerpo tiene seis
grados de libertad; su movimiento involucra
traslacion a lo largo de tres ejes perpendiculares y
rotacion alrededor de cada uno de estos ejes. No
Ilegaremos a hacer un tratamiento general directo,
pero si desarrollaremos el movimiento del cuerpo
rigido en dos dimensiones.

MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO
En esta parte expondremos algunos tipos de
movimiento de los cuerpos rigidos.

TRASLACION.

Por traslacion entendemos al movimiento en el que
lodos los puntos del cuerpo se mueven en la misma
direccion, con la misma velocidad y la misma
aceleracion en cada instante.

9%
e z

Por la definicion de centro de masa, tenemos:
- -
Co_Xmn _mn
cM -
> om, M
Donde M es la masa total del cuerpo rigido y
— —
Mrg, = zmi r;

Diferenciando dos veces
d*> -
M a2
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La suma de las fuerzas que actdan sobre las n
particulas determinan la aceleracién del centro de
masa.

. _zﬁi

Aoy =

Tal como se mostré para un sistema de particulas,
las fuerzas internas se anulan de pares, de forma
gue solamente importaran las fuerzas externas tal

que
Z ext

5
Mag, =

“El movimiento de traslacion del cuerpo rigido es
como si toda su masa estuviera concentrada en el
centro de masa y las fuerzas externas actuaran sobre
él”.

Todo el estudio que hemos lecho anteriormente para
la particula corresponde a la traslacion de un cuerpo
rigido. No importa ni la forma, ni el tamafio.

ROTACION.

Es el movimiento en que uno de los puntos se
considera fijo.

Si se considera fijo un punto, el Unico movimiento
posible es aquel en el que cada uno de los otros
puntos se mueve en la superficie de una esfera cuyo
radio es la distancia del punto mdvil al punto fijo.
Si se consideran dos puntos fijos, el Unico
movimiento posible es aquel en que todos los
puntos con excepcion de aquellos que se encuentran
sobre la linea que une los dos puntos fijos, conocida
como EJE, se mueven en circunferencias alrededor
de éste.

Cualquier desplazamiento de un cuerpo rigido
puede ser considerado como una combinacién de
traslacion y rotacion.

En los capitulos anteriores ya hemos profundizado
bastante sobre movimiento de traslacion
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estudiaremos aqui el movimiento de rotacion
alrededor de un eje y el movimiento de rotacion
traslacion.

CANT1DAD DE MOVIMIENTO ANGULAR
DE UN CUERPO RIGIDO

La cantidad de movimiento angular de una particula
respecto a un punto es

- - - - -

L=rxp=rxmv

En coordenadas polares:
- -

~ ro .
r=rr,v=—r+rowt
dt
> dr . n
L=rixm| —7+rwt
dt
4 2 “
L=mr-foxt

5
7x7 tiene la direccion y sentido de @

— -

L=mr’o

Si consideramos al cuerpo rigido como r particulas
que giran alrededor de un eje, la cantidad de
movimiento angular de éste sera la suma de la
cantidad de movimiento angular de cada una de las
particulas.

- ) ) - ) -
Lo = m1” 0+ m,r, o+........ +m, 1w
N

- 2 2 2
= (mlrl +myr, + . +m,r, )a)

n .\
2 mr |
i=1

La cantidad entre paréntesis es el MOMENTO DE
INERCIA DEL CUERPO RIGIDO alrededor de un
eje.

I= zmiriz

Es importante darse cuenta que el momento de
inercia depende de la distribucién de la masa del
cuerpo.

En el caso de un cuerpo rigido continuo,

los m, tiendena dm y

z se transforma en IM , de aqui:
_ 2

I = J;f dm

Como m = pV ,donde p esladensidady Vel

volumen del cuerpo:
dm = pdV

Tenemos: [ = IVperV

Para muchos cuerpos de forma geométrica simple
ésta integral puede evaluarse facilmente.

Dos teoremas que simplifican los calculos del
momento de inercia son:
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1) El teorema de Steiner o de los ejes paralelos.
“El momento de inercia del cuerpo respecto a un eje
es igual al momento de inercia del cuerpo respecto a
un eje paralelo al anterior y que pasa por el centro
de masa es el producto de la masa del cuerpo por el
cuadrado de la distancia entre los ejes”.
1, =1, +Md?
Demostracion. La figura siguiente representa la
seccion de un cuerpo en el plano del papel, CM es
el eje normal al plano del papel a través del centro
de masay O es un eje paralelo. Escogiendo un
elemento diferencial de masa dm , escribamos la
expresion para los momentos de inercia con
respecto a los dos ejes.

‘ d

Chi ]

=
M dm

1oy :J.MrgMdm I, =J-A;2dm

usando la ley de los cosenos, obtenemos:

r?=rl, +d* -2r,,dcosé

reemplazando
L= (r2,, +d? = 2r,,,d cos O )im

Iy = r&dm+d?® [dm—2d] 1., cos6dm
El primer término
2
IM rewdm =1y,
El segundo término
d* [ dm = Md’
M

El tercer término es cero porque es la suma en todo
el cuerpo d los productos del elemento de masa y
sus distancias al eje a través del centro de masa, de
aqui:

_ 2
1y =1, +Md

I1. El teorema de la figura plana.

El momento de inercia de una figura plana con
respecto a un eje perpendicular a la misma es igual
a la suma de los momentos de inercia de la figura
plana con respecto a dos ejes rectangulares en el
plano de la figura los cuales se intersecan con el eje
dado

Demostracion:

En la figura siguiente el eje z pasa por O
perpendicular al piano y. Elegimos un elemento
diferencial de masa dm y escribimos los momentos
de inercia de la figura para cada uno de los tres ejes.
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Of - j

I, :J.Myzdm, I, zj.ﬂjczdm, I, zj.ﬂfzdm

con > =x"+y°
L;de = IM (x2 +y2)dm

= chzdm+IM y2dm
I.=1+1,

Ejemplo 1. A continuacién evaluaremos los
momentos de inercia algunos cuerpos simples.
a) Hallar el momento de inercia del sistema
mostrado en la figura, las masas son puntuales
unidas por varillas rigidas de masa despreciable.

¥

Solucion.
Momento de inercia respecto al eje x.

I = Zyizmi
= mOF + 2m(0 + 3m(B) + 4m(b)

= 7Tmb*
Momento de inercia respecto al eje y.

I, = le.zml.
= m(0)* + 2m(a)’ +3m(a)’ + 4m(0)*

2
= Sma
Momento de inercia respecto al eje z.

_ 2
I, —Zrl. m,

= m(0)* + 2m(a)’ +3m(a2 +b2)+ 4m(b)°
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= 7mb*® +5ma’*
Aqui comprobamos
g:g+g

b) Momento de inercia de una varilla delgada rigida
de longitud ¢ y masa m, con respecto a un extremo
y con respecto al centro de masa.

Solucion.

¥

———— o ———wf

Tomemos un elemento diferencial dx, cuya masa es:
M
dm =—dx
l
El momento de Inercia de la varilla es:

1, :J‘A}de :j;xz %dx

= %J‘;xzdx = %[f]ﬁ

1
= =M/°
3
El momento de inercia de la varilla con respecto al

centro de masa

Ch X

¢ ¢
I, = Jix2 %dx :%[xsh
2 2

1
= —MP*

12
Aqui comprobamos:

g 2
I,=1,, + M(Ej

¢) Momento de inercia un anillo de masa My radio
R, en el plano xy, Con respecto a los ejes x, y, z.
Solucion.

y

")
N,

La masa del elemento diferencial ds = Rd@ es:
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M M
dm=——ds=—d6b

27R 2r
El momento de inercia del anillo con respecto al gje
Z es.

1. = [R?dm =j02”R2§4—ﬂd9

2
- M ol = i
2r
Por el teorema de la figura plana
I.=1+1
z X v
Por simetria
I, = Iy
Luego
1
I.=1,=%+= L ur?
2 2

d) El momento de inercia de un disco de radio R y
masa M con respecto al eje perpendicular que pasa
por su centro.

Solucion.

DA

(&

Consideremos como elemento diferencial al anillo
de radio r y ancho dr, su masa es:

dm = M2 27mrdr = 2]\24 rdr
7R R

El momento de inercia de este anillo con respecto al
eje perpendicular que pasa por O es

dl,=r’dm=r° ZA;[ rdr
= 2]\24 ridr

El momento de inercia del disco es:

R 2M om [ ]
IO =J.d10 ZIO ?7"3617" = R2 |:T:|O

:EMRZ
2

e) El momento de inercia de una esfera con respecto

a un eje gque pasa por su centro.
Solucion.
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Consideremos la esfera como una serie de discos.
Tomemos un disco diferencial como se muestra en

la figura, su radioes r = VR? —z% | su espesor

dz.
La masa del disco es:

dm = %mzdz = %ﬂ(RZ —zz)dz

4
Mes lamasade laesferay V' = §7zR3 el

volumen de la esfera.
El momento de inercia del disco con respecto al eje
Z es:

1 1M
dl, = —dmr® = ——7r(R2 ~z° )2 dz

2 2V
El momento de inercia de la esfera lo encontramos
integrando esta expresién desdez=-Ra z= R.

R 1M
L=[al.=[ > a(R*-2* dz
2V

5
= AVIH'[OR(RZ —Zz)zdz = %EAf/R

= gMR2
5

Para encontrar el momento de inercia con respecto a
un eje arbitrario como se muestra en la figura

siguiente aplicamos el teorema de Steiner.
O

£ \

I,=1,+Md*= EMRZ +Md?

2
I, =Md* 1+3(£j
5(d

En el caso en que R << d podemos considera como
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si fuera una masa puntual y el momento de inercia
se reduce a:

I, =Md?

Ejemplo 2. Hallar el momento de inercia de un
disco de masa My radio R que gira alrededor de un
eje paralelo a un didmetro y que pasa por el borde
del disco.

Solucion.

If_':.hﬂ’:ir:lr

Por el teorema de las figuras planas
L=L+1,;

Ademaés por simetria
I.=1,

Por tanto
1, = LI2 = Y4 MR?

Aplicando el teorema de Steiner

1="Y4 MR? + MR?
=5/4 MR?

SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA
ROTACION

En esta seccion vamos a analizar el movimiento de
un cuerpo rigido que gira en torno a un eje fijo en el
espacio.

El cuerpo gira en torno al eje x. Si € = Q(t) es el

desplazamiento angular del punto del cuerpo desde
la linea referencial, la velocidad angular del cuerpo
es:

do
0=—

dt
Como cada punto del cuerpo gira a la misma
velocidad angular @, el desplazamiento 9(t) de

cualquier punto describe el desplazamiento del
cuerpo como un todo.
Para el sistema de particulas vimos que la suma de
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los torques producidos por las fuerzas externas que
actuan sobre el sistema es igual al cambio de la
cantidad de movimiento angular.

N
dL

dt
Esto es valido también para el cuerpo rigido, donde

L es la cantidad de movimiento angular can
respecto al eje x de la figura anterior.

ComoZ=IZ) = ﬁ=i(lg)j
dt dt

Siendo 7 el momento de inercia del cuerpo en torno
al eje dado, es constante en el tiempo y

N
T =

IN
N
T = Id—a)
dt
N
do > y
Como —— = « , aceleracion angular del cuerpo
dt
- -
r=1a

Esta expresion tiene similitud a la ley de Newton
— -
F=ma

Ejemplo 3. Una barra uniforme de longitud L y
masa M, que gira libremente alrededor de una
bisagra sin friccién, se suelta desde el reposo en su
posicion horizontal, como se muestra en la figura.
Calcular la aceleracion angular de la barra 'y su
aceleracion lineal inicial de su extremo.

;‘rfg

Solucion.

Como el torque de la fuerza en la bisagra es cero,
se puede calcular el torque en torno a la bisagra
producido por la otra fuerza externa que actda sobre
la barra, que es su peso, suponiendo que la barra es
homogénea y que el peso actia en su centro
geomeétrico. Entonces:

1
T=rMg = ELMg
Como 7 = I, y el momento de inercia de la barra

%1=3Mﬁ.
3

Se tiene: /o = %LMg
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1

= LM

L g2° 3¢

1 2L
5ML2

Para calcular la aceleracion lineal del extremo de la
barra, usamos la ecuacion a, = ol .
Reemplazando « :

a, =La=§g

Ejemplo 4. Una esfera rueda sobre una barra, con
seccién en forma de U, inclinada. Determinar la
aceleracion.

Solucion.

Las fuerzas que actuan sobre la esfera son el peso,
P, la reaccion normal del plano, R, y la fuerza de
rozamiento F.

Como la reaccion R y el rozamiento Festan
aplicados en el eje instantaneo de rotacién no
realizan ningln torque, sélo el peso:

7 =hmg sené, siendo h = (rz - bz)l/2

El momento de inercia de la esfera con relacion al
gje instantaneo de rotacion es

I = gmrz + mh?®
5

Aplicando la ecuacion fundamental de la dindmica
de rotacion:

_ hmgsen@  hgsen®

(2mr2/5+mh2)_ (2r2/5+h2)

a =

T
1
la aceleracion lineal seré: a = a h

. h’gsend  gsend
(2r2/5+8%) (2771587 +1)
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52 —b?)gh’send
B (7r2 —5b2)

Ejemplo 5. Se tiene un disco de masa M y radio R,
que pueda girar libremente alrededor de un eje que
pasa por su centro. Se enrolla una cuerda alrededor
del disco, se tira la cuerda con una fuerza F. Si el
disco esta inicialmente en reposos ¢ Cudl es su
velocidad al tiempo ?

F

Solucion.
El momento de inercia del disco con respecto al eje
es:

1 =lMR2
2

La direccidn de la cuerda siempre es tangente al
disco por lo que el torque aplicado es:

7=FR

Como 7 =1l

T
Tenemos o = 7

Reemplazando

FR 2F
“T1, . MR
=~ MR?
2
Siendo a constante @ = @, + at

2F
Como w, =0 = a)zat:ﬁt

Ejemplo 6. Se sujeta una masa M a una cuerda
ligera enrollada alrededor de una rueda de momento
de inercia / y radio R.

Hallar La tension de la cuerda, la aceleracion y su
velocidad después de haber descendido una
distancia 4 desde el reposo.

Solucion.
La figura siguiente muestra los diagramas de cuerpo
libre.
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'\‘f=%
T
T
M| |a
g
Aplicando la segunda ley de Newton a la masa M
Mg —-T = Ma @h)

Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion
al disco

1R =l ,

a
como a=Ra = a:E

TR:I% o TR? = Ia @)
Resolviendo (1) y (2) obtenemos
e M
M +1I/R? £
I/R?
T = /—ZMg
M +I/R

Siendo un movimiento con aceleracidn constante
v2 =v, +2as
Conocemos: a, v, =0, s =h:
W2 = 2Mg
M +I/R?
2Mg
M +1I/R?

Ejemplo 7. Un anillo de 5 cm de radio, grosor
despreciable y densidad 1,6 g/cm, se pone en
rotacidn alrededor de un didmetro cuando se le
comunica un momento angular de 7900 g cm?/s.

a) Hallar la expresion analitica y el valor numérico
del momento de inercia respecto del eje de giro.

b) ¢{Con qué velocidad angular empieza a girar?

c) Si el rozamiento con el aire y los pivotes origina
un par de fuerzas cuyo torque es de 50 dina cm,
¢cual serd la ecuacion del movimiento que efectlia
el anillo?, ;cuénto tiempo tarda en pararse?

(Nota 1 N = 10° dinas)

Solucion.
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anY
y

Iz

a) Por el teorema de las figuras planas, tenemos
que:
L=L+1,;
Ademas por simetria
L=1,
Por tanto

I, 1 1
I = ?Z:E,oue2 = Ep(Z/ZR)RZ = 7pR®

= 7(1,6.10)0,05)" = 6,28x10° kg m?
b) Al comunicarle un momento angular
L=7,9x10" kg m%s,

L  79x10™
a)o = — = 7_5
I 6,28x10
=12,58 rad/s
¢) z =50 dina cm = 50x10™° Nx102 m
=5x10°Nm

Por lo tanto la ecuacién del movimiento en términos
angulares sera:

0 =0, +wyt+ %atz =12,6t —0,0398¢°, y

@ =12,6-0,079¢
Siendo w =0 para¢t=158s.

Ejemplo 8. Maquina de atwood tomando en
cuenta la polea.

La polea es un disco de masa M y radio R. La figura
muestra los diagramas de cuerpo libre de cada una
de las partes de la maquina de atwood.
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2}
\f: ol
i L
g %
at Ml M2 ia
Mlgl leg
Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de
las partes.
Masa M;:
I, -M,g=Ma @
Masa M,:
M,g-T,=M,a 2
Polea:
I R-TR=Ia
1 1
“MR*Z ==MRa ()
2 R 2
Resolviendo (1), (2) y (3), obtenemos:
=M, (g + a)’
T,=M, (g - a) y
(mz - ml)

“= (m2 +m1+M/2)g

Ejemplo 9. Una polea homogénea de radio R, masa
My momento de inercia /, gira alrededor de su eje,
debido a la accién de dos masas nz; y m,.

R=0,3m, my =15kg, m, =10 kg, M =20 kg, 7 =18
kg m%.

Calcular:

a) La aceleracion angular de la polea.

b) Las tensiones de las cuerdas.

c) La tension del soporte que fija el sistema al techo

m, My

Solucion.
a) Vamos a suponer que el sistema acelera hacia el
lado de la masa mayor M.
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o
_—
/g\
% vfﬁ
L L
al 1 7 Tcz
mE £

Planteando la segunda ley de Newton para cada
masa:

mg T, =ma,

T, —m,g =m,a

Para la polea:
ZrleR—TzR:Ia:I%

Como el hilo no desliza,
a=caR
Por lo tanto tenemos tres ecuaciones:
mg—T =ma,
T,-myg=m,a,
a

1,-T, = 1—2

R
Que sumadas dan lugar a:

(my—my) g = a(my +my + I/Rz).
Por lo tanto a vale:

4 m, —m, g = 5 0.8
m, +m +L 25+ 18
U OR? 0,32
=0,22m/s®
y 05=£=%:0,73rad/s2
R 03

b) De las ecuaciones anteriores obtenemos:
T, =mg—-ma= 15(g — a) =143,7 N.
T, =m,(g+a)=1002N.

c¢) Considerando todas las fuerzas que acttian sobre
la polea, que debe estar en equilibrio:

.
Zon

S=P+T1+7T,=20x9,8 + 146,67 + 102,22
=445 N
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Ejemplo 10. La figura representa un cilindro
macizo y homogéneo de radio R =20 cm y masa

M =20 kg. A su periferia va arrollado un hilo ideal
de cuyo extremo libre cuelga una masa m = 8 kg.
Por una hendidura muy fina se le arrolla otro hilo
ideal a una distancia del eje horizontal » = 10 cm, a
cuyo extremo libre se le aplica una fuerza constante
F =200 N. Calcular:

a) Momento de inercia del cilindro respecto a un eje
que coincida con una generatriz.

b) Aceleracion con que sube la masa m.

c) Aceleracidn angular del cilindro.

d) Tension del hilo que sostiene la masa.

Solucion.
a) Aplicando el teorema de Steiner,
1="% MR* +MR?* = 3/2 MR?

T=/ a
TFR-TR=Ia

T

T
w1 {T - g = ma
g

b) Podemos plantear dos ecuaciones:
T-mg=may

Fr—TR=1Ia=| MR [ %)=L MRa
2 R 2

Que conducen a:

Fr—mgR = a(mR + ;MRJ

Por lo tanto la aceleracion a vale:
4 Fr—mgR  20-15,68
16+2

mR+1mR
2

=12m/s
a 12
0a=—=22
R 02
= 6 rad/s.
d) T=mg+ma=8(9,8+1,2)
=88 N.

Ejemplo 11. Dos poleas cuyos radios son 1 my
0,3 m, estan acopladas pegada una a la otra en un
plano vertical, formando un bloque que gira
alrededor de su eje de rotacién comun. De la
garganta de la polea grande pende una masa de 20
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kg y de la garganta de la polea pequefia pende otra
masa de 100 kg que tiende a hacer girar a las poleas
en sentido contrario al anterior. EI momento de
inercia del sistema formado por las dos poleas es de
10 kg m?. Al dejar el sistema en libertad, se pone en
movimiento espontaneamente. Se pide:

a) ¢En qué sentido se mueven las poleas?

b) Valor de la aceleracion con que se mueve cada
una.

c) Aceleracién angular de las poleas.

d) Tensidn de la cuerda que sostiene la masa de 100
kg cuando el sistema esta en movimiento.
Solucion.

a) Cuando las poleas estan inicialmente en reposo,
los pesos coinciden con las tensiones.

Por tanto 7, =200 N, y 7, = 1000 N.

El momento que ejerce T; valdra

7, =T,R, =200 Nm

El que ejerce T, valdra

7, =T,R, =300 N m.

Por tanto, al ser el momento de la fuerza 7, mayor,
la polea girara de modo que la masa M;suba.

b) y ¢) Planteando la ecuacién fundamental de la
dinamica a cada masa y a la polea, tendremos:

I,-M,g=Ma
= T, -M,g=M,aR, 1)
M,g-T,=M,a,
=>M,g-T,=M,aR, (2)
T,-7,=1a
= TLR,-TR =1« (3)
De las tres ecuaciones obtenemos « :
_ M,gR, — M gR,
MR, + M R} +1
30-20

=——— g=251rad/s
20+9+10

La aceleracion de cada masa sera:

a, = aR, =2,51 m/s%,

a, = aR, =0,75 mis’

d 7, =M,g—M,aR, =904,7 N

Ejemplo 12. Un rollo de 16,0 kg de papel con
radio R = 18,0 cm descansa contra la pared
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sostenido por un soporte unido a una varilla que
pasa por el centro del rollo. La varilla gira sin
friccién en el soporte, y el momento de inercia del
papel y la varilla alrededor del eje es de 0,260 kg.
m?. El otro extremo del soporte est& unido mediante
una bisagra sin friccion a la pared de modo que el
soporte forma un angulo de 30,0° con la pared. El
peso del soporte es despreciable. El coeficiente de
friccion cinética entre el papel y la pared es

4, =0,25. Se aplica una fuerza vertical constante
F =40,0 N al papel, que se desenrolla.
a) ¢Qué magnitud tiene la fuerza que la varilla

ejerce sobre el rollo de papel al desenrollarse?
b) ¢Que aceleracion angular tiene el rollo?

Solucion.
En el punto de contacto, la pared ejerce una fuerza

Ff de la friccién dirigida hacia abajo y una fuerza
normal N dirigida a la derecha. Esto es una
situacion donde es cero la fuerza neta en el rodillo,

pero el torque neto no es cero.

La suma de fuerzas verticales

F,, cosd :Ff +W + F, Ff =N,
Las fuerzas horizontales

F,send=N .

De aqui tenemos:

F,cos0=uN+F+W
F,send =N.

a) Eliminando Ny resolviendo para F.,, da
_ W+F

" c0s6 -y, sind
40,0+ (16,0) (9,80)
~ €05 30° - (0,25)sen30°
b) Con respecto al centro del rodillo, la barra'y la

fuerza normal ejercen el torque cero.
La magnitud del torque neto es

(F-F)R,y F, = N

Puede calcularse reemplazando el valor
encontrado para £, en cualquiera de las
relaciones anteriores;

F, = F,sen0 =332N.

Luego,

var

=266 N
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_ 7 _(40,0-3154)(18,0x10™)
(0,260) '

7
= 4,71 rad/s?

Ejemplo 13 Se debe aplicar una sola fuerza
adicional a la barra de la figura para mantenerla en
equilibrio en la posicién mostrada. Puede
despreciarse el peso de la barra.

a) Calcule las componentes vertical y horizontal de
la fuerza requerida.

b) {Qué angulo debe formar ésta fuerza con la
barra?

c) ¢Qué magnitud debe tener?

d) ¢ Dénde debe aplicarse?

W, = S0N ==

Solucion.
a) Latension en el resorte es W, =50 N, y la

fuerza horizontal sobre la barra debe equilibrar la
componente horizontal de la fuerza que el resorte
ejerce sobre la barra, y es igual a

(50 N)sen 37°=30 N, alaizquierdaen la

figura.
La fuerza vertical debe ser

50 cos37°+10=50 N, arriba
b)

arctan 50—N =59°
30N
c)

./(30N)? + (50 N)? =58 N.

d) Tomando torques alrededor (y midiendo la
distancia de) del extremo izquierdo

50x =(40)(5,0)
= x=40m

Donde solamente las componentes verticales de las
fuerzas ejercen torques.

Ejemplo 14. Imagine que esta tratando de subir
una rueda de bicicleta de masa m y radio R a una
acera de altura 4, para ello, aplica una fuerza
horizontal F. ;Qué magnitud minima de F logra
subir la rueda si la fuerza se aplica

a) al centro de la rueda?

b) ¢En la parte superior de la rueda?

c) ¢En cuél caso se requiere menos fuerza?
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Solucion.
a) Tome los torques respecto a la esquina superior

de la acera.
N
La fuerza [ actda a una distancia perpendicular

R-hy
el peso actlia en una distancia perpendicular

R*—(R—h)* = N2Rh—h* .

Igualando los torques para encontrar la fuerza
necesaria minima,

N2Rh - I?
R-h
b) El torque debido a la gravedad es el mismo, pero

N
la fuerza F actia a una distancia perpendicular

2R — h, tal que la fuerza minima es

\2Rh - h?

2R-h
¢) Se requiere menos fuerza que cuando la fuerza se
aplica en parte alta de la rueda.

F=mg

F=mg

Ejemplo 15. Un disco homogéneo A gira alrededor
del eje y bajo la accién de la masa C unida a una
cuerda que pasa por una polea sin peso ni
rozamiento enrollada alrededor del tambor
cilindrico macizo B, solidaria del disco A. A éste
esta unida una masa puntual D, como indica la
figura. Las masas A, B, C y D son respectivamente
65, 15, 8 'y 4 kg. Se supone que la cuerda
permanece siempre horizontal. Calcular:

a) Aceleracién angular del disco.

b) Aceleracion tangencial de D.

¢) Aceleracién normal de D, 4 s después de partir
del reposo.

Y|
i 1.2m Q 08m |
A
L ——
B!
o
0,45 m
6]
Solucion.

a) Calculemos en primer lugar el momento de
inercia del sistema A-B-D.
1

1 1
I =§mARj +EmBR§ +EmDR§

=51,56 kg m?
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Aplicando la segunda ley de Newton en la masa C:
m.g—T=m.a
8g-T=8aR,

Aplicando la segunda ley de Newton de la rotacion
en el conjunto giratorio:

IR, =l
Resolviendo el sistema formado:
8gR, — TR, =8aR
IR, =l
8gR 2
N % s _ 3528
8RZ+1 5318
b) a, = aR, =0,6 m/s’

} 8gR, =8aR; + Ia

= 0,66 rad/s?

C) Wy, = ot =2,65radls

a, =w’R, =634mis’

EQUILIBRIO ESTATICO

En el capitulo 5 vimos que para que una particula
estuviera en equilibrio estatico era suficiente que La
fuerza resultante fuese cero.

5
Y F=0

Esta condicién también, es necesaria para que un
cuerpo rigido este en equilibrio, pero no es
suficiente que solamente el centro de masa este en
reposo, el cuerpo puede girar Es necesario que el
momento de: fuerzas o torque con respecto al centro
de masa sea nulo.

> 7=0

A continuacién desarrollaremos algunos ejemplos
de aplicacion. En muchos de ellos la fuerza de la
gravedad ejercida sobre las diversas partes de un
cuerpo puede sustituirse por una sola fuerza, el peso
total actuando en el centro de gravedad.

Si la aceleracion de la gravedad no varia a lo largo
del cuerpo, el centro de gravedad coincide con el
centro de masa.

Ejemplo 16. Demostrar que cuando un cuerpo esta
en equilibrio y el torque con respecto al centro de
masa es cero, el torque con respecto a cualquier
punto también es cero.
Solucién.

7

En la figura
-
1, es el vector del centro de masa a O
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>
7; es el vector del centro de masa al punto donde

N

actia F .

-

7, €s el vector del punto O al punto donde actla
—

F .

l

De la figura vemos:
- — —

L =Tot Ty
El torque total alrededor de O es

- - - - - -
To :erixxFi :Z r—r, xFi =
i

1
- - - - - - -
Zrl.xFi—ZroxFi = TCM_ZI"OXFi
i i i
-

Como Vo €S constante

- - - >
To ZTCM—ZI"OXFi
i

5
Para un cuerpo en equilibrio ZE =0

— -
talque 70 = Tcum

5
Si 7cun =0, el torque alrededor de cualquier
punto debe ser cero y viceversa.

Ejemplo 17. Par de fuerzas. Dos fuerzas iguales y
opuestas que actlan en la figura siguiente se
denominan par de fuerzas, Segun se indica

F

Xy

X d

F
F es el valor de cualquiera de las fuerzas y
d= (x2 - xl) es la distancia entre ellas.

El momento o torque producido por estas fuerzas
con respecto a O es:

t, =Fx,—Fx, = F(x, —x,)=Fd
Este resultado no depende de la seleccién del punto

O, el momento producido por un par es el mismo
respecto a cualquier punto del espacio.

Ejemplo 18. Una fuerza vertical F que actda en A.
en el s6lido rectangular mostrado en la figura,
queremos sustituirla por otra cuya linea de accién
pasa por el centro de masa mas un par de fuerzas
que actlen horizontalmente aplicados en Ay B.
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i
—— 1 (f——=
3 A
0 +
. B

Solucion.

a) Sustituir la fuerza vertical dada por otra igual
paralela cuya linea de accién pase por el centro de
masa.

IF F
A
|7
B

b) Hacer girar el plano del par, hasta desplazarlo
hasta la linea A B.
&
bl

T
)
£ 5 E—

¢) Se cambian los médulos de las fuerzas a F” de tal
modo que:

F'b=Fq = F'= F%

I =
-y
— b

b
e
— b

Ejemplo 19. Sobre una placa sélida actiian cuatro
fuerzas de mddulos

F1=283N,F,=60N, F3=20Ny F,=50 N.
Como se indican en la figura. Hallar la tuerza
resultante sobre la placa y determinar su linea de
accion.
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g ¥

f
01lm
‘

A F,

Solucioén.
Utilizando el cuadriculado obtenemos:

r=-027-02]

F = 28,3(%]? ; 28,3(%}} - 207 +20]

r =01 -02}, F,=60]

r. =027 +01}, F, = 207
- ~ ~ 2 3\ 3\~
r,=-01+0.2;, F, =50 — |i —=50| — |
4 4
=30i —40;
La fuerza resultante es

- - - -

F=F+F,+F+F,
= (20-20+30) +(20+50—40);
= (307 + 40V

El torque resultante respecto al centro de masa es la
suma de los torques individuales.

- - - - —
T=07,+T,+7T,+7,
Siendo:

- - o

T, =nxF

= (0,27 —0,27)x (207 +307) =0
0y =X F,

- (0.7 -0,2])x(607)= 6k
£y =rx

= (0,27 +04])x (- 207)= 2k
r=rxF,

= (- 047 +0,27)x (207 - 407)= 2k
Reemplazando:

;=6/€ Nm

Para determinar la linea de accién de la tuerza,
consideremos que el punto de aplicacion de la
fuerza resultante es:
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F=xi+ y}

Tal que

r=6k=rxF = (xf+y}')x (302+ 40})
= (40x — 30y )k

De aqui:

(40x—30y)=6

= 20x-15y =3

Esta es la ecuacion de la linea de accidn de la

fuerza; si esta tuerza a de situarse en algin punto

del borde inferior de la placa, y =-0,2 m..
Obtenemos

L_3+15y 3+15(-0,2)
20 20

La figura siguiente muestra la fuerza resultante:

R 20x-15y=3

}

Ejemplo 20. Se tiene una escalera dé masa M'y
largo L apoyada contra la pared .No hay friccion en
la pared y el coeficiente de friccion del pisoes .

¢ Cuél es el minimo &ngulo de inclinacion para que
no comience a reshalar?

sin 7
friccion 7

. 4y *
Solucién.

La figura siguiente muestra el diagrama del cuerpo
libre de la escalera.

Ny
L/2

H Ny

Condicién para que el centro de masa no acelere:
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Y F.=0=N,-uN,,

Y F,=0=Mg-N,

De aqui obtenemos:

N, =Mg, N, =uN,K = uMg
Condicion de no rotacion:

La suma de momentos de fuerza con respecto al
centro de masa es cero.

N, %cosﬁ—,uNy %senH—Nx %sene =0
Reemplazando las fuerzas:

L L L
MgECOSH—,LMgESGHH—,LMgESGHH =0

= 2usend =cosé

= @ =tan ‘{LJ
2p

Otra forma:

En lugar de tomar el centro de masa como origen
tomemos extremo inferior de la escalera.
Tomando momentos con respecto a este punto.

L
MgEcose —N_Lsend =0
Reemplazando el valor de N,:

Mgécose— uMglsend =0

= f=tan ‘{ij
2p

Obtenemos la misma respuesta porque no importa
con respecto a que eje tomemos el torque.

Ejemplo 21. Una viga de masa m se empotra a la
pared como se muestra en la figura y se sujeta por
medio de un alambre. Si la tensién en el alambre

excede 7, el alambre se rompe. ;Para qué valor de

x, el alambre se rompera por una masa M colocada
sobre la viga?

T —

I

Solucion.
La figura muestra el diagrama del cuerpo libre del

sistema viga-masa.
T
‘5?\

y FiE

— X

.
al,
£

Mgy
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R es areaccion de la pared.
Como el sistema esté en equilibrio

5
> F=0

Y F,=Rcosa—Tcosd =0

> F, = Rsena — Tsen — Mg — mg =0

5
Con Z 7 =0 alrededor de cualquier punto.
Tomamos momentos con respecto a O.
L

TLsen@—ng—ng =0
De esta Ultima ecuacion obtenemos

TLsen@ —mg g

x =
Mg

Si T = T,,obtenemos el valor maximo de x.

Si estuviéramos interesados en conocer R, seria

mejor tomar momentos con respecto al otro

extremo.

Ejemplo 22. Un albafiil de 75 kg camina sobre un
tablon de 3 m de largo y 80 kg apoyado sobre dos
vigas distantes 2 m, tal como indica la figura. ¢ Cudl
es la mé&xima distancia x que puede recorrer, sin
que caiga?

O
N b
d xA-‘
Solucion.
Para que el tablén gire, el torque del peso del
albafiil respecto del punto O, mas el torque del peso
de la parte de tablon que sobresale, debe ser mayor

o igual que el torque del peso de la parte de tablon
apoyada entre las vigas:

Llamando A a la densidad lineal del tabldn:

M . .
A= 7 haciendo d =2 m, L = longitud del

tablén, M = masa tablén, m = masa albaiil
tendremos:

mgx+/1(L—d)g@ d

—ade "
&5

M 2
Z(2Ld 2),
= x=£(2d—L) =0,53m

2m

= mr+Ald? —(L-dY]=

Ejemplo 23. Un ball de masa M se empuja sobre
un suelo con coeficiente de rozamiento

a) Qué fuerza F se ejerce si el badl se mueve con
aceleracion constante a?

b) ¢Si el ball se mueve con velocidad constante?
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c) ¢Qué fuerza se necesita para inclinar el baul?
b

F T
h

L L L
Solucion.

La figura siguiente muestra el diagrama del cuerpo
libre del badl.

a
——
7
Je
un
it LN,
MT 1 NJ -

a) Aplicando la segunda ley de Newton.

ZFx :F_ll'lk(Nl +N2)Ma,

D> F, =N +N,-Mg=0

Resolviendo las ecuaciones:

F= M(a + 4y g)

b) En el caso que el badl va con velocidad constante
a=0y F=Mu.g

c) Para analizar la inclinacion del badl tenemos que

escribir la ecuacion de momentos con respecto al
borde delantero, sin rotacion « =0, luego

ZTz—le—hF+§Mg=0

Cuando el badl empiece a inclinarse, empezara a
rotar en el sentido horario y Ny = 0, de aqui:

bMg

2h

y la aceleracion:

LF (b
M Hi 8 o Hi |8

Ejemplo 24. El extremo 4 de la barra AB de la
figura descansa en una superficie horizontal sin
friccion, y el extremo B tiene una articulacion. Se
ejerce en A una fuerza horizontal F de magnitud
120 N. Desprecie el peso de la barra. Calcule las
componentes horizontal y vertical de la fuerza
ejercida por la barra sobre la articulacion en B.

AL
e
Solucion.
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La componente horizontal de la fuerza ejercida en
la barra por la bisagra debe equilibrar la fuerza

5
F aplicada, y asi tiene magnitud 120,0 Ny es
hacia la izquierda.

Tomando torques alrededor del punto 4

(120,0 N)(4,00 m) + £, (3,00 m)

La componente vertical es — 160 N, el signo menos
indica una componente hacia abajo, ejerciendo un
torque en una direccion opuesta a la de la
componente horizontal.

La fuerza ejercida por la barra en la bisagra es igual
en magnitud y contrario en la direccion a la fuerza
ejercida por la bisagra en la barra

Ejemplo 25. La caja es arrastrada sobre una
superficie horizontal con rapidez constante por una
fuerza. El coeficiente de friccion cinética es de 0,35.
a) Calcule la magnitud de F.

b) Determine el valor de /4 con el cual la caja
comience a volcarse.

|

0.50m | &
‘ SC8 | h

025m

ol

Solucion.

F =F, =N =umg
= (0,35)(30,0 kg)(9,80 m/s?)
=103 N

b) Con respecto al borde delantero de la caja.
El brazo de palanca del peso es

0’2250 =0125m

El brazo de palanca % de la fuerza aplicada es
entonces

h=(0125) "€ = (0125) 1
F Hy

0125

=0,36m.
0,35

TRABAJO Y ENERGIA EN ROTACION.
Consideremos un cuerpo que gira alrededor de un
eje tal como se muestra en la figura

La energia cinética de un elemento de masa dm que
gira a una distancia r del eje de rotacion es:
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dK =%dmv2, V= wr

= dK =%dma)2r2
Integrando.
1
K =J.dK :J. = w*r’dm
M2
CoOmo @ es constante.
K = IdK :Ea)zjrzdm
2 M

El término integral es el momento de inercia del
cuerpo con respecto al eje de rotacion

K =110
2

Para relacionar la energia cinética, al trabajo
efectuado sobre el cuerpo por un torque 7 .
Supongamos que se aplica una fuerza externa Unica
F, que actla en el punto P del cuerpo.

5
El trabajo realizado por F' a medida que el cuerpo
gira recorriendo una distancia infinitesimal

ds = rd@ en un tiempo dt es:

- -
dW =F-d s = Fsengrd@

Como Fsengr es el torque de la fuerza F
alrededor del origen se puede escribir el trabajo
realizado para la rotacion infinitesimal como:

dW =1d6

Cuando el cuerpo gira en torno a un eje fijo bajo la
accion de un torque. EI cambio de su energia

cinética durante el intervalo dr se puede expresar
como:

dK = d—Kdt = d(lla)ZJdt
dt dt\ 2

= Ia)a;;)dt = Jwadt = o odt

Como

r=I1ay df=wdt
Obtenemos:

dK =7d0=dW

Si se integra esta expresion se obtiene el trabajo
total

W= vd6 = [ 10do
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1 1
= EIQ)ZZ —Ela)f

=K,-K, =AK
“E1 trabajo neto realizado por las fuerzas externas
al hacer girar un cuerpo rigido alrededor de un eje

fijo es igual al cambio en la energia cinética de
rotacion”.

Por la analogia que existe entre las expresiones para
el movimiento lineal y el movimiento angular,
podemos decir que un torque sera conservativo a
condicion que exista una funcion potencial

U= U(e) de tal modo que el trabajo efectuado por

5
7, cuando el cuerpo sufre un desplazamiento

angular (02 - 91) es la diferencia (U(gl) —U(gz)).
Asi pues se deduce que:

U(gl) —U(gz) =K,-K,

6 K, +U, =K, +U,) = constante
Cuando el sistema no es conservativo

WNO CONSERVATIVO — (Kl + U(al) )_ (Kz + U(ez))

POTENCIA
La rapidez con que se realiza este trabajo es:

aw__do _

T =7Tw
dt dt
Expresion que corresponde a la potencia
instantanea.
P=rw

Ejemplo 26. Para la barra giratoria, calcular su
rapidez angular y la rapidez lineal de su centro de
masa y del punto mas bajo de la barra cuando esta
vertical.

L2

Solucion.

Mg ]

Usando el principio de conservacion de la energia,
considerando que la energia potencial se calcula
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respecto al centro de masa y la energia cinética es
de rotacion:

E, :Ef = Kl.+Ugi :Kf +Ug/,
Cuando la barra esta inicialmente horizontal no
tiene Ki y cuando esta vertical tiene solo K,
entonces:

L 1 1(1
Mg=="]0"==| =ML |0° =
2 2 2\3

/3
o= 28
L
Para calcular la rapidez del centro de masa, se usa:

L 1
Vo =T = Ea) = 54/3gL
En el punto mas bajo la rapidez es

v=2v, =4/3gL

Ejemplo 27. Para el sistema de la figura, las masas
tiene momento de inercia 7 en torno a su eje de
rotacidn, la cuerda no resbala en la polea y el
sistema se suelta desde el reposo.

Calcular la rapidez lineal de las masas después que
una ha descendido H y la rapidez angular de la
polea.

Solucion.

Como no hay roce en la polea, se conserva la
energia, que aplicada a cada masa m; y my,
suponiendo que m, se encuentra inicialmente en la
parte superior del sistema, es:

E =E,

= K, +K, +U, +U,,
= Klf +K2f +Kp +U1f +U2f
= 0+m,gH
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1 1
= Emlv2 +Em2v2 +§Ia)2 +m,gH
1 1

= E(ml +m, +FJV2 = (m2 —ml)gH

Donde se ha usado la relaciéon v = R w, despejando
v se obtiene:

2Am, —m, JgH

Vv =

my +m2 +?

Ejemplo 28. Sobre un cilindro homogéneo de
radio R y masa M. tiene El cual tiene libertad de
girar sin friccién sobre un eje, como se muestra en
la figura. Si se le aplica en su borde una fuerza
tangencial de magnitud F.

a) ¢Cual es la aceleracion angular & del cilindro?
b) ¢Cual es la velocidad angular y la energia
cinética del cilindro al tiempo #?

C) ¢qué cantidad de trabajo aplica la fuerza durante

este intervalo 7?.
FD

Solucion.
El momento de inercia del cilindro en torno a su eje
es:

I:EMRZ
2

ayConr7=Ila = cx:%,r:FoR

FR _2F,
tenemos o = 1 =—
L MR? MR
2
b) Siendo ¢« constante
=0, +at
2F,

Siw, =0, w=at, w= t

MR

La energia cinética:

K =110 =£(1MRZJ 25
2\ 2 MR

tjz

c) El trabajo realizado
2

F,
W=AK=K,-K, =-21*-0
M

M
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Otra forma de calcular es:
0.

W= J.gz 7d0, t=F,R (constante)
1

W = F,R(6, - 6,)= F,RA

Con a:%, @, =0
MR

=0 =%m2 :l(ﬂjtz _to g

2\MR) ~ MR
Finalmente
FZ
W =F,R Lo 2] 2 To g
MR M

Ejemplo 29. Un carrete de hilo delgado tiene radio
Ry masa M. Si se jala el hilo de tal modo que el
centro de masa del carrete permanezca suspendido
en el mismo lugar.

a) ¢Qué fuerza se ejerce sobre el carrete?

b) ¢ Cuanto trabajo se habré realizado cuando el
carrete gira con velocidad angular @ ?

Solucion.

La figura muestra al carrete suspendido.

El carrete solo tiene movimiento circular ya que
esta en equilibrio vertical
Aplicando las leyes de Newton:

D F,=0=T-Mg=0
dYr=la = TR=1Ia

Como [ = %MR2 , obtenemos:

MgR = %MRZa

2g
o=—=
Y R

a) La fuerza que se ejerce sobre el carrete es
T=Mg

b) Como el trabajo realizado es:

W =1 A6, donde 7 = TR = MgR®
Siendo & constante = @° = w? +2aAf

Siw,=0 = w*=2aA0y

o’  ®°R

A =— =
200 Ag
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2
w°R 1
Luego W = MgR = -~ Maw’R?
4g 4
Otra forma de evaluar el trabajo es por la
conservacion de la energia.

W:AK:KZ—Kl:%Ia)Z—O

= E[EMRZ ®° = lMa;ZR2
22 4

Ejemplo 30. Una plataforma cilindrica uniforme
de 180 kg de masa y 4,5 m de radio se frena de 3,2
rev/s al reposo en 18 s cuando se desconecta el.
motor. Calcular la potencia de salida del motor (hp)
para mantener una velocidad constante de 3,2 rev/s.
Solucion.

Como primer paso debemos conaocer cual es el
torque de frenado que tenemos que vencer para
mantener la velocidad constante, ese torque lo
calcularemos de la siguiente manera:

2 frenado — la frenado

1

I ==MR?.
2
b _bo_o-o_ o
frenado At t2 — tl t
1,0 MR
7 frenado = EMRZ 7 - 2t
La potencia es:
MR?@?
P=rw= —
2t
Siendo
M=180kg,R=45m,
w=32"" 2710 gy, 100
s rev S
t=18s.
2 2
p_ (180)(45)°(6.47)° _ 40889,73 W
2(18)

Como 1 hp=7355W
P =556 hp

Ejemplo 31. Se sujeta una masa M a una cuerda
ligera enrollada alrededor de una rueda de momento
de inercia / y radio R. Hallar La tension de la
cuerda, la aceleracion y su velocidad después de
haber descendido una distancia / desde el reposo.
Resolver desde el punto de vista de energia.
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Solucion.

Por el principio de conservacién de la energia Eya
= constante

Al inicio del movimiento toda la energia es
potencial, si consideramos como nivel cero el
indicado en la figura (a).

E, = Mgh
\(g):\‘,-"R

Nivel cero

A

FHTTI T
(@

M 11'/

()

La energia final es pura energia cinética, de la nasa
M con velocidad v antes de chocar y el disco con
momento de Inercia / con velocidad angular

@ = v/ R, figura (b).
2
E, =M+ 210t = ot o 21 Y
12 2 2 2'(R

Ejemplo 32. Resolver la maquina le Atwood
utilizando Conceptos de trabajo y energia,
Solucion.
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Las masas M; y M, inicialmente estan en reposo en
la posicion y = 0, después de soltarlas una sube y

la otra baja como muestra la figura.

Las masas estaran moviéndose con velocidad v la
Polea tendra una velocidad angular @ .

Como no hay rozamiento por la conservacion de la
energia

E =E,

O=+£M1\/2+1sz2 +
2 2

1.,

Ela) +M,gy—-M,gy

1 MR? , tenemos:

Siendo @ = [ =—
2

v
i
%(Ml +M, +%)v2 =(M,-M,)gy
— 2 = 2(M1_M2) gy
M
(M1+M2 +2j

Para un movimiento uniformemente acelerado

2
v =2ay
Comparando:
(Mz — Ml)

T, M, M)2)

Ejemplo 33. Una canica solida uniforme de radio r
parte del reposo con su centro de masa a una altura
h sobre el punto mas bajo de una pista con un rizo
de radio R. La canica rueda sin reshalar. La friccion
de rodamiento y la resistencia del aire son
despreciables.

a) ¢Qué valor minimo debe tener /4 para que la
canica no se salga de la pista en la parte superior del
rizo? (Nota: r no es despreciable en comparacion
ConR.)

b) ¢ Qué valor debe tener 4 si la pista esta bien
lubricada, haciendo despreciable la friccion?
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Solucion.
a) De a a B, la distancia que la canica ha caido es

y=h—Q2R-r)=h+r—-2R.

et

\\
’\’\‘\,\/ /
\Q\\Q\’\Q ALY
El radio de la trayectoria del centro de masa de la
canicaes R —r,.

La condicion para que la canica permanezca en la
pista es

ZF, =ma, = —-mg=-m

(R-r)
vi =g(R-7).
La velocidad se determina del teorema del trabajo -
energia,

mgy = ;mv2 +;Ia)2

Se tiene:
y=h—(2R-r)
v
w=—
r

Se sabe que para una esfera
I="mr’
5

Reemplazando estos valores en la ecucion de la

energia:
2\ 5 r

mg(h—2R+r):;mv2 + =

=
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1v2 :lv2 =
5 10

g(h—2R+r):;v2 +

g(h—2R+r)= lvz
10

Reemplazando el valor de Ve

g(h—2R+r)=17Og(R—r):>

h—2R+r:l(R—r):>
10

h=2R—r+l(R—r)
10

-
=2R-r+—(R-
r+10( r)

_ 2 p 17
10 10
= 2,7R-17r

b) En ausencia de friccion no habra rotacion.
Luego:

mgy = Emv2

Sustituyendo las expresiones para y y v? en
términos de los otros parametros da

h—2R+r=;(R—r)

Resolviendo obtenemos

h=§R—§r.
2 2

Ejemplo 34. La figura muestra tres yoyos idénticos
gue inicialmente estan en reposo en una superficie
horizontal. Se tira del cordel de cada uno en la
direccion indicada. Siempre hay suficiente friccion
para que el yoyo ruede sin resbalar. Dibuje un
diagrama de cuerpo libre para cada yoyo. ¢En qué
direccion girara cada uno? Explica tus respuestas

1

5
Solucién. En el primer caso, F y la fuerza de la

friccion actdan en direcciones opuestas, y la fuerza
de friccion tiene el torque mayor que hace rotar el
yo-yo a la derecha. La fuerza neta a la derecha es la

diferencia F' — Ff , tal que la fuerzanetaesala

derecha mientras que el torque neto causa una
rotacion a la derecha.
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Para el segundo caso, el torque y la fuerza de
friccion tienden a dar vuelta al yoyo a la derecha, y
el yo-yo se mueve a la derecha.

En el tercer caso, la friccion tiende a mover al yo-
yo a la derecha, y puesto que la fuerza aplicada es
vertical, el yoyo se mueve a la derecha.

N N N
IS IS F
F ZCD’ F (; jF F
F F F F
e i e
Ejemplo 35.

Una canica uniforme baja rodando sin resbalar por
el trayecto de la figura, partiendo del reposo.

a) Calcule la altura minima 4 que evita que la
canica caiga en el foso.

b) EI momento de inercia de la canica depende de
su radio. Explique por qué la respuesta a la parte (a)
no depende del radio de la canica.

¢) Resuelva la parte (a) para un blogque que se
desliza sin friccion en vez de una canica que rueda.
Compare la 2~ minima en este caso con la respuesta
a la parte (a).

—=—

36 m

Solucion.

a) Encuentre la velocidad v que necesita la canica
en el borde del hoyo para hacerlo llegar a la tierra
plana en el otro lado.

La canica debe viajar 36 m horizontalmente
mientras cae verticalmente 20 m.

Use el movimiento vertical para encontrar el
tiempo.

Tome + y hacia abajo.

Vo, =0, a, =9,80 m/sz,y—y0 =20m, ¢t=7?
Y=Y :voyt+;aytz =1=2,02s

Luego x —x, =V, ! =V, =17,82m/s.

Utilice la conservacion de la energia, donde el
punto 1 esta en el punto de partida y el punto 2 esta

en el borde del hoyo, donde v =17,82 m/s.
Haga y =0 en el punto 2, tal que

v, =0 ey =h

K, +U =K,+U,
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mgh = ;mv2 +;Ia)2

Rodar sin reshalar significa

wzz,]:gmﬁ
r
Tal que 1Ia)2 =1mv2
2 5
[
mgh=—my
1710

vt 7(17,82mis)
10g 10(9,80 m/s?)
=23m

1, 1 )
b) Ela) :gmv , Independiente de r.

c) Todo es igual, excepto que no hay el término de
energia rotacional cinética en K:

Kzlmv2

2

1 ,

mgh = —mv
175

2
h=2"—16m.

2g

Comparado con la altura de la parte (a), 16 /23 =
0,7, es el 70 %.

Ejemplo 36. Una esfera sdlida uniforme rueda sin
resbalar subiendo una colina, como se muestra en la
figura. En la cima, se estd moviendo
horizontalmente y después se cae por un acantilado
vertical.

a) ¢A qué distancia del pie del acantilado cae la
esfera y con qué rapidez se esta moviendo justo
antes de tocar el suelo?

b) Observe que, al tocar tierra la esfera, tiene mayor
rapidez de traslacion que cuando estaba en la base
de la colina. ¢ Implica esto que la esfera obtuvo
energia de algin lado? Explique.

25,0 m/s
—

28.0m

Solucion.
a) Use la conservacion de la energia para encontrar

la velocidad v, de la bola momentos antes que

salga de la parte alta del acantilado. Sea el punto 1
en la base de la colina 'y el punto 2 en la cima de la
colina.

Tome y =0 en labase de la colina, tal que
»=0 ey,=280m.
K, +U =K, +U,
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;mvf +;]a)12 =mgy, Jr;mvz2 +;Ia)22

Rodar sin reshalar significa @ = v/r y

110)2 =1 1mr2 (v/r)? :Emv2
2 2\5 5
—mv} =mgy, +——mv}

10 10

v, = [V} —17Ogyz =15,26 m/s

Considere el movimiento de proyectil de la bola,
después de salir de la cima del acantilado hasta
justo antes de tocar tierra. Tome + y hacia abajo.

Utilice el movimiento vertical para encontrar el
tiempo en el aire:

vo, =0, a, =9,80 m/s*
Y-y, =280m, (="
Y=o =Voyt+;ayt2 = 1=2,39s

Durante este tiempo la bola viaja horizontalmente

x—Xx, = vt = (15,26 m/s)(2,395)=36,5m.

Justo antes de tocar tierra,
v, =V, +gt=234 m/s y

y

v, =v,, =15,26m/s

v=4vi+v: =280 m/s

1526 m's

o

@)

25.0m's
—n

i6.5m

b) En la base de la colina,
v _250m/s

r r
La raz6n de la rotacion no cambia mientras la bola
esta en el aire, después de dejar la parte alta del
acantilado, tal que momentos antes de tocar tierra

15,3 m/s
0=——"

7
La energia cinética total es igual en la base de la
colina y momentos antes de tocar tierra, pero
momentos antes de tocar tierra poco de esta energia
es energia cinética rotatoria, asi que la energia
cinética de traslacion es mayor.

Ejemplo 37. Un cilindro sélido uniforme de masa
M y radio 2R descansa en una mesa horizontal. Se
ata un hilo mediante un yugo a un eje sin friccion
que pasa por el centro del cilindro de modo que éste
puede girar sobre el eje. El hilo pasa por una polea
con forma de disco de masa My radio R montada
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en un eje sin friccion que pasa por su centro. Un
blogue de masa M se suspende del extremo libre del
hilo. El hilo no resbala en la polea, y el cilindro rue-
da sin resbalar sobre la mesa. Si el sistema se libera
del reposo, ¢qué aceleracion hacia abajo tendra el
blogque?

M

Solucién.

Hacer este problema usando la cinematica implica
cuatro incdgnitas (seis, contando las dos
aceleraciones angulares), mientras que usando
consideraciones de la energia se simplifican los
célculos.

Si el blogue y el cilindro ambos tienen velocidad v,
la polea tiene velocidad angular v/R y el cilindro
tiene velocidad angular v/2R, la energia cinética
total es

K= 1[Mv2 JFKR)Z(V/ZR)2 +M—R2(V/R)Z +Mvz}
2 2 2
= ngz. 1)

Esta energia cinética debe ser el trabajo hecho por
la gravedad; si la masa que cuelga desciende una
distancia y,

K =Mgy. (2
De (1) y (2):
Ve = E gy
3
Para aceleracion constante
V2 = 2ay,
Por comparacidn de las dos expresiones obtenemos:
a=%
3

Ejemplo 38. Una barra de largo 2L y masa M esta
articulada en un extremo a un punto fijo O,
inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se
suelta, comienza a rotar respecto a la articulacion
bajo el efecto del peso de la barra. Determine la
reaccion en la articulacion y la velocidad angular de
la barra en funcidn del angulo que ella ha girado.

Solucioén.
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Ry

Por conservacion de energia tenemos que

11 2 37
gM(zL) 0 — Mgsend =0

Luego la velocidad angular de la barra es:

-2 3 - I3
0 :—§sen6? = 0= —§sen6'
2L 2L

2
Ademds — R, = M%L cosd,
t

2

R, —Mg = M%(— Lsend)

Entonces

o\ 2
R, =ML L i(sen@&j
2send do

= ML 1 d senzeggsene
2send do 2L

= %MLsenecose

2

R, = Mg —M%(— Lsend)

4 coszeégsene
2cosd do 2L

= Mg - ML

5 9 )
= —Mg——Mgcos @
5 g 4 g

Ejemplo 39. Una barra de longitud L y masa M se
coloca verticalmente sobre un plano horizontal liso,
en reposo. Si ella es perturbada levemente comienza
a caer. Determine:

a) La velocidad del centro de masa de la barra justo
cuando ella se coloca horizontal.

b) La aceleracion angular en dicho instante.

i

Solucioén.
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Mg M N

/ A
a) Momento de inercia de la barra con respecto a un
extremo

I,= Ly
3

Por conservacion de energia.

Mg£=1 Ly | =
2 2\3

oo 3
L
Vew = a)]é = ;«/3gL

b) La aceleracion angular en dicho instante.

L
T Mg~ 3
az—Az 2 :7g
I, 1y 2L
3

Ejemplo 40. Una barra de longitud 2L y masa M se
coloca sobre un plano horizontal liso. Si la barra es
tirada por una fuerza constante F, inicialmente
perpendicular a la barra y aplicada en un extremo,
la barra comienza a moverse sobre el plano. La
fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo
manteniendo su direccién original. Determine una
ecuacion para el &ngulo que gira la barra en funcién
del tiempo.

F

Solucioén.

\ 0

El torque respecto al centro de masa conduce a
1 .
FLsend = 5ML2 0

= ézg—Fsene
L

Ejemplo 41. Una barra de longitud L y masa M
puede oscilar libremente en torno a uno de sus
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extremos que se mantiene fijo, bajo la accién de su
peso. Escriba la ecuacién diferencial para el angulo
que ella gira.

Solucion.

Mg

Por conservacidn de energia

o2
E=L oy 0 —Mg£cose
23 2

Derivando respecto al tiempo

%ML2 06+ Mg%ésene =0

Finalmente

5+ 3—gsené? =0
2L

Ejemplo 42. Un péndulo de torsién consiste en un
disco uniforme de masa M y radio R suspendido de
una barra delgada y vertical de masa despreciable y
que puede torcerse al dar vuelta al disco alrededor
de su eje, como se indica en la figura. La barra tiene
una Constante de elasticidad torsional .
inicialmente se hace girar el disco un angulo &
respecto del equilibrio y luego se le suelta desde el
reposo. Determinar su velocidad de rotacion cuando

Ilega nuevamente a la posicién de equilibrio.
ARBARARARY

Posicion de
equilibiio-" ]
Solucién.
Con la ley de Hooke para rotacion,
T=-k0

El trabajo para torcer un angulo & es:

0 0 _ 1 )
W=-| rdo=-[(-k6)do = ko
Este trabajo queda como energia potencial.

1,

U(g) = Ek@

Al liberarse esta se convierte en energia cinética.
Al pasar por el punto de equilibrio la energia es
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puramente energia cinética.

K =210 = 1 yr? o7 = Lur?o?
2 2\ 2 4
Por conservacion de energia.
2
1k6’2 :EMRzao2 = o = 2k6’2
2 4 MR
. 2k6?
Finalmente @ = >
MR

TRASLACIONES Y ROTACIONES
COMBINADAS

Hasta ahora solo hemos tomado en consideracion la
rotacion del cuerpo en torno a un eje fijo en el
espacio.

La finalidad de esta seccion es estudiar el caso en
que el eje de rotacion si acelera también vamos a
presentar tres métodos analiticos de resolver este
caso.

Primer método

Aplicamos la segunda ley de Newton para
traslacion relativa ejes no rotantes a través del
centro de masa. Para ilustrar este método y los otros
también, consideremos un cuerpo de radio R, masa
My momento de inercia respecto a su entro masa /,
al que se le obliga a rodar sin deslizamiento a lo
largo de una superficie horizontal por medio de una
fuerza F que actda en su centro de masa, La tuerza

de friccion Ff y la reaccion N actdan tal como se

muestra en la figura siguiente.
4]

e
N
I

CM

ffz’z’z’fx’ﬁ*’-% AR
7

EL cuerpo se mueve con una aceleracion horizontal
a que es la que corresponde a su centro de masa, y
a su vez rota con aceleracion angular « .
Como rueda sin deslizamiento la relacion entre el
desplazamiento lineal y el desplazamiento angular
es x = RO.

La velocidad es

d

@ Rﬁ = v=Rw
dt dt

La aceleracion es

Gl = Rd—a) = a=Ra
dt dt

Aplicando la segunda ley de Newton para traslacion
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F~F, =Ma

Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion
alrededor del centro de masa

-RF, =—-1,,a

Eliminando Ff y « , obtenemos:
1

(M +%)a =F

La aceleracion

F
T
[M+ 1?24]
Siparat=0:

x,=0,v,=0,
Siendo a = constante
La velocidad es:
v=yvy,+at
ul t
2
(M +1,, /R?)

El desplazamiento es:
X=Xy + vyt +Eat2

1 F ,

xX=—= t
2(M+1,,/R?)

Segundo método

En este método escribimos la ecuacion para
traslacion igual que en el anterior método, pero para
la rotacion se aplica la segunda ley de Newton con
respecto al eje de rotacion que pasa a través del
punto de reposo instantaneo (punto de apoyo en el
movimiento) si tal punto no existe no puede usarse
este método

Como ilustracién veamos el ejemplo anterior. El
punto contacto es el punto fijo instantaneo O,
consideremos que este no desliza y todos los otros
puntos de eje momentaneamente rotan alrededor de
el.
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En este caso como la aceleracion del centro masa es
a, la aceleracion angular del cuerpo alrededor de O

esa=alR.

Aplicando la segunda ley de Newton para
traslacion:

F-F,=Ma

Aplicando la segunda ley de Newton para rotacion a
alrededor de O:

~FR=-I,a

Como @ =a/RyI,+1., +MR:
con la segunda ecuacion,

(ICM+MR2)%:FR sa=—F

ICM
[M WL—R2 j
Tercer método

Este método Consiste en usar las ecuaciones de la
energia directamente.

Es un Sistema Conservativo

K +U = Constante

Resolveremos por este método el ejemplo anterior.
Puesto que no hay deslizamiento la tuerza de
friccion sobre el cuerpo no trabaja sobre el mientras
rueda. Siendo un sistema conservativo la fuerza ¥
se puede deducir de una funcion Potencial U = - Fx
donde x es la coordenada horizontal del centro de
nasa.

La energia E del cuerpo es:

E=K+U
1 2 1. 5
K=—I,0"+_-Mv", U=-Fx
2 2
1 2 1. 5
Luego: £ =—1,, 0" +-Mv" —Fx
2 2
. v
Siendo @ = — =
R
1
=1y —L+M |- Fx
2 R

De aqui podemos evaluar la velocidad considerando
que para el instante inicial x = 0, y v =0, por
consiguiente £ =0.

Lo Lo |y —Fx=0y
2 \ R?

1
1VZ(C";+MJ=FX
2 R
. 2Fx

L +M
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Siendo un movimiento con aceleracién constante

v =+/2ax

De esto

Otra forma de calcular la aceleracion.

Considerando que

E = Constante = CZE =0
t

daE 1v2 ILA;vLM -Fx|=0
dt 2 R

vdv(]CM +M]—Fdx:0

dt\ R® dt
dv dx
Como —=ay—=v
dt dt

I
va( ]?24 +Mj—Fv:0 =

F

1
(M+1§A24j

Ejemplo 43. Analizar el movimiento de un cuerpo
de radio R, momento de inercia respecto a su centro
de masa 7 que rueda sin deslizar hacia abajo en

plano inclinado de angulo &.

a=

Solucién.

Como se muestra en la figura hay dos fuerzas que
acttian sobre el cuerpo, Mg actlia en el centro de
gravedad y la fuerza de contacto que se
descompone en la reaccion normal Ny la fuerza de
friccion Fr.

Vamos a resolver por el primer método.
Traslacion:

Mgsenp —F, = Ma
Rotacién:
RFf =10
Por la condicién de no deslizamiento:
a=alR
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Eliminando & y F', obtenemos:
4 Mgsenp
M+1,, |R?
Considerando que parat=0: s=0,y v=0.

Mgsenp
v=| —="T 1,
M+1,, /R

1( Mgsenp )
§=—| ————— It
2\ M +1,,/R
Para un anillo:
1
I, = MR?, s :ngenﬂt2
Para un disco:
1. .2 1 2
I, =—MR", s=—gsenft
2 3
Para una esfera:
I, =2MR?, == senf ¢’
an TR ST

Para un plano sin friccién (sin rodadura)

s = %gsen,&’t2

Por la ecuacion de energia
Siparar =0: K, =0y U, =0
E=K,+U,=0

Llamando /4 a la caida del centro de masa desde la
posicién de reposo, tenemos:

K=%Mv2 +%ICM0)2,
U =-Mgh=-Mgssenf =0,
@ =v/R

1, I
5V [M+I§A;j—Mgssenﬂ
M+1,., /R

Ejemplo 44. Usar la conservacion de la energia
para describir el movimiento de rodadura de un
cuerpo rigido de masa M que rueda por un plano
inclinado €'y rugoso.
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Solucién.

Se supone que el cuerpo rigido parte del reposo
desde una altura /'y que rueda por el plano sin
resbalar la conservacion de energia da:

E =cte = K+Ug =cte =
K,+U,=K,+U,

Pero
Ki =0y Ugf=0, entonces

Mgh = lzcma)z +1Mv§m
2 2

Como

Vem=R ®=> o =v,,/R, se reemplaza en la ecuacion
anterior

1. v 1

Elcm —RC'; + Evam = Mgh

Despejando v,,, se obtiene:

2gh
vcm = 2
I+1, /MR
Por ejemplo, para una esfera solida uniforme de

2
momento de inercia [, = EMRZ , Se puede

calcular su v, en el punto mas bajo del plano y su
aceleracion lineal.

me = Zgh 5 = Zg}; :Egh
L, @BMR® -y 2T
MR? 5
10
=> v, =.—gh
cm 7 g
La aceleracion lineal se puede calcular con la
ecuacion

2
cm

2 _ 2 _
v, =v., . +2a,x = a, =

cm 2x
De la geometria de la figura, se tiene: 2 = x sen 6
donde x es la longitud del plano, reemplazando en
Qem’

5
— gxsend
7g

a,, =———=—_gsend
‘ 2 7%

Ejemplo 45. Un disco homogéneo de radio R y
masa M tiene una cuerda enrollada alrededor, segun
vemos en a figura. Sujetando el extremo libre de la
cuerda a un soporte fijo, se deja caer el disco.

27
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Estudiar el movimiento.

friAEiiEiiedy
| Y
czl -
N
Mg

Solucion.

Vamos a resolver primero por las ecuaciones del
movimiento de Newton.

Traslacion.:

Mg —T = Ma
Rotacion.:

RT =1«
Como:

1 2 a
I, ==—MR? a==—:
CM 2 R

R =[1ar? | 4= L mra
2 R) 2

De aqui se obtenemos:

1 2
I'=—Maya=—g
2 3
El yo-yo funciona segun este principio, esta
proyectado para que a sea mucho menor que g.

Resolviendo por conservacion de la energia
E=K+U =

2
1Mv2+1[1MR2j(v] — Mgy
2 2(2 R

df
Como E =constante = — =0
dt
dv
dt
Con esto encontramos que

a—g
3g

d
También v -4 ya=
dt

Ejemplo 46. Estudiar el movimiento de un disco
homogéneo de radio R y masa M, sobre el que actlia
una fuerza horizontal F aplicada un punto variable a
lo largo de una linea vertical que pasa por el centro,
segun se indica en la figura. Supongase el
movimiento sobre un plano horizontal.
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Solucién.
En la figura vemos que la fuerza F se aplica a una
distancia / sobre el centro.

Suponiendo que Ff actla hacia la izquierda.
Aplicando las leyes de Newton del movimiento:
Traslacion
F-F = Ma @
N-Mg=0 2
Rotacion alrededor del centro de masa

1
Fh+F,R=1,,0= EMRZa A3)

a
Considerando ¢ = —
R

h

2F - +2F, = Ma (3a)

Igualando (1) y (3a)

F-F, =2F " 4 oF,
R P

3F, = F(l— 2ﬁj
- R

Discusion:
a) I, =0, cuando 1—2£:0 = hzﬁ
R 2

Esto quiere decir si F se aplica a R/2 del centro, la
fuerza de rozamiento es cero.

b) Sih=R
3F, :F(l—zﬁjz—F = F, __F
R 3

el rozamiento es en sentido contrario al indicado y
la ecuacion (3) se convierte en:

F(R)- (FJR _ L urea
3 2

= EFZEMROC
3 2
AF
a=_———
3MR

Esto indica que el cilindro rueda hacia la derecha.

¢) Si disminuye /4 hasta que 42 = 0.
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3F, :F[l—z@}:F = F, _£
: R /3

En la ecuacioén (3)

F(0)+ (];]R =1, 0= ;MRZa

ER =1MR2a =
3 2

2F
a =

3MR

El cilindro rueda hacia la derecha.

d) Si F'se hace muy grande tal que F, tiende a
aumentar, tan pronto como sobrepase el valor
maximo posible de la tuerza de rozamiento (uN), el
disco deslizara.

Se debe hacer una nueva hipotesis, esta vez se
tienen también las ecuaciones (1), (2) y (3) pero

a#alR.

Ejemplo 47. Un carrete de radio interior R, y radio
exterior R, se halla sobre un suelo aspero. Se tira de
él con una tuerza F mediante un hilo arrollado en
torno a su cilindro interior. Se mantiene un angulo

@ con la horizontal. Se observa que hay un angulo
Critico 6, , tal que @ < @, el carrete rueda sin
deslizar en el sentido del cual se tira de él, y para
0 > 0, el carrete rueda sin deslizar en sentido
contrario, ¢Cual es el valor del angulo critico.

Solucién.
Aplicando las leyes de Newton del movimiento;
Traslacion:

Fcos@—F, =Ma=MaR, (1)
Fsen@-Mg+N =0
Rotacion:
—FfR2 +FR =10 =

FfR2 =FR -1, 0=

R 1
F,=F—*R -a

R2 2
Eliminando la fuerza Ff ., reemplazando (2) en

-

()
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ICM

R
Fcos:9—(F1R1 —
R

2 2

aj:Ma

R 1
= FcosO@—F LR+~ a=MaR,
R R

2 2

o R2COSO—R, ) _ MR? — 1, "
R2 R2

R,C0s0-R,) dow
dt

:>a=F( 5
(MRz _]CM)

La rotacion hara que el movimiento del carrete sera

. dw
hacia adelante cuando 7 >0
t

R,cos0—-R, >0

R
= c0sf >—1L
2

. L , do
El movimiento sera hacia atras cuando 7 <0
t

R,cos0—-R, <0

R
= c0sf < L
R2

dw
El &ngulo critico es cuando 7 =0
t

R,cos0—-R, =0

R
= c0sf=—1
2

Ejemplo 48. Un disco de masa M y radio R se
apoya sobre un plano horizontal &spero de modo
que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
Si se tira del centro del disco con una fuerza
horizontal constante F, determine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.

b) La aceleracién angular del disco.

c) La fuerza de roce.

Solucién.
o
_—
(43
" F
lC —
Mg \ J
/F
N
Aqui

F-F,=Ma, N-Mg=0,

F.R :EMRZa = lMRa
2 2

Entonces
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1
F,=_Ma
: 2
Que sustituida en la primera da:

Ejemplo 49. Un disco de masa My radio 2R se
apoya sobre un plano horizontal &spero de modo
que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
El disco tiene un resalto de radio R como se indica
en la figura, en el cual se enrolla una cuerda que se
tira con una fuerza horizontal constante F,
determine:

a) La aceleracién del centro de masa del disco.

b) La aceleracion angular del disco.

c) La fuerza de roce.

i
FEFETTEEEiiiiiifidi
Solucién.
F
T" &
N
Ahora F'—F, =Ma, N-Mg=0

F,2R+FR= 1M(2R)Zaz
2
= 2MRY % | = MRa

2R
Simplificando:
2Ff +F =Ma :F—Ff
=>F, = 0
De donde resulta:

a) a=—
m

b) & =——
2MR

) F,=0
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Ejemplo 50. Un disco de masa My radio R tiene
enrollada una cuerda en su periferia y cae partiendo
del reposo mientras la cuerda que se sostiene de su
extremo se desenrolla. Determine:

a) La aceleracion de bajada del disco.

b) La tensidn de la cuerda.

Ll

Solucion.

Mg
Aqui Mg —-T = Ma,

TR :lMRZa =1MRa
2 2
1
De donde M: —EMa = Ma

ma—g
3g

1 1
b) T ==Ma == M,
) > 3 g

Ejemplo 51. Se da a un cilindro homogéneo de
radio R y masa M con una velocidad horizontal v,

y una velocidad angular @, en sentido opuesto a

las agujas del reloj @, = vl/R en la parte sin

rozamiento de la superficie horizontal. Més alla del
punto A, cambia la superficie de manera que a la
derecha de A el coeficiente de rozamiento es £z .

Liso Aspero

Solucién.
En la parte lisa el cuerpo se mueve con velocidad

horizontal constante v, hacia la derecha, rotando
con velocidad angular @, en el sentido antihorario.
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A partir del punto A en que el piso es &spero
deslizara primeramente sobre el plano aspero, pero
acabard rodando sin deslizar.

En la parte intermedia habré una aceleracion a que

disminuye a la velocidad de v, a v, y una

aceleracion angular & que disminuye a @, , la

hace igual a cero y cambia su rotacién hasta que
llega la velocidad angular a un valor tal que

w, =v,/R.
Aplicando las leyes de Newton en la figura
siguiente.

V @®F wWER

N
Traslacion: uN = Ma, N - Mg =0

Rotacion: — RuN = [, a = %MRza

21
R
Lavelocidad es: v=v, +at = v, — ugt
La velocidad angular es:
2k ,
R
Parta encontrar el tiempo en que el disco deja de

> > >

resbalar, debe cumplirse: v = wx R

De esto obtenemos: @ = —ug , & = —
Vi

w=w-at=—>-
R

Vi = ak Rj = —wRi

v, 2ug
v, —pgt)=— =——"=t |R
(v, — ugt) (R R J
2
2v, =3ugt = f=n
3 ug
con este valor de ¢

v, = v, - g 2V, ) vy
2 1 3 ug 3
La velocidad final es un tercio de la inicial

@y= W,/ R
ﬁz

¥y

Ejemplo 52. Se lanza una bola de billar con una
velocidad inicial v, sobre una mesa horizontal,
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existiendo entre la bola y la mesa un coeficiente de
rozamiento 4. Calcular la distancia que recorrera
hasta que empiece a rodar sin deslizamiento.

¢ Qué velocidad tendréa en ese instante?

Aplicar para el caso v, =7 m/s, u =0,2.

g [ TEI

Solucion.
La fuerza de rozamiento uN = umg se opone al
movimiento, siendo ademas la fuerza resultante, por
lo que:

—Hmg =ma, a=—HUg
La velocidad de la bola comenzard a disminuir de
tal modo que:

V=v,—at =v, — ugt.
Al mismo tiempo, sobre la bola que inicialmente no
rueda, (ap = 0) actla un momento de fuerza:

L’ﬂf

PR
: s

¥

T =F R = umgR
T
que producira una aceleracion angular a = 7

R 5
g T tmeR _Sug

2
1 £ R? 2R
5
Por lo que la velocidad angular ira aumentando:
5ugt
w=at = VHE
2R

La velocidad de un punto de la periferia de la esfera
vale v, = @R, que ird aumentando con el tiempo,
porque @ aumenta con el tiempo.
i &
L

V=, —al

o

v= of
Vv, =@ =a k¢ .é/

L0Z £(s)

Por tanto, observamos que la velocidad de la bola

disminuye, y la velocidad de la periferia de la bola

aumenta. En el momento en que la velocidad de la

periferia se iguale a la velocidad de traslacion, se

conseguira la rodadura, es decir el no deslizamiento.
V=V, v=wR
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Suect 2v
vo—,ugt=—'ug = t=—"
2 Tug
la velocidad en ese instante es

5
v:?vo =5m/s, t=1,02s
La distancia recorrida
1 5
X =Vvyt— E,ugt

2?1 (2%j2_1%€

Tug 27 \Tug) Mug

=6,12m.

Ejemplo 53. Un tambor tiene un radio de 0,40 my
un momento de la inercia de 5,0 kg m% El torque
producido por la fuerza de friccion de los cojinetes
de anillo del tambor es 3,0 Nm. Un anillo en un
extremo de una cuerda se desliza en una clavija
corta en el borde del tambor, y una cuerda de 15 m
de longitud se enrolla sobre el tambor. EIl tambor
esta inicialmente en reposo. Una fuerza constante
se aplica al extremo libre de la cuerda hasta que la
cuerda se desenrolla y se desliza totalmente de la
clavija. En ese instante, la velocidad angular del
tambor es de 12 rad/s. EI tambor después decelera 'y
se detiene.

Cuerda de 15m F
enrollada

a) ¢ Cudl es la fuerza constante aplicada a la cuerda?
b) ¢Cual es la cantidad de movimiento angular del
tambor en el instante en que la cuerda deja el
tambor?

c) ¢Cual es el trabajo negativo realizado por la
friccion?

d) ¢Qué tiempo el tambor estuvo en movimiento?
Movimiento con la cuerda?

Solucion.

a)

Trabajo de la fuerza F + trabajo de la friccion

= Energia cinética ganada al terminarse la cuerda

FA&+@A9=Ede
| 2

:>F@Q—&%%%J:%@Dﬁ2f

= F=315N

b)

L=1,0=(5)12)
=60 kg.m?/s

c)

Movimiento con la cuerda
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15
W.=—1,A0=-3 ——|=-112,5
n="% (0’4]

Movimiento sin la cuerda

W,, = —%]Oa)é = —%(5,0)(12)2 =360
Trabajo total
Wy=Wy+W, =-4825J
d)
ZrO =/,
FR-7,1,a = 315(0,4)-3,0=5,0c
- 315(0,4)-3,0 _ 192 rad
50 S

Por otra parte

w, 12

o, =at, > t,=—=—-=6,25s

a, 192
Movimiento sin la cuerda
Zro =l,a = —-3=>5q,

= a, =:—§=—06@

S
0=w, +a,t,
= 1= _ 712 g
a, -0,6

El tiempo total es 26,25 s

Ejemplo 54. Una rueda tiene un radio de 0,40 my
se monta en cojinetes sin friccion. Un blogue se
suspende de una cuerda que se enrolla en la rueda.
La rueda se libera de reposo y el bloque desciende
1,5men 2,00 segundos. La tension en la cuerda
durante el descenso del bloque es 20 N.

a) ¢Cual es la masa del bloque?

b) ¢Cual es el momento de inercia de la rueda?

[

L
_T_

i

Solucioén.
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= 0,753—2
mg —T =ma
20
= m= =
g—-a 98-0,75
=2,21kg
b)
a 0,75
a=—
R 0,4
1875@
D7, =10a = TR=1,a
- TR _ 20(0,4)
a 1,875
= 4,27 kg m?

Ejemplo 55. El radio de una rueda de 3,0
kilogramos es 6,0 centimetros. La rueda se suelta
del reposo en el punto A en un plano inclinado 30°.
La rueda gira sin deslizar y se mueve 2,4 m al
punto B en 1,20s.

a) ¢ Cual es el momento de inercia de la rueda?

b) ¢Cual es la aceleracion angular de la rueda?

24m
\-\ﬁ/ 3|:|o
Solucién.
a) [, =_mR* = ;(Skg)(0,06m)2
= 0,0054 kg m?
b)
mgsen30°—F, =ma F.R=1,x
1
= F, = [—OJa
' R

I
mgsen30°—[ona =mRa

Ly n;gsenBOo _ 003&8)(0,5)
o ! 3(0,06
(RJ-HWR 006 +3000)
147 g, 4 d
T 027

Ejemplo 56. Una masa de 20 kg se halla sobre un
plano inclinado 30°, con el que tiene un rozamiento
cuyo coeficiente vale 0,3, unida a una cuerda sin
masa e inextensible que pasa por una polea de Mp =
160 kg, cuyo radio geométrico es de 20 cm y radio
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de giro 4= 15 cm. De dicha cuerda pende una
masa de 40 kg que es abandonada libremente.
Calcular:

a) Aceleracién con que se mueve el sistema.

b) Tensiones en la cuerda.

c) ¢En qué rango de valores de la masa que pende,
el sistema estara en equilibrio?

Momento de inercia de la polea /, = Mr; .

Solucion.

a) Partiendo de la suposicion de que la masa
colgante acelera hacia abajo, plantearemos las tres
ecuaciones correspondientes al movimiento de las
tres masas:

mog - To=mpa

T !
\E‘:m“\:\.
T, N
2 iy !
L N 4ol

T, —m,gsené + um, g cos@ = ma,
T,R-T,R =la =M %

Sumando las tres ecuaciones siguientes
myg—T, =m,a,
T, —m,gsené + um,g cosd = m;a
2
I"g
I,-TM, —=]|a
R
Obtenemos:
m,g —m,gsené + um, g cos o
7

2
=a ml+m2+MP(;fJ

m, —m,;Send + um, cos @

> a= 7
I"g
m+m, +M, ®
40-10-5,2
i 15 %
60 +160(]
20
=1,62 m/s?
b)

T, :mz(g—a) =327 N,

2
r
T :T{ﬁj a =181N.

c) El valor minimo que hace que la masa m, acelere
hacia abajo se produce cuando a =0, es
decir:

m, = m;Sené + um, cos g
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=10 +5,2 =152 kg.

0.3
i (tnfs)
0f

0,5 E
-1

15 F

~ F
-4

Si la masa m; se hace ain menor, llegara un
momento en que serd arrastrada por m;. Esto
produciria una inversion en el sentido de la fuerza
de rozamiento. El valor maximo de m, debera
cumplir ahora:
m, = m;Sené + um, cos G
=10-5,2=4,8Kkg.
Por tanto, entre 0 y 4,8 kg el sistema acelerara de
modo que m; suba; entre 4,8 y 15,2 kg,
permanecera en equilibrio; y para mas de 15,2 kg
m, acelerara hacia abajo.

Ejemplo 57. ;Porqué una esfera que rueda se
detiene? En esta parte vamos a tratar de explicar la
resistencia al rodamiento.

La figura siguiente muestra una esfera de masa My
radio R la cual esta rodando con una velocidad

angular @y avanza con una velocidad v = @R .

ﬂ

ol

| *

A
Solucion.
La fuerzas que acttan sobre la esfera son el peso
Mg la reaccion del piso Ny la fuerza de friccion

Ff . Si aplicamos la segunda ley de Newton a la
traslacion.

— —
F,=Mg

— -
debe haber una aceleracion a y v decreceria. Si
aplicamos segunda ley de Newton a la rotacion.
RF, =1,
la aceleracion angular ¢ depende de F. por
consiguiente Fyactla incrementando @ .
En resumen: en traslacion F. acelera, en rotacion
F. desacelera, esto aparentemente es una
contradiccion.
Por otra parte Mg y N estan en la linea vertical que
por el centro de masa y no causan efecto en el
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movimiento horizontal.

Si la esfera y el plano son rigidos, de modo que la
esfera esté en contacto solo en un punto, tampoco
originan alrededor del centro de masa. .porque
actlian a través de él

Para resolver la Contradiccion suprimamos la

idealizacion de que todos los cuerpos son rigidos, la

esfera se aplana un poco y el nivel de La superficie

se hunde Ligeramente (ver la figura a continuacion)

e
Fy

La reaccion N actla delante del centro de masa,

produciendo un torque 7,, = dN de resistencia al

rodamiento.

Ty —RF, =1,a

Como N=Mg, F, =Ma, a:%:

r, —~RMa=1,, %

I
= 7, =a(%+RMj

2
Para una esfera: /,, = — MR?

Luego: 7, =£MRa,como N =Mg

_ v TR,
Mg 5g

Ejemplo 58. La figura muestra una varilla
homogénea de masa My longitud L en posicion
vertical. La cual se deja caer desde el reposo.

a) ¢A que angulo @ entre la varillay la vertical, la
varilla ya no presionara al piso?

b) ¢Con qué coeficiente de friccion el extremo de
La varilla no reshalaré hasta este momento?

FETETEETET,

Solucién.
a) La figura siguiente muestra .la varilla cuando

forma un angulo @ con la vertical.

www.librospdf1.blogspot.com

34

www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com

Hugo Medina Guzman

()]

-3

(I

x

3

B

M
o 4

=/

Sobre la varilla actia el peso Mg y la reaccion R.
La velocidad angular @ en este instante se puede
encontrar aplicando la ecuacion de la energia.

L L 1 5
Mo—=Mo—cosf+—1, w
g5 =Mg7 B 5o

Como [, = %ML2

2

Aplicando la segunda Ley de Newton para
traslacion a lo largo de la varilla.

L
> F=ma, = R-Mgcosf}= —McozE
Cuando La varilla deja de presionar R =0, y:

L
—MgcosB=-Mo® =
reemplazando el valor de @®* encontrado
6g 2 B\ L
Mgcos B =M|—=sen” — | =
geosp ( Lo 2)2
Simplificando
cos 3 = 6$en2§ = c052£=5$en2§
= tanp= g

De aqui: f = 48,2°

b) Para que la varilla no resbale tenemos en la
figura siguiente.

Las componentes de R son:

R =Rsenfi + Rcos f3
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La condicion para que la varilla no resbale es:
F, > Rsenp

Con F, =uN y N =Rcosf

URCOS B > Rsenf3

M =>tan g
El coeficiente de rozamiento del piso debe ser
cuando menos igual a tan A para que llegue sin

deslizar hasta el angulo .
Para f=48,2° = u>112

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE
MOVIMIENTO ANGULAR.
Anteriormente hemos visto que:

- -
- d -
F _4p y también 7 = —
dt dt

Yy mostramos que para un cuerpo rigido.

-
- d Ltotal
Text =

dt

Si no hay torque externo con respecto a algun eje la
cantidad de movimiento angular sera constante con
respecto a ese eje.

5
L = Constante

0 expresado en funcidn del momento de inercia
apropiado.

5
I w = Constante

Esta relacion nos va a ser muy Util como veremos a
continuacion.

Ejemplo 59. Un estudiante esta sentado sobre un
banco giratorio montado sobre cojinetes sin friccion
que puede girar libremente alrededor de un eje
vertical como se muestra en la figura (a). El
estudiante sostiene en las manos extendidas dos
pesas. Sumomento de inercia en esta posicion es I

y su velocidad angular @, . No actuan sobre €l

torques no equilibrados y en consecuencia su
cantidad de movimiento angular tiene que
conservarse.

Cuando el estudiante acerca las manos al cuerpo, su
momento de inercia varia, figura (b) ahoraes I, y

su velocidad angular sera @,
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(2]
a, 2

(a) (b)
Por la conservacidn de la cantidad de movimiento
angular.

Il
Lo,=lLo, = 0,=—o

]2
Siendo /, < 1, resulta @, > o,

Su velocidad aumenta.

Ejemplo 60. Esta vez el mismo estudiante sentado
sobre el mismo banco, sostiene en sus manos en

posicién vertical al eje de rotacién de una rueda de
bicicleta, la rueda gira alrededor de ese eje vertical

con velocidad angular @, el estudiante y el banco

estan en reposo (a).

El estudiante gira el eje de la rueda en angulo &
con la vertical (b), como no hay torque respecto al
eje vertical, la cantidad de movimiento angular con
respecto al eje vertical debe conservarse.

Ly=1 g
Iygcos @

Ty ogsen @

(a) (b)
Inicialmente se tiene
—> ~
L =10,k

Cuando se inclina la rueda (respecto al eje vertical)
— - -
L'=L estudiante+banco + L rueda

- ~
=1,0,+1,0w,C080 k
Siendo /, el momento de inercia del estudiante y

banco respecto al eje vertical, @, su velocidad

angular con respecto a ese eje.
- -

Como L=1L'

1, 0,+1,0, cosf k = Ioa)olg
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- I ~
o, = -2 w,(1l-cos@)k
Ie
Es la velocidad angular del estudiante con el sentido
de giro inicial de la rueda.
Cuando la rueda se invierte se invierte totalmente

0=r/2,y:

- 21 N
w,=—"a,k
1

e
e

Ejemplo 61. Una persona esta sentada en una silla
giratoria manteniendo los brazos extendidos con
una pesa en cada mano. Gira con una frecuencia de
2 Hz. EI momento de inercia de la persona con los
pesos es de 5 kg m* Hallar:

a) la nueva frecuencia cuando encoja los brazos y
disminuya el momento de inercia a 2 kg m?.

b) La variacion de energia cinética del sistema.

c) ¢De donde procede este incremento de energia
cinética?

Solucion.

a) Al encoger los brazos, estan actuando fuerzas y
torques de fuerzas internas, por lo que podemos
admitir que se conserva la cantidad de movimiento
angular.

L =L, = Lo =10,

1 1
= w, :]—la)z,:> 2r f, :]—127rf1,

2 2
I, 5
= f,=—f=—2=5Hz
/2 ]zfl >
1 1., I I

b) AK ==1,0) — 1,0 =
) 2 2% 27t 21, 21,

L =TI, =5272)=207rkg m?s;

AK=2007Z’2(1—]-)=607Z'2 J.
2 5

El signo positivo nos indica que hay un aumento de
energia cinética.

c) Este incremento de energia cinética procede de la
energia quimica almacenada en los musculos del
brazo.

Ejemplo 62. Un patinador, con los brazos
extendidos y las piernas abiertas y con un momento
de inercia respecto a su eje vertical de 7 kg.m?
inicia un giro sobre si mismo con una aceleracion
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de 2 rad/s® durante 6 segundos, momento en el cual
encoge los brazos y acerca sus piernas al eje hasta
tener un momento de inercia de 4 kg.m?.
Determinar su velocidad de giro final.

Solucion.

Después de un tiempo ¢ de iniciar el giro, su
velocidad angular sera:

@) = %at2 = %(2)(6)2 = 36 rad/s

al acercar brazos y piernas al eje, el torque de las
fuerzas sigue siendo nulo, por lo que se conserva la

cantidad de movimiento angular, /@
(I a))Antes = (I a))Después =

. _ ] Antes
Después — I

Dpntes
Después

= Z36 =63 rad/s
4

Ejemplo 63. Un muchacho de 25 kg corre con
velocidad de 2,5 m/s hacia un tiovivo en reposo de
radio 2 m cuyo, momento de inercia vale 500 kg
m?. Hallar la velocidad angular y frecuencia del
conjunto después de que el muchacho suba al
tiovivo justo en el borde.

Solucion.
La cantidad de movimiento angular del muchacho
respecto al centro del tiovivo es:

L =mvR = (25)(2,5)(2) =125 kg m%/s
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El momento de inercia del conjunto tiovivo-
muchacho es
[=1,+ Iy =25x2? + 500

=600 kg m?
Planteando la igualdad entre la cantidad de
movimiento angular inicial y final, tendremos:

L =L, mR=(I,+1I,)o

_ mvR 125
(1,+1,) 600
= 0,208 rad/s

w
f =— =0,033Hz
2r

=199 r.p.m.

Ejemplo 64. Una tornamesa con radio de 8,0 my
momento de inercia de 2,0 kg.m% La placa
tornamesa rota con una velocidad angular de 1,5
rad/s sobre un eje vertical que pasa a través de su
centro en cojinetes sin friccion. Una bola de 0,40
kg se lanza horizontalmente hacia el eje de la
tornamesa con una velocidad de 3,0 m/s. La bola es
cogida por un mecanismo con forma de tazén en el
borde de la tornamesa.

a) ¢Cual es cantidad de movimiento angular de la
bola alrededor del eje de la tornamesa?

b) ¢ Qué fraccién de energia cinética se pierde
durante la captura de la bola?

/:,5 tadfs
30 m's
04%ks

Solucion.

a) La cantidad de movimiento angular de la bola
alrededor del eje de la tornamesa es cero
b)

1 1
Energia antes = Emv2 + E[sz

_ %(0,4)(3,0)2 +%(2,o)(1,5)2
=4,05]
Energia después = %I'O o'

Para calcular esta energia necesitamos conocer Iy y

.

I'y=1,+mR*=2,0+(0,4)08)
= 2,256 kg/ m?

Lypes =L = l,o=1,0

antes después
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®'= Lo W= 2,0 1,5
r, 2,256

-133"d
S
Reemplazando:
Energia después = ;I'O '’ = ;(2,256)(1,33)2
=21
Se pierde 4,05 -2 = 2,05
fraccion de energia = 2,05 =05
4,05

Ejemplo 65. Una barra rigida de masa M y largo L
gira en un plano vertical alrededor de un eje sin
friccion que pasa por su centro. En los extremos de
la barra se unen dos cuerpos de masas m; Y m.
Calcular la magnitud del momento angular del
sistema cuando su rapidez angular es wy la
aceleracion angular cuando la barra forma un
angulo ¢ con la horizontal.

"

iy

mg

Solucion.

El momento de inercia por el eje de rotacion del
sistema es igual a la suma de los momentos de
inercia de los tres componentes, con los valores de
la tabla se obtiene:

2 2
1=iML2+ml£ +m, L
12 2 2

a5
=—|m+m,+—
4 3

Como el sistema gira con rapidez angular o, la
magnitud del momento angular es:

2
L=]w = %(ml +m, +%)a)

Para calcular la aceleracion angular usamos la
relacion

T
r,=la = a= 7’ al calcular el torque total
en torno el eje de rotacion, se obtiene:

L L
T, = mlgEcos¢—m2gEcos¢

1
= E(ml —m, )gL cos¢
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Reemplazando en a /os valores de / y de 7, , se
obtiene la aceleracion angular:
T 2(’"1 — )g Cos ¢

I L(m, +m,+M/3)

Ejemplo 66. En la figura las masas m; y m; se
conectan por una cuerda ideal que pasa por una
polea de radio R y momento de inercia / alrededor
de su eje. La mesa no tiene roce, calcular la
aceleracion del sistema.

Solucion. Primero se calcula en momento angular
del sistema de las dos masas mas la polea:

L=m1vR+m2vR+I%

Luego se calcula el torque externo sobre el sistema,
la Unica fuerza externa que contribuye al torque
total es myg, entonces el torque es

T=mgR.
Entonces se tiene:
dL
T=— =
dt
m R—i{(m +m )vR+Il}
1& dr 1 2 R
dv [ dv
megR=m +m, ) R—+——
1& (1 2) di R di

1
= mgR = (ml +m, +FjRa

m
=a= 18

ml + m2 + F
Ejemplo 67. Una varilla de 500 g y 75 cm de
longitud, Ileva soldada en un extremo una esfera de
10 cm de radio y 250 g de masa. Calcular:

a) El momento de inercia cuando gira, alrededor de
un eje perpendicular a la varilla que pasa por el
extremo libre.

b) La cantidad de movimiento angular del conjunto
sigiraa 12 rpm.

L+ 0

. ‘O
L .

Solucion.
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a) El momento de inercia sera la suma del momento
de inercia de una varilla, mas el de la esfera. Como
la esfera estd a L+R del eje, aplicamos Steiner:

I, :émeRz +m,(L+R), I, :%mVLZ

I=1,+1,
= %meRz +m,(L+R) +%m,,L2

I= %(0,25)(0,1)2 +(0,25)0,85)° + %(0,5)(0175)2
= 0,27 kg.m?

b) L=1lo = 0,2727” = 0,27(27f)

= 0,547rE =0,345 kgm?®/ s
60

Ejemplo 68. Un cilindro de 50 kg y 20 cm de radio,
gira respecto de un eje vertical que coincide con su
eje de simetria, debido a una fuerza constante,
aplicada a su periferia que, después de 40 s de
iniciado el movimiento, alcanza 200 r.p.m.
Calcular:

El valor de la fuerza y el torque de la fuerza
aplicada.

Solucion.
La frecuencia de rotacion adquirida vale:

=——Hz
/ 60
La velocidad angular:
a)=27;7”=27z@=§7z@

60 3 s

La aceleracion angular:

_Ao _zrad

At 6 §°

Por otra parte el momento de inercia del cilindro
vale:

I = %mR2 = %(50)(0,2)2 =1 kgm?.

Luego el torque de la fuerza aplicada
T
r=FR=Ia= (1)E =0,52 Nm.

La fuerza tangencial:

r 0,52
=2 226N
R 02
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Ejemplo 69. Un anillo de masa My radio R (Icy, =
MR?), cae en rodadura pura sobre un plano
inclinado que ~ forma un angulo & con la
horizontal.

a) Hacer el DCL. del anillo.

b) Hallar la aceleracion del centro de masa del
anillo.

c) Encontrar el valor de la friccion entre el plano
inclinado y el anillo.

d) ¢Cual debe ser el minimo valor del coeficiente de
rozamiento estatico entre el plano y el anillo para
que este se encuentre en rodadura pura?

Solucion.
a) EI DCL. del anillo.

e

Mg
b) Segunda ley de Newton para la traslacién
Mgsent — F, = Ma
Segunda ley de Newton para la rotacion

la=F,R = MR*® =F,R =
R
F,=Ma

Reemplazando el valor de F en la primera
ecuacion.

Mgsen0 — Ma = Ma = Mgsenf =2Ma

: 1
Finalmente a = Egsenﬁ

c) El valor de la fuerza de friccion entre el plano
inclinado y el anillo.

F,=Ma = %Mgsene

d) El minimo valor del coeficiente de rozamiento
estatico entre el plano y el anillo para que este se
encuentre en rodadura pura debe de cumplir

1
F, =N = EMgsenH

y75 =ML€T‘IH =£tan9
2Mgcosd 2

Ejemplo 70. Una barra uniforme AB de masa My
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1
longitud ¢ (ICM = EMEZJ se sostiene de un

extremo mediante un pivote sin friccion. La barra se
encuentra inicialmente en reposo en forma vertical
cuando un proyectil de masa m impacta sobre ellay
gueda incrustado instantaneamente. La velocidad

inicial del proyectil es v, . Hallar:

a) La cantidad de movimiento angular del sistema
respecto del pivote justo antes de la colision.

b) La velocidad angular de giro del sistema después
que el proyectil se incrusta en la barra.

¢) La altura méxima que alcanzaré el CM de la
barra.

d) El trabajo del proyectil cuando se incrusta contra
la barra.

Solucion.
a) La cantidad de movimiento angular del sistema
respecto del pivote justo antes de la colision.

L,es =mvod

antes
b) La velocidad angular de giro del sistema después
que el proyectil se incrusta en la barra.

L

antes Ldespués

mvyd = ;Mﬁza) +(wd )d

mv,d
@Mﬁz +md2j

c) La altura maxima que alcanzard el CM de la
barra.
Energia justo después del choque

= W=
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1 4
= EIoa)2 —[Mg§+mgdj

=1, = (%Mﬁz + mdzj
Energia cuando alcanza el punto mas alto
= - (Mgé + mgdj(l— cos6)

Por conservacién de energia:
Energia justo después del choque = energia cuando
alcanza el punto mas alto.

1 l
Elowz —(MgEJr mgdj
!
= —(Mg5+ mgdj(l— cos6)

=

N |-

I,0° = [Mg§+ mgdjcose

1]Oa)z

= C0SH = 7
[Mg2+ mgdj

2
;(;Mﬂz + mdzj (mvod) 5
(;Mﬁ +md2j

(Mgiergdj
= m*vid’®
2M5+md §M€ +md* |g

= h,, =/(1-cosd)

d) El trabajo del proyectil cuando se incrusta contra
la barra.

W =AE =(%mv§ —Mg%—mgdj

1 14
- {Eloa)2 +(—Mg§—mgdﬂ

1 1
= —mv} —510602

2

Ejemplo 71. Un blogue de masa M se pega a una
plataforma circular, a una distancia b de su centro.
La plataforma puede rotar, sin friccion, alrededor de

un eje vertical alrededor de su centro. Siendo Ip su

momento de inercia con respecto a ésta. Si un
proyectil de masa m que se mueve con una

velocidad horizontal v, , como se muestra en la
figura, incide y queda en el blogue. Encontrar la
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velocidad angular del bloque después del choque.

Blooue
. :‘::-_4;%_20_ ______ -
Prnve/::il r _g
) S
(I
X
Solucion.

Cantidad de movimiento angular antes del choque

con respecto al eje O.
- -

- ~ ~
Lantes = rx p =—rmv,8en@ k = —mbv,k

Para encontrar la cantidad de movimiento angular
después del choque, segun la figura siguiente.

y|— _ \f’

X

- ) -
L despues = [Ip + (m +M)b ]Cl)
Por conservacion de la cantidad de movimiento
angular
- -
Lantes = Ldespués
~ 2 -

= —rmv,send k = [Ip +(m+M)b ]a)

- rmvy,send -
- w:_[l +(m+M)p?]

P

Ejemplo 72. Se tiene una plataforma circular que
puede rotar sin friccion alrededor de un eje
perpendicular al centro. E1 momento de inercia de

la plataforma con respecto al eje es / »-un insecto

de masa m se coloca sobre la plataforma a una
distancia b del eje. El sistema se hace girar con una

velocidad angular @, en el sentido horario. El

insecto empieza a correr en una circunferencia de
radio b alrededor del eje con una velocidad de

magnitud constante v, , medida relativa a tierra.

a) ¢Cual es la cantidad de movimiento angular total
si el insecto corre con la plataforma?

b) ¢ Cudl serd si corre en oposicion a la rotacion de
la plataforma?

c) ¢Es posible que el pequefio insecto pueda detener
la gran plataforma? ; Cémo?

Solucion.

La cantidad de movimiento angular del sistema
antes que el insecto comience a correr es:
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N

L=(1,+mb?)wy =—(1, + mb? o,k

yL \:‘-’n

X

a) Cuando el insecto corre en el mismo sentido del
giro con modulo de velocidad v, su cantidad de

movimiento angular es:
- 9 - ~
L'= (Ip +mb )a)'— mbv, k

Pero como la cantidad de movimiento angular es
constante. La cantidad de movimiento angular total

es:

Zz—(1p+mb2 Olg

T,

X

L'=

b) En este caso, como en el caso anterior
— -
L'=1L
<« A
L'=—(1, +mb? o,k
c) Si es posible, tomando el caso a)
- 9 - ~
L'= (Ip +mb )a)'— mbv, k
= —(Ip +mb2)a)0/€
La plataforma se detiene cuando @'= 0, es decir:
~ R ~
— mbvok = (I, +mb? o,k
Esto sucede cuando

(Ip + mbz)
Vg =———— 0,
mb
En el sentido indicado en el caso a).

Ejemplo 73. Se da a un cilindro homogéneo de
radio R y masa M con una velocidad horizontal v,
y una velocidad angular @, en sentido opuesto a

las agujas del reloj @, = vl/R en la parte sin

rozamiento de la superficie horizontal. Mas alla del
punto A, cambia la superficie de manera que a la
derecha de A el coeficiente de rozamiento es /£ .
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Resolver usando la conservacién de la cantidad de
movimiento angular.

Liso Aspero

Solucion.

En la parte lisa no hay fuerza de friccidn, en la parte
aspera aparece la tuerza de friccion, cuya linea de
accion esta en el plano. Por tanto, la cantidad de
movimiento angular del disco respecto a un punto
de referencia en el plano permanecera Constante
durante todo el movimiento (por ejemplo A).

La cantidad de movimiento antes de llegar a A.

- v\ml

Liso

- o - -
L=rxMv, =1,0,

-> -

Como rx v, =—rv,;senf k = —Rv,k,
1 > ~ ~
I,=-MR?, o, =ak=""k
2 R

L=—MRv, k+ ;MvalE = —;MvaA?

La cantidad de movimiento angular después de
pasar Ay haber 1legado a rodar sin deslizar. Se

Vo

traslada con velocidad v, tal que @, =

- - - -
L'=rxMv,=1,0,

d =d ~ ~
Como rxv, =-rv,send k =—Rv,k,

1 - A~ OV, A
I,=-MR*, 0, =-w,k="*k

2 R
= L1 .3 .
L'=—MRv, k _EMRVZk = —EMszk
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- -

Igualando L'= L, tenemos:
~ 1 ~
S MR f =L MRof = v, =0
2 2 3

Ejemplo 74. Un proyectil de masa m y velocidad
vo Se dispara contra un cilindro sélido de masa M'y
radio R. El cilindro esta inicialmente en reposo
montado sobre un eje horizontal fijo que pasa por
su centro de masa. El proyectil se mueve
perpendicular al eje y se encuentra a una distancia
D < R sobre el eje. Calcular la rapidez angular del
sistema después que el proyectil golpea al cilindro y
queda adherido a su superficie.

:
e an )

Solucién.
El momento angular del sistema se conserva,
entonces

L =L,
mvyD =l = (%MRZ + mszw

mv,D
= o=

;MRZ + mR?

Ejemplo 75. Un disco de masa My radio R gira en
un plano horizontal en torno a un eje vertical sin
roce. Un gato de masa m camina desde el borde del
disco hacia el centro. Si la rapidez angular del
sistema es ay cuando el gato esta en el borde del
disco, calcular:

a) la rapidez angular cuando el gato ha llegado a un
punto a R/4 del centro,

b) la energia rotacional inicial y final del sistema.
Solucién.

Llamando Z, al momento de inercia del disco e /, al
momento de inercia del gato, el momento de inercia
total inicial y final del sistema es:

I=1,+1, =%MR2 + MR?

2
I, = LR m(ﬁ)
2 4

a) Como no hay torques externos sobre el sistema
en torno al eje de rotacion, se puede aplicar la
conservacion de la cantidad de movimiento angular

.o, :]fa)f

{1‘ :%MR2+mR }
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2
1 R
= 1,,:—MR2+m(—j o,
2 4
= MR? + mR?
C!)f = 2 @,
= MR? +m£
16
—+m
= E 2 ),
2/ M m |7
2 16
b)
K, 11,5 1[1MR2+ Rj
2 212
1
(M +2m)R*a;
1 101 RY
K/. 251/0)? :2l:2MR2 +m(4j :|C();
1{1 2}( M/2+m jz ,
) _ a)o
2|2 M/2+mj16
= 1( ][M+2mj Rza)g
4 M+ml8
( M+ 2m JM+2m)R2a)02
M+ml8
Como[M+2m)>1
M+ml8

La energia rotacional aumenta.

Ejemplo 76. La barra horizontal de la figura tiene
un momento de inercia respecto al eje de rotacién
de 5x10° kg m?, y cada una de las bolas que pueden
deslizar sobre ella pesan 50 g y se consideran de
dimensiones despreciables. El conjunto esta girando
libremente alrededor del eje O-O’ con las bolas
dispuestas simétricamente respecto al eje y sujetas
por un hilo AB de 20 cm. Si se rompe el hilo
cuando el conjunto gira a 20 rad/s, determinar la
nueva velocidad angular cuando las bolas Ileguen a

los topes del extremo de la barra.
Lo

Solucion.
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Empecemos calculando el momento de inercia del
conjunto, cuando las bolas estan separadas 20 cm.

11 = Inarra + Toolas = Ipara + 2 m 712 =5x10° kg m’ +

0,1x0,1% = 6x10° kg m?
Cuando se alejen hasta los topes:
1> = Inarra * Joolas = Ipara + 2 m }”22

=5x107 kg m? + 0,1x0,25

=11,25x10° kg m?
La rotura del hilo libera fuerzas exclusivamente
internas, por lo que se conservaré la cantidad de
movimiento angular del sistema:

L =L, = lLo=Lo, =
I

w, =+, :Lzo =10,67rad/s
I, 11,25

Ejemplo 77. Un disco de 2 kg de masa y 10 cm de
radio gira alrededor de su eje a 180 r.p.m.. Encima,
pero sin que exista contacto, se encuentra otro disco
de 1 kg de masa, del mismo radio y en reposo.
Cuando el disco superior se deja caer, ambos se
mueven solidariamente. Calcular la velocidad
angular final.

(LT

Solucion.

Cuando el disco superior se posa sobre el inferior,
el torque de las fuerzas sigue siendo nulo por lo que
se conserva la cantidad de movimiento angular,

lw.

(1 @ )Antes = (1 a))Después

Il
I +1,

Lo, = (Il—i-lz)a)f = o, = o,

Como el Momento de inercia de un disco es
Y.m.R? se obtiene:

En este caso particular:
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w, = i180 =120 rpm.

7 (2+1)

GIROSCOPOS Y TROMPOS - MOVIMIENTO
DE PRECESION

El girdscopo es una rueda montada en rodamientos
sin friccién, en tal forma que la rueda tiene libertad
de rotar en cualquier direccion con respecto al
marco que lo sujeta.

Para lograr esto se necesitan tres gimbalos
(correspondientes a los tres espacios
dimensionales). Como los rodamientos no tienen
friccion no se ejercen torques sobre la rueda. Esto
significa que una vez iniciado el giro, el eje de
rotacion permaneceré fijo no importando que
movimiento se de al mareo exterior. La direccién en
el espacio del eje no variara.

Hasta ahora vimos el movimiento rotacional en que
el eje de rotacion esta fijo, o tiene movimiento de
traslacion sin cambio en su direccion. La mayoria
de los movimientos rotacionales quedan en estas
categorias, pero en el caso de un trompo o
giréscopo en rotacion no se cumple lo anterior. Si
se hace girar rapidamente el rotor de este aparato y
luego se coloca un extremo libre del eje de rotacion
sobre un soporte fijo, como se muestra en la figura.
El girdscopo no caera del soporte sino que se
mantiene en posicién casi horizontal mientras que
el eje de su rotor gira lentamente en un plano
horizontal, esta rotacién lenta del eje se conoce
como PRECESION.

Veamos como se origina la precesion.
Consideremos un giréscopo simplificado mostrado
en la figura siguiente, un disco cilindrico muy
macizo de masa My radio a que tiene libertad para
girar sin friccién en torno a una varilla muy ligera 'y
delgada, a lo largo de su eje.

ZL
R X
Ay

b

Un extremo de la varilla se apoya en A. que esta a
una distancia ¢ del disco. Si se mantiene la varilla
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horizontal, y se hace girar al disco con una
velocidad angular @ en torno a su eje y luego, se
suelta.

Como acttian dos Unicas fuerzas el peso Mgy la

reaccién del apoyo R, podria pensarse que el disco
-
caeria. Si L, fuera cero sucederia esto, pero el

torque que produce Mg es:
-

7 = (08)x (- Mgk) = Mgl5
este torque produce un cambio en la cantidad de
movimiento angular

dL=rdt= (Mgl )t
la magnitud. de este cambio es:
dL = Mgldt

Por otra parte: dL = L,d@
a0 _ Mgt

De aqui Mgldt = L,d0 'y i
0

Como L, = Lyw = %Maza);
o

d 1, do
2

Mgl 2gl

Por consiguiente el disco no caerd, en lugar de ello
girara en el plano horizontal xy (ver la figura
siguiente) en torno al eje vertical a través del punto

de apoyo A.
1

X i ..
dL=rdt

=0

La velocidad angular de esta precesion es:

dé t© 2gl
Q=—=—= 2

dt lo wa
Ejemplo 78. Una profesora de fisica se encuentra
sentada en una silla giratoria manteniendo en sus
manos una rueda de bicicleta como se indica en la
figura. EI momento de inercia de la rueda respecto a
su eje es de 0,2 kg m?, y el momento de inercia de
la profesora mas la rueda respecto del eje de la silla
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es de 2,7 kg m?. La velocidad angular inicial de la
rueda es de 55 rad/s en sentido antihorario. En un
momento dado la profesora gira 180° el eje de la
rueda pasando a girar con -55 rad/s en sentido
contrario al anterior. Calcular:

a) La velocidad angular adquirida por la sillay el
sentido de giro.

b) El trabajo realizado por la profesora.

Solucién.

a) Dado que no hay momentos externos sobre la
silla giratoria podemos considerar que el momento
angular no varia.

L = I'nyepa®;
L, = I'nyepn (_ a)l)+ Lo a0,

Ieuepa®, = Tryepa (_ a)l)+ I a0,

= 602 — 2IRUEDA a)l
SILLA
®, = MSS =8,15rad /s
2,7

(Positivo, por tanto en el sentido de rotacion inicial

de la rueda)

b)

W=AE=E,-E,

_1 2

- EISILLAa)ZZ + EIRUEDA (_ a)l) - EIRUEDAa)l
1 2

= EIS,LLAa)2 =89,6J

2

El trabajo es por tanto la energia adquirida por la
silla, ya que la energia de la rueda no varia.

Dicho trabajo, positivo, es producido por la fuerza
muscular (interna) de la profesora.

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. El centro de masa de una pelota de radio R, se
mueve a una rapidez v. La pelota gira en torno a un
eje que pasa por su centro de masa con una rapidez
angular w. Calcule la razén entre la energia

www.librospdf1.blogspot.com

rotacional y la energia cinética de traslacion.
Considere la pelota una esfera uniforme.

2. Un volante en la forma de un cilindro solido de
radio R = 0,6 my masa M = 15 kg puede llevarse
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hasta una velocidad angular de 12 rad/s en 0,6 s por
medio de un motor que ejerce un torque constante.
Después de que el motor se apaga, el volante
efectla 20 rev antes de detenerse por causa de la
friccion (supuesta constante). ¢ Qué porcentaje de la
potencia generada por el motor se emplea para
vencer la friccion?

Respuesta. 2.8%.

3. Un bloque de masa m; y uno de masa m, se
conectan por medio de una cuerda sin masa que
pasa por una polea en forma de disco de radio R,
momento de inercia / y masa M. Asi mismo, se deja
que los bloques se muevan sobre una superficie en
forma de cufia con un angulo € como muestra la
figura. El coeficiente de friccion cinético es u para
ambos bloques. Determine
a) la aceleracion de los dos bloques y
b) la tension en cada cuerda.

it

Respuesta.
a) (mysen 0 - p)(my + mycos g/(my + my + M),
b) Ty = pmog + mia, T, = Ty + ¥oMa.

4. Una masa m; Y una masa m; estan suspendidas
por una polea que tiene un radio R y una masa ms.
La cuerda tiene un masa despreciable y hace que la
polea gire sin deslizar y sin friccion. Las masas
empiezan a moverse desde el reposo cuando estan
separadas por una distancia D. Trate a la polea
como un disco uniforme, y determine las
velocidades de las dos masas cuando pasan una
frente a la otra.

5. Un disco sélido uniforme de radio R y masa M
puede girar libremente sobre un pivote sin friccién
gue pasa por un punto sobre su borde.

Si el disco se libera desde el reposo en la posicion
mostrada por el circulo.

a) ¢Cual es la rapidez de su centro de masa cuando
el disco alcanza la posicion indicada en el circulo
punteado?

b) ¢Cudl es la rapidez del punto mas bajo sobre el
disco en la posicion de la circunferencia punteada?
¢) Repetir para un aro uniforme
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Respuesta. a) 2(Rg/3)"%, b) 4(Rg/3)", ¢) (Rg)"

6. Un peso de 50 N se une al extremo libre de una
cuerda ligera enrollada alrededor de una pelota de
0,25 m de radio y 3 kg de masa. La polea puede
girar libremente en un plano vertical en torno al eje
horizontal que pasa por su centro. El peso se libera
6 m sobre el piso.

a) calcular la tension de la cuerda, la aceleracion de
la masa y la velocidad con la cual el peso golpea el
piso.

b) Calcular la rapidez con el principio de la
conservacion de la energia.

Respuesta. a) 11,4N, 7,6 m/s, 9,5 m/s, b) 9,5 m/s.

7. Una ligera cuerda de nylon de 4 m esta enrollada
en un carrete cilindrico uniforme de 0,5 m de radio
y 1 kg de masa. El carrete estd montado sobre un
eje sin friccién y se encuentra inicialmente en
reposo. La cuerda se tira del carrete con una
aceleracion constante de 2,5 m/s?. a) ¢ Cuanto
trabajo se ha efectuado sobre el carrete cuando éste
alcanza una velocidad angular de 8 rad/s?

b) Suponiendo que no hay la suficiente cuerda sobre
el carrete, ¢ Cuanto tarda éste en alcanzar esta
velocidad angular?

c) ¢Hay suficiente cuerda sobre el carrete?
Respuesta. a)4J,1,6s, c) si.

8. Una barra uniforme de longitud L y masa M gira
alrededor de un eje horizontal sin friccion que pasa
por uno de sus extremos. La barra se suelta desde el
reposo en una posicion vertical. En el instante en
que esta horizontal, encuentre

a) su rapidez angular,

b) la magnitud de su aceleracidn angular,

c) las componentes x e y de la aceleracion de su
centro de masa, y

d) las componentes de la fuerza de reaccion en el
eje.

Respuesta. a) (3g/L)*, b) 3g/2L,

) —(3/27 + ¥y))g, d) (-3/27 + Y4 j)Mg.

M

9. Los bloques mostrados en la figura estan unidos
entre si por una polea de radio R y momento de
inercia /. El bloque sobre la pendiente sin friccién
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se mueve hacia arriba con una aceleracién constante
de magnitud a.

a) Determine las tensiones en las dos partes de la
cuerda,

b) encuentre el momento de inercia de polea.

Respuesta. a) 7; = ml(a + gsen 6?),
I, =m, (g - a)

b) m,R’ £_ mR* —m,R* — m R’ £seng
a a

10. Un cuerpo plano esta sometido a cuatro fuerzas
como se indica en la figura.

a) Hallar el mddulo y direccion del torque actuante
respecto a un eje perpendicular al plano y que pasa
por el punto A.

b) Respecto a un eje que pasa por el punto B.

e) Respecto a un eje que pasa por el punto C.

d) Determinar la fuerza equivalente y su linea de
accion.

e) Sustituir esta fuerza por otra que esté aplicada en
Ay un par de fuerzas o cupla aplicadas en los
puntos B y Cy hallar el valor minimo de estas

fuerzas.
1m 8N
! E
A
SN
c
AN SN

Respuesta.

a) T =23Nm,b) 7 =23 Nm, c) 7 =24 Nm,

d F=i+j, y=x-23,

> 23
=22 (-

¢) F, 3 +4])=-F,

11. Un marco cuadrado de lado L. Se cuelga de un
clavo rugoso de coeficiente de rozamiento estatico

M . (A que distancia del vértice esta clavado si el
marco esta a punto de deslizar?

46
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AN

Respuesta. x = g(l— ,us)

12. Determinar la tension en el cable AB que
Impide que el poste BC deslice. En la figura se ven
los datos esenciales. La masa del poste es de 18 kg.
Suponer que todas las superficies son lisas.

C

Respuesta. 7=46,2 N

13. Un hombre de 70 kg, sostiene un objeto de 31,9
kg. Como se indica en la figura. La polea carece de
rozamiento. La plataforma sobre la que esta situado
el hombre esta colgada mediante dos cuerdas en A'y
otras dos en B. ;/Cudl e tensién de una de las

cuerdas en A?
FEEPE i i i d i i d i i i i il

— 075 mM—————1 S0 m—————*
Respuesta. 124,5 N
14. Reemplace la fuerza de 1000 N de la figura por

una fuerza que pasa por A y una cupla cuyas
fuerzas actlian verticalmente a través de B C.
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1000 N
L 03m  D3m
I | 37
|
0,6 m |
|
4 Al
02m
B c
Respuesta. F, = 800; + 600/, F, =467,
F. =-467]

15. Un hombre de 60 kg que camina a 2 m/s
atraviesa un tabla de 30 kg y 10 m de largo

a) ¢Cual es la fuerza sobre el soporte B en funcién d
tiempo?

b) Si la maxima fuerza que puede resistir B es 490
¢Cuéndo y dénde caera al rio el hombre?
Considerar que el peso del hombre siempre acttia en
direccion de la vertical que pasa por su centro de
masa.

Respuesta: a) [, = (12t +15)9,8 N, b) 1=2,92
s,x= 583 mdeA.

16. Un hombre de masa m quiere subir por una
escalera. La escalera tiene masa M, largo L y forma
un angulo @ con e piso. El coeficiente de friccion
entre la escalera 'y e peso es £, mientras que la

pared no tiene friccion.

a)¢A qué altura de la escalera puede llegar antes que
comience a resbalar?

b) ¢Si el angulo & es el mayor sin que la escalera
sola puede estar sin reshalar, cual es la altura a la
que puede llegar el hombre?

Respuesta. a)

[(m + M uLsen6 — %ML cos e}yM cosé

b) L/2u

17. El disco A tiene una masa de 2 kg y un radio de
7,5 cm, se coloca en contacto con una correa que se
mueve con una velocidad v = 15 m/s. Sabiendo que
el coeficiente de rozamiento entre el disco y la
correa es 0,2, calcular tiempo necesario para que el
disco alcance una velocidad angular constante.
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Respuesta. 3,82 s

18. Si se aplica La fuerza F a una cuerda ligera
atada a un bloque con el sistema de poleas mostrado
en la figura. ¢ Cual es el maximo peso que puede
levantar?

Respuesta. 3F

19. El rodillo que se ve en la figura tiene una masa
de 339 kg ¢ Que fuerza F es necesaria para subir el
rodillo sobre el bloque?

Respuesta. F =3949,4 N

20. La linea de accion de una fuerza de 1N esta en
el plano xz y corta el eje z en un punto que dista 0,6
m del origen.

a) ¢Cual es el torque respecto al eje y si el angulo
comprendido entre la direccion de la fuerza y el eje
z es 60°?

b) ¢Si el angulo e 180°?

c) ¢Si el angulo es 330°?

Respuesta.a) 7 =0,52Nm,b) 7 =0

)7 =-0,3Nm

21. Dos discos de masa 10 kg y radio R=0,3m
cada uno estan conectados mediante una cuerda. En
el instante mostrado en la figura, la velocidad
angular del disco B es de 20 rad/s en sentido
horario. Calcular cuanto sube el disco A cuando la
velocidad angular del disco B sea de 4 rad/s.
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fAAEAA

Respuesta. 1,54 m

22. Un cilindro de masa ni y radio r rueda sin
deslizar sobre la cara interior de una superficie
cilindrica de radio R. Sabiendo que la esfera parte
del raposo en la posicion indicada en la figura,
obtener:

a) La velocidad de la esfera al paso por B.

b) El médulo de la reaccion normal en cada
instante.

Respuesta. a) \/%g(R — r)(l —COsS 19) ,
b) %(7 —4c0s0)

23. ¢ A que altura sobre la mesa debe golpearse una
bola de billar con un taco mantenido
horizontalmente para que la bola comience su
movimiento sin rozamiento entre ella y la mesa?

yll.

T

# X

PEETTETT
Respuesta. 7/5R

FEird

24. Un cilindro homogéneo de masa my radio R
descansa sobre un plano horizontal. Se aplica un
torque, segln se indica en la figura. Hallar el valor
del coeficiente de rozamiento entre la rueda y el
plano para que aparezca rodadura pura.
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27

Respuesta. 1 >
g a 3mgR

25. Una esfera de 100 kg de masa y 0,6 m de
diametro baja rodando, partiendo del reposo, por un
plano inclinado 25°. recorriendo 30 m..

a) ¢Cual es su energia cinética al cabo de los 30 m?
b) ¢Cual es la velocidad de su centro de masa?
Respuesta. a) 1268 kg m, b) 13,3 m/s

26. Un pasajero viaja de pie en un émnibus. El
omnibus se mueve con una velocidad de 50 km/h
cuando el conductor aplica los frenos. EI 6mnibus
desacelera de modo uniforme durante una distancia
de 15 ni hasta detenerse. ¢ Qué angulo respecto a la
vertical debera inclinarse el pasajero para evitar su
caida?

Respuesta. 33,27 hacia atras.

27. a) (Como podria distinguirse una esfera de oro
de otra de plata si ambas tuviesen el mismo peso, el
mismo radio y las dos estuvieron pintadas del
mismo color?

b) (Cémo podria distinguir un huevo duro de uno
fresco si estuvieran juntos?

28. Un carrete cilindrico hueco y uniforme tiene
radio interior R/2, radio exterior R y masa M . Esta
montado de manera que gira sobre un eje horizontal
fijo. Una masa m se conecta al extremo de una
cuerda enrollada alrededor del carrete. La masa m
desciende a partir del reposo una distancia y durante
un tiempo ¢. Demuestre que el torque debido a la
fuerza de roce entre el carrete y el eje es:

y) 5.,
=R 2 |- M=
‘ {m(g tzj 4 12}

29. Un cilindro de 10 kg de masa rueda sin deslizar
sobre una superficie horizontal.

En el instante en que se su centro de masa tiene una
rapidez de 10 m/s, determine:

a) la energia cinética traslacional de su centro de
masa,
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b) la energia rotacional de su centro de masa, y c)
su energia total.
Respuesta. a) 500 J, b) 250 J, ¢) 750 J.

30. Una esfera sélida tiene un radio de 0,2 my una
masa de 150 kg. ¢ Cuanto trabajo se necesita para
lograr que la esfera ruede con una rapidez angular
de 50 rad/s sobre una superficie horizontal?
(Suponga que la esfera parte del reposo y rueda sin
deslizar).

31. Un disco s6lido uniforme y un aro uniforme se
colocan uno frente al otro en la parte superior de
una pendiente de altura 4. Si se sueltan ambos desde
el reposo y ruedan sin deslizar, determine sus
rapideces cuando alcanzan el pie de la pendiente

¢ Qué objeto llega primero a la parte inferior?

32. Una bola de boliche tiene una masa M, radio R
y un momento de inercia de (2/5)MR?. Si rueda por
la pista sin deslizar a una rapidez lineal v, ;Cuél es
su energia total de funcién de My v?

Respuesta. 0,7M%

33. Un anillo de 2,4 kg de masa de radio interior de
6 cm y radio exterior de 8 cm sube rodando (sin
deslizar) por un plano inclinado que forma un
angulo de 8 = 37° con la horizontal. En el momento
en que el anillo ha recorrido una distancia de 2 m al
ascender por el plano su rapidez es de 2,8 m/s.

El anillo continua ascendiendo por el plano cierta
distancia adicional y después rueda hacia abajo.
Suponiendo que el plano es lo suficientemente largo
de manera que el anillo no ruede fuera en la parte
superior, ¢qué tan arriba puede llegar?

34. Una barra rigida ligera de longitud D gira en el
plano xy alrededor de un pivote que pasa por el
centro de la barra. Dos particulas de masas m, y m»
se conectan a sus extremos. Determine la cantidad
de movimiento angular del sistema alrededor del
centro de la barra en el instante en que la rapidez de
cada particula es v.

Respuesta. ¥2( my + my)vD.

35. Un péndulo cénico consta de masa M que se
mueve en una trayectoria circular en un plano
horizontal. Durante el movimiento la cuerda de
longitud L mantiene un &ngulo constante con la 6
vertical. Muestre que la magnitud de la cantidad de
movimiento angular de la masa respecto del punto
de soporte es:

- lgM?L’sen‘6

cosé
36. Una particula de masa m se dispara con una
rapidez vo formando un angulo 6 con la horizontal.
Determine la cantidad de movimiento angular de la

particula respecto del origen cuando ésta se
encuentra en:
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a) el origen,
b) el punto més alto de su trayectoria,
c) justo antes de chocar con el suelo.
mvg
Respuesta. a) 0, b) —
2g

sen%0cosé,

3

2
0) _ " sen?gcosd
g

37. Un disco sélido uniforme de masa My radio R
gira alrededor de un eje fijo perpendicular su cara.
Si la rapidez angular es w, calcular la cantidad de
movimiento angular del disco cuando el eje de
rotacion

a) pasa por su centro de masa, y

b) pasa por un punto a la mitad entre el centro y el
borde.

38. Una particula de 0,4 kg de masa se une a la
marca de 100 cm de una regla de 0,1 kg de masa.
La regla gira sobre una mesa horizontal sin friccion
con una velocidad angular de 4 rad/s. Calcular la
cantidad de movimiento angular del sistema cuando
la regla se articula en torno de un eje,

a) perpendicular a la mesa y que pasa por la marca
de 50 cm,

b) perpendicular a la mesa y que pasa por la marca
de 0 cm.

Respuesta. a) 0,43 kgm?/s, b) 1,7 kgm?/s.

39. Una mujer de 60 kg que esta parada en el borde
de una mesa giratoria horizontal que tiene un

momento de inercia de 500 kg-m2 y un radio de 2

m. La mesa giratoria al principio esta en reposo y
tiene libertad de girar alrededor de un eje vertical
sin friccidn que pasa por su centro. La mujer
empieza a caminar alrededor de la orilla en sentido
horario (cuando se observa desde arriba del sistema)
a una rapidez constante de 1,5 m/s en relacién con
la Tierra.

a) ¢En qué direccidn y con qué rapidez angular gira
la mesa giratoria

b) ¢Cuénto trabajo realiza la mujer para poner en
movimiento la mesa giratoria?

Respuesta. a) 0,36 rad/s, antihorario.

40. Una barra uniforme de masa M y longitud d gira
en un plano horizontal en torno de un eje vertical
fijo sin friccion que pasa por su centro. Dos
pequefias cuentas, cada una de masa m, se montan
sobre la barra de manera tal que pueden deslizar sin
friccion a lo largo de su longitud. Al principio las
cuentas se fijan por medio de retenes ubicados en
las posiciones x (donde x < d/2) a cada lado del
centro, tiempo durante el cual el sistema gira una
rapidez angular w. Repentinamente, los retenes se
quitan y las pequefias cuentas se deslizan saliendo
de la barra. Encuentre,

a) la rapidez angular del sistema en el instante en
gue las cuentas alcanzan los extremos de la barra, y
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b) la rapidez angular de la barra después de que las
cuentan han salido de ella.

41. Un bloque de madera de masa M que descansa
sobre una superficie horizontal sin friccion esta
unido a una barra rigida de longitud ¢ y masa
despreciable. La barra gira alrededor de un pivote
en el otro extremo. Una bala de masa m que se
desplaza paralela a la superficie horizontal y normal
a la barra con rapidez v golpea el blogue y queda
incrustada en él.

a) ¢Cual es la cantidad de movimiento angular del
sistema bala-bloque?

b) ¢ Qué fraccion de la energia cinética original se
pierde en la colisién?

Respuesta. a) mv/{, b) M/(M+m).

42. Una cuerda se enrolla alrededor de un disco
uniforme de radio R y masa M. El disco se suelta
desde el reposo con la cuerda vertical y su extremo
superior amarrado a un soporte fijo. A medida que
el disco desciende, demuestre que

a) la tension en la cuerda es un tercio del peso del
disco.

b) La magnitud de la aceleracion del centro de masa
es 2g/3,y

¢) la rapidez del centro de masa es (4gh/3)".
Verifique su respuesta a la pregunta c) utilizando
métodos de energia.

43. Una pequefia esfera sélida de masa m y de radio
r rueda sin deslizar a lo largo de la pista mostrada
en la figura. Si parte del reposo en la parte superior
de la pista a una altura /4, donde / es grande
comparada con r

a) Cudl es el valor minimo de % (en funcion de R)
de modo que la esfera complete la trayectoria?

b) ¢ Cudles son las componentes de fuerza de la
esfera en el punto P si # = 3R?

44. Un proyectil de masa m se mueve a la derecha
con rapidez v, El proyectil golpea y queda fijo en
extremo de una barra estacionaria de masa My
longitud D que est4 articulada alrededor de un eje
sin friccidn que pasa por su centro.

a) Encuentre la rapidez angular del sistema justo
después de la colision.

b) Determine la pérdida fraccionaria de energia
mecénica debida a la colision.
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45. A una bola de boliche se le da una rapidez
inicial v, en una canal de manera tal que
inicialmente se desliza sin rodar. El coeficiente de
friccion entre la bola y la canal es 4 Demuestre que
durante el tiempo en que ocurre el movimiento de
rodamiento puro,

a) la rapidez del centro de masa de la bola es 5v,/7,
y

b) la distancia que recorre es 12 v,%/49 ug.
(Sugerencia: Cuando ocurre el movimiento de
rodamiento puro, v.,, = Re. Puesto que la fuerza de
friccion proporciona la desaceleracion, a partir de la
segunda ley de Newton se concluye que acm = 1g.)

46. El alambre de un carrete de masa M y radio R se
desenrolla con una fuerza constante F. Suponiendo
que el carrete es un cilindro sélido uniforme que no
desliza, muestre que, a) la aceleracion del centro de
masa es 4F/3M, y
b) la fuerza de friccion es hacia la derechay su
magnitud es igual a F/3.
c) Si el cilindro parte del reposo y rueda sin
deslizar, ¢ Cuél es la rapidez de su centro de masa
después que ha rodado una distancia D?
Respuesta. ¢) (8FD/3M)*.

F

e o =]

47. Suponga un disco sélido de radio R al cual se le
da una rapidez angular w, alrededor de un eje que
pasa por su centro y después se baja hasta una
superficie horizontal y se suelta, como en la.
Suponga también que el coeficiente de friccion
entre el disco y la superficie es s

a) Calcular la rapidez angular del disco una vez que
ocurre el rodamiento puro.

b) Calcular la pérdida fraccionaria de energia
cinética desde el momento en que el disco se suelta
hasta que ocurre el rodamiento puro

¢) Muestre que el tiempo que tarda en ocurrir el
movimiento de rodamiento puro es R w,/3 u g.

d) Muestre que el tiempo que recorre el disco antes
de que ocurra el rodamiento puro es R* @, %18 u g.
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48. La figura muestra un carrete de alambre que
descansa sobre una superficie horizontal. Cuando se
tira, no se desliza en el punto de contacto P. El
carrete se tira en las direcciones indicadas por
medio de los vectores Fi, F,, F3Y F,. Para cada
fuerza determine la direccidn en que rueda el
carrete. Advierta que la linea de accién de F, pasa
por P.

49. El carrete mostrado en la figura tiene un radio
interior » y un radio externo R. El angulo dentre la
fuerza aplicada y la horizontal puede variar.
Demuestre que el angulo critico para el cual el
carrete no rueda y permanece estacionario esta dado
por cosé = r/R.

(Sugerencia: En el angulo critico la linea de accion
de la fuerza aplicada pasa por el punto de contacto.)

50. Se tiene un carrete sobre un plano inclinado, el
cual tiene enrollado un hilo delgado y su extremo
libre sujeta una masa m por medio de una polea sin
friccion y masa despreciables. Se asume que la
masa del carrete M esta distribuida uniformemente
en un circulo de radio R. Determinar el angulo de
inclinacion £ al cudl el centro de gravedad del

carrete estara en reposo.
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1
m R
(M
reposo solosi | —+— =1
m R

Respuesta. 3 =sen™ . Estard en

51. Los discos Ay B son del mismo material y
tienen el mismo espesor, pudiendo girar libemente
alrededor de un eje vertical. El disco B se encuentra
en reposo cuando se deja caer sobre el disco A. el
esta girando con una velocidad angular de 400 rpm.
Sabiendo que la masa del disco A es de 4 kg,
calcular:

a) La velocidad angular final de los discos.

b) La variacion de la energia cinética experimentada
por el sistema.

R,=01m, R, =015m,

(p

A

Respuesta. a) 334 rpm, .b).- 6,51 J

52. Una bala de 3g se dispara, con una velocidad
horizontal de 550 m/s, contra. Una varilla de
madera AB de longitud L = 0,750 m. La varilla que
inicialmente esté en reposo, se encuentra
suspendida de una cuerda de longitud Z = 0,750 m.
Sabiendo que 4 = 0,150 m, calcular las velocidades
de cada uno de los extremos de la varilla
inmediatamente después de que la bala se haya
incrustado.

frodgiprr iy
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Respuesta. v 4 = —0,5661?, vp = 6,221?

53. Un tablén masa M se apoya sobre un pequefio
pivote D. Un gimnasta A de masa m esta de pie
sobre el extremo C del tablén, un segundo gimnasta
B de la misma masa m salta desde la altura /2 y cae
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sobre el tablon en E. Suponiendo que este choque es
perfectamente inelastico, determinar la altura que
alcanzara el gimnasta A. (El gimnasta A permanece
de pie completamente rigido).

3:5
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Respuesta m—zh
" (2m+M/3)

54. Un disco macizo de 1,2 kg de masa 'y 10 cm de
didmetro esta montado en un extremo de un eje de
masa despreciable que esté pivotado alrededor de
un punto a 6 cm del, centro del disco en el otro
extremo del eje, a una distancia de 10 cm del

pivote, se cuelga un objeto de 0,96 kg de masa. Si la
velocidad angular de giro del disco es 37,37 rad/s.
¢Cudl es la velocidad de precesion?
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G cm
——

10 cm

&

Respuesta. Q2 =2,1 rad/s

55. Una rueda de bicicleta de 82 cm de didmetro
tiene una platina de acero enrollada en su parte
exterior de modo que la masa resultante del sistema
puede suponerse que esta situada toda ella en la
periferia de la rueda, siendo M =7,3 kg
sosteniendo los dos extremos del eje con las manos
en la posicidn horizontal. El eje sobresale 15,2 cm a
cada lado de la rueda. Mientras la rueda esta
girando con una velocidad angular de 25,12 rad/s se
hace girar el eje con las manos en un plano
horizontal alrededor de su centro. Calcular el valor
y direccidn de la fuerza que debera ejercer en cada
mano para producir una velocidad angular de
precesion de 0,628 rad/s alrededor del centro.
Respuesta. un par de fuerzas de 64,6 N aplicadas
en cada extremo del eje.
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