Célculo Numeérico — Programacion Aplicada

INTERPOLACION SEGMENTARIA O SPLINES

La construccién de polinomios de interpolacion de grado alto aunque justificable tedricamente plantea

muchos problemas. Por un lado, la forma de la funcién polindmica de grado alto a menudo no responde
al fendmeno debido al gran nimero de extremos e inflexiones. Por otro lado, su célculo es muy
complicado, lo que limita su utilidad en analisis numérico. Es a menudo mas conveniente dividir el
intervalo de interés en subintervalos mas pequefios y usar en cada subintervalo polinomios de grado
relativamente bajo, tratando de que la funcién a trozos definida de este modo tenga un aspecto final
adecuado al fendGmeno que estamos representando.

La idea central es que en vez de usar un solo polinomio para interpolar los datos, podemos usar
segmentos de polinomios y unirlos adecuadamente para formar nuestra interpolacion.

Podemos decir, que una funcién spline esta formada por varios polinomios, cada uno definido en un
intervalo y que se unen entre si bajo ciertas condiciones de continuidad.

Cabe mencionar que entre todas, las splines cubicas han resultado ser las mas adecuadas.

Definicién . (Splines de grado k)

Dada nuestra tabla de datos,

x,| | x
.1'|| | M.

.J;'|.J;'u
.1'|.1'u

donde suponemos que X, <X, <---<X_,,y dado k un ndmero entero positivo, una funcion de

interpolacion spline de grado k, para la tabla de datos, es una funciéon S(X) tal que :

) S(%) =1y, ,paratoda i =0,1,...,n.
ii) S(x) es un polinomio de grado < K en cada subintervalo [Xi_l, Xi].
iii) S(x) tiene derivada continua hasta de orden k=1 en [XO, Xn] .

FUNCIONES SPLINES DE GRADO 1

Dados los N+1 puntos

I|| o |

| P

Una funcion spline de grado 1 que interpole los datos es simplemente unir cada uno de los puntos

.J.’|J;’u
.J’|.:”u

mediante segmentos de recta, como sigue:
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Claramente esta funcién cumple con las condiciones de la spline de grado 1. Asi, tenemos que para este

s(x) s xO[x,x]
IR RERE o

s(x) s xO[x..%)]
donde:

i) S;(X) es un polinomio de grado menor o igual que 1
i) S(x) tiene derivada continua de orden k-1=0.

i) S(x;) =Y, para j=01....,n,

Por lo tanto, la spline de grado 1 queda definida como:

Yot tPax)x=%) s xO[x,x]
s(x)= y1+f[X2’X1](X‘X1) Sl XD[xl,xz]

Yor + T % ](x= %) s X0 [X, 1. %,]

donde fIx,x] es la diferencia dividida de Newton.

FUNCIONES SPLINES DE GRADO 2

Veamos un ejemplo concreto, consideremos los siguientes datos:
x | 3 | 4.5 | 7 | 9
L |2.5 | | |2.5| 0.5

procedamos a calcular la interpolacion por splines de grado 2.
Primero que nada, vemos que se forman tres intervalos: [3, 4.5], [4.5, 7], [7, 9]
En cada uno de estos intervalos, debemos definir una funcién polinomial de grado 2, como sigue:
ax’+bhx+c s xO[345]
s(x)={ax®+bx+c, s x0O[457]
ax’+hx+c, s x0O[79

Hacemos que la spline pase por los puntos de la tabla de datos, es decir, se debe cumplir que:
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s(3 =25 s(@5) =1 s(7)=25 (9 =05
Asi, se forman las siguientes ecuaciones:
S(3) =25=9a +3p +¢ =25

(4.5)%a, +4.50 +c =1

s(4.5) =1=> { ,
(45)°a,+4.5b,+c, =1

49a, +7b, +c, = 2.5

S(7)=25= {
49a,+7b,+c, =25

S(9) =0.5=8la,+9b,+¢c, = 0.5
Hasta aqui, tenemos un total de 6 ecuaciones con 9 incégnitas.
El siguiente paso es manejar la existencia de las derivadas continuas. En el caso de las splines de grado
2, necesitamos que la spline tenga derivada continua de orden k-1=1, es decir, primera derivada

continua.

Calculamos primero la primera derivada:
2ax+b s x0O[345]
d(x)={2a,x+b, s xO[457]
2a;x+b, s xO [7,9]
Vemos que esta derivada esta formada por segmentos de rectas, que pudieran presentar discontinuidad

en los cambios de intervalo. Es decir, las posibles discontinuidades son X=4.5y X =7, Por lo tanto
para que S'(X) sea continua, se debe cumplir que:
28,(45)+b =2a,(45 +b, =93 +b =9a, +h,
También debe cumplirse que:
2a,(7) +b, = 2a,(7) +b, = 14a, + b, =14a, +b,
Asi, tenemos un total de 8 ecuaciones vs. 9 incognitas; esto nos da un grado de libertad para elegir
alguna de las incdgnitas. Elegimos por simple conveniencia a, = 0.
De esta forma, tenemos un total de 8 ecuaciones con 8 incAgnitas. Estas son las siguientes:
3, +c, =25 49a, +7b, +c, =25
4.5b +c =1 8la, +9b, +c, =0.5
20.25a, +4.50b, +c, =1 b, =9a, +b,
49a, +7b, +c, =25 14a, +b, =14a, +b,

Este sistema de ecuaciones tiene la siguiente forma matricial:
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1
|
1
|

3 1 0 0O 0 O 0 Ofb [2.5]
45 1 0 0O 0 O 0 Ofc 1
0 0 2025 45 1 O 0 Ofa 1
0O 0 49 7 1 O 0 Ojb,| |25
0 0 0 0 0 4 7 1fc,| |25
0O O 0 0 0 81 9 1|4 0.5
1 0 -9 -1 0 O 0 Ofhb 0
10 0 14 1 0 -14 -1 0f¢c| [ O]
Se obtiene la siguiente solucion:
a, =0.64 a, =-16
b, =-1
b, = -6.76 b, = 24.6
C, =55
c, =18.46 c, =-91.3

Sustituyendo estos valores (junto con & = 0), obtenemos la funcién spline cuadratica que interpola la
tabla de datos dada:
-x+55 s x0[34.5
s(x)=10.64x* ~6.76x+1846 s x[[4.5,7
~16x2+246x-91.3 s x0O[7,9]

La gréafica que se muestra a continuacion, contiene tanto los puntos iniciales de la tabla de datos, asi

como la spline cuadraética.

-1t
El siguiente caso, que es el mas importante en las aplicaciones, sigue exactamente los mismos pasos
del ejemplo que acabamos de resolver, solamente que en vez de trabajar con polinomios cuadraticos, lo
hace con polinomios cibicos.

FUNCIONES SPLINES CUBICAS

Dados N+1 datos:

A

¥ |xn |;:, |
¥l |
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Una spline cubica que interpola estos datos, es una funcion S(X) definida como sigue:

s s x0[g,x]
S(X): Si(x) S.i XD[Xsz]

sa(X) s xO[x.%)]
donde cada S (X) es un polinomio cubico; S (X )=Y,, paratoda i =01,...,n y tal que S(X)tiene
primera y segunda derivadas continuas en [XO, Xn] .

Ejemplo 1.
Interpolar los siguientes datos mediante una spline cubica:

s l2lals
AEEE

Solucién .

Definimos un polinomio cubico en cada uno de los intervalos que se forman:
o(x) = ax®+bx*+cx+d, s x0O[23
a,xC+bx*+cx+d, s x0O[35]
A continuacion, hacemos que se cumpla la condiciéon de que la spline debe pasar por los puntos dados
en la tabla. Asi, tenemos que:
s(2)=-1=8a +4p +2¢, +d, = -1
s(3)=2= 27a, + 9%, +3c, +d, =2
s(5) = -7 =125a, + 25, +5¢, + d, = -7
Ahora calculamos la primera derivada de S(X) :
§(x) = {:Salx2 +2bx+c, s x0O[23]
3a,x? +2b,x+c, s x0O[35]
Al igual que en el caso de las splines cuadraticas, se presentan ecuaciones que pueden presentar
discontinuidad en los cambios de intervalo; las posibles discontinuidades son los puntos donde se

cambia de intervalo, en este caso X = 3. Para evitar esta discontinuidad, evaluamos X =3 en los dos

polinomios e igualamos:
3a,(3)2 +2b,(3) +¢, =3a,(3)% + 2b,(3) +¢c, = 27a, +6b, +¢, = 27a, +6b, +C,
Anélogamente procedemos con la segunda derivada:

)= 6a,x+2b, s x0[23
~ |6a,x+2b, s xD[3,5]

Para lograr que S"(X) sea continua:

6a,(3) + 2b, = 6a,(3) + 2b, = 18a, + 2b, =18a, + 2b,
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En este punto contamos con 6 ecuacionesy 8 incognitas, por lo tanto tenemos 2 grados de libertad;
en general, se agregan las siguientes 2 condiciones:

S"(xo) =0

s'(x,)=0

De lo cual vamos a obtener:

S(2)=0=6a(2)+20=0 0123 +25=0
§'(5)=0=6a,(5)+2b, =0 [30a,+2b,=0

Con lo cual, hemos completado un juego de 8 ecuaciones vs. 8 incognitas, el cual es el siguiente:
8a, +4b +2c +d, =-1
27a,+9, +3c, +d;, =2
27a,+9b, +3c, +d, =2
125a, +25b, +5¢c, +d, = -7
27a, +6b, +c, =27a, +6b, +c,
18a, +2b, =18a, + 2b,

12a, +2b, =0
30a, +2b, =0
Cuya forma matricial es la siguiente:
(8 4 2 1 0 0 0 O"al_ -1
2r 9 3 1 0 0 0 Ofb 2
0O 0 0 0 27 9 3 1jlc 2
0O 0 0 0 125 25 5 1|d|_ |-7
27 6 1 0 -27 -6 -1 0O|a,| |O
18 2 0 0 -18 -2 0 Ofb, 0
12 2 0 O 0 0 0 Ojc, 0
10 0 0 0 30 2 0 0fd,] |0
Obtenemos la siguiente solucion:
a, =-1.25 a, =0.625
b =75 b, =-9.375
¢, =-10.75 c, =39.875
d, =05 d, = -50.125

Sustituyendo estos valores en nuestra funcion inicial, vemos que la spline cubica para la tabla de datos

dada, queda definida como sigue:

=1 - 1.25x° +7.5x* -10.75x+05 s x0[23]
0.625x% —9.375x% +39.875x -50.125 s x[[35]

Mostramos la grafica correspondiente a este ejercicio,
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Practicamente ni se nota que se trata de dos polinomios diferentes. Esto es debido a las condiciones que
se impusieron sobre las derivadas de la funcion. Esta finura casi artistica, es la que permite aplicar las
splines cubicas, para cuestiones como el disefio de letras por computadoras, o bien a problemas de
aplicacion donde la interpolacion que se necesita es de un caracter bastante delicado, como podria

tratarse de datos médicos sobre algun tipo de enfermedad.

Ejemplo 2.
Interpolar los siguientes datos utilizando splines cubicas:

ﬂ-lh

rlalilsls

2|4

Solucién .

Nuevamente, definimos un polinomio cibico en cada uno de los intervalos:
ax’+bx2+cx+d, s x0O[-1]]
s(x) ={ax’ +bx*+c,x+d, s xO[L2]
ax’+bhy)?+c,+d, s x0O[24]
Después, hacemos que la spline pase por los puntos dados en la tabla. Asi, tenemos que:
S(-1) = -1 implica que, —a, +b, —¢, +d; =-1
S(1) =1 implica que,
a +b +c +d, =1
a,+b,+c,+d, =1
S(2) =5 implica que,
8a, +4b, +2c, +d, =5
8a, +4b, +2c, +d, =5
Y finalmente S(4) = -2 implica que,
64a, +16b, +4c, +d, = -2

Enseguida, calculamos la primera derivada:
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3ax?+2bx+c s, xO[-1]]
S(x) =133, +2b,x+c, § x0O[L2]
3a,x* +2bx+c, s x0O[24]
Vemos entonces, que las posibles discontinuidades de s(x) son X=1y X=2 Porlo tanto, para
hacer que s(x) sea continua, igualamos las ecuaciones correspondientes en ambos valores:
3a,+2h +¢ =38, + 20, +G,
12a, + 4b, + ¢, =12a, +4b, +C,

Ahora procedemos a calcular la segunda derivada:

6ax+2h s x0O[-1]]
g(x)=16ax+2b, s x0[L2]
6ax+20, s x0O[24]

Nuevamente, las posibles discontinuidades son X =1y X =2. Por lo tanto, para que S (X) sea

continua, se igualan las ecuaciones en ambos valores:
6a, +20 =6a,+2b, ~ 33+ =33, +h,

12a, + 2b, =12a, + 2b, - 6a, +b, = 6a, +b,
Finalmente, se agregan las condiciones de que la doble derivada se anule en los puntos inicial y final de

la tabla. En este caso,
S(-)=0- —-6a,+25 =0 -33,+h =0
S'(4)=0- 24a,+2b,=0 - 12a,+b, =0
Con esto tenemos un juego de doce ecuaciones con doce incdgnitas:
-8, +h-g+d =-1
a+b+c+d =1
a+h+c +d, =1
8a, +4b, +2c,+d, =5
8a, +4b,+2c,+d; =5
64a, +16b, + 4c, +d, = -2
3a+2y+c =3, + 2y +e,
12a, +4b, + ¢, =12a, +4b, + C,
33, +h =33, +D,
6a, +b, = 6a, +b,
~3a,+0, =0
12a,+b, =0
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Este sistema tiene la siguiente forma matricial:

-11-11 0 0 0 0 O 0O O Ofa&a -1
1111 0 O 0 0 O 0 0 Ofhb 1
0O 0 001 1 11 O 0O O Ofc 1
O 0 0o 0o 8 4 21 O 0 0 0fd 5
0O 0 0o o 0O 0 0 0o 8 4 2 1ja, 5
0O 0 00O O O O O 64 16 4 1|b| |-2
3 21 0 -3 -2-10 0 0 O Ojfc, 1o
O 0 0 012 4 1 0 -12 -4 -1 0}d, 0
31 0 0 -3 -1 00 O 0 O Ofa 0
O 0 0OO6 1 0 O0 -6 -1 0 Ofhb 0
-31 0 0 0O 0 O O O 0 0 O|¢g 0
' 0 0 000 0 0O 12 1 0 O0j)dy| [O]
Obtenemos la solucién:
a5l 183 89 153 24 288 187 . _ 7%
140 140 140 40 35 35 70 35
21 297 473 48
L= 2T @77 LT3

Por lo tanto, la spline clbica es:

SLy® 4153y 4+ 89} - 158 g XD[‘l]]
() ={-2x + 2T -4y +8 5 x[1.2]
25320y 4107y 12 g x[[24]

Finalmente, mostramos la gréafica correspondiente

8-

6F

En forma general
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Dada una funcion f definida en [a, b] y un conjunto de nimeros, llamados los nodos

a=X, <X <..<X, =b, uninterpolante ctbico de trazador, S, para f es una funcion que satisface

las siguientes condiciones:

a)
b)
<)
d)
e)

f)

S es un polinomio cubico, denotado S;, en el subintervalo lXj , Xj+1J paracada | =0,1...,n-1;
S(x;) = f(x;) paracada j =0,1...,n;

S (Xj4) = Sj(X;,,) paracada j =0,1,...,n=2;

S, (X.) = Sj(X;,,) paracada j =0,1,...,n—2;

S}'ﬂ(xjﬂ) = S}'(XM) paracada | =0,1...,n-2;

se satisface una del siguiente conjunto de condiciones de frontera:

S"(%,) = S"(x,) =0 (frontera libre)

S'(X,) =f'(X,) v S(x,)=f'(x,) (frontera sujeta)

La ecuacion b) indica que el spline cubico se ajusta a cada uno de los puntos, que es continua c), y que

es continua en pendiente y curvatura d) y €), a lo largo de toda la region generada por los puntos.

Para construir el interpolante cubico de trazador para una funcion f dada, se pueden aplicar las

condiciones de la definicién a los polinomios cubicos.

S;(X)=a; +b;(x—X,) +¢ (X—Xj)2 +dj(X—Xj)3 paracada j=0,1..,n-1.

Para X =X;: S;(x;) =a; = f(x))

y si se aplica la condicion (c),

i = Sj+1(xi+l) = Sj (Xi+1)

=a; +b; (X, = %;) +¢; (X, —%;)* +d,(x;,, —x;)° paracada j = 0,1,...,.n - 2.

introducimos la notacién hj = X, — X; para cada j=01..,n-1.

Si, ademas definimos a,, = f (Xn) , Se puede ver que esto implica que la ecuacién

a., =a, +bh +c, hj2 +djh13 paracadaj=0,1,...,n-1.

De una manera similar, definimos b, = S'(x,) y observamos

Si(x) =b, +2c;(x=x;) +3d, (x-X;)*

para X = X;: S; (Xj) =bj paracada | =0,1,...,n-1.

Aplicando la condicién (d),
bj+1 = S}+1(Xj+1) = S] (Xj+1)

=b, +2c,h, +3d,h,* paracada j =0,1...,n-1.

Otra relacién entre los coeficientes se puede obtener

S/(¥) =

2¢c; +6d;(x-x;)

10
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para X = X;: S}'(Xj) =2c; paracada j=0,1..,n-1.

Aplicando la condicion (e) y definiendo C, = S (X“% :

Cj+1 = S;’+1(Xj+1) = S}" Xj+1)
=c; +3d;h, paracada j =0,1...,n-1.

Despejando dj de la ecuacién anterior y sustituyendo este valor

C..—C.
d=—>—- (1
T (1)

(Cj+l_cj) h?
3

_ 2 2 _ j
a;,=a; +bh; +c;h," + h,” =a; +b;h, +?(2cj +Cjyy)

2

a,,.=a; +bh +#3(ch +c) (@

b,,, =b; +2¢;h, +3djhj2 =b; +2¢;h; +(c;,, —c;)h; =b; +(c; +c;,,)h,
bj+1 :bj +(Cj +Cj+1)hj (©)

paracada j =0,1,...,n-1.

y luego con una reduccién del indice, para bj_l,

b, =b,, +(c; +c,,)h;,, (4

De (2) despejo b,

_ (@.,--3;) h

b éﬂqwm (5)

I h.

J

con una reduccion del indice

b. :(aj.'aj_l) hJ_l
I h 3

_ €+ ()
-1
Reemplazando (5) y (6) en (4), tenemos
b, =b,, +(c; +c,.)h, (4)

a, —-a) h a —a h
( J+1h. ]) —EJ(ZCJ- +Cj+l) :( Jh J—l) _

j i1

gl (c; +2c;)+h_, (c; +c;,)

Operando algebraicamente, nos queda

3 3
h,c,;+2(h,, +h)c, +h +c, =h—(aj+1 -a,) _h_(aj -a,,) ()
j -1

paracada | =1, 2,...,n—1. Este sistema tiene como incdgnitas sdlo a {Cj }?:O ya que los valores

{hj}rj:; y {aj}rj‘i’ estan dados por el espaciamiento entre los nodos {Xi}?zo y los valores de f enlos

nodos.

11
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Notese que una vez que se conocen los valores de C; encontrar las constantes restantes bj de la

ecuacion (4) y d]- de la ecuacion (1) y construir los polinomios cubicos S; es una cuestion sencilla.

Si se cumplen las condiciones de frontera libre, S"(X,) = S"(x,) = 0 implican que

0=S"(xy) =2¢, +6d,(X, = %,)
=¢, =0

C =S(Xn)2 =0=¢c, =0

n
Las dos ecuaciones C, =0y C, =0 junto con las ecuaciones en (7) producen un sistema lineal

descripto por la ecuacion vectorial AX =b, donde A es la matriz de (n+1) por (n+1).

1 0 O~ 0)

N |
\\ I
ho 2(h0 + hl) h1 \\\ :
\\\ |
|0\ h3 2(hl ch) hZ\ \\\ :
A= : \\\ \\\ \\\ \\\ \\\\ :
| AN S N S ~o |
I Na N SQ Sa N I
| AN SN RN AN N
| ~o AN S SO 0
| N N \\ N
I N N N AN
: \\\ \hn—z 2(hn—2\+ hn—1) \hn—l
| S
o= 0 0 1
N J
_ 0 _ o
% (8, -a) (8, - a,) :
—(a, - - —
b= : X=|C,
3 3
_(an - an—l) __(an—l - an—z)
hn—l hn—2 C
0 L€
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