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PRESENTACION

Me agrad6 saber que Hugo Medina Guzman estaba por publicar un texto sobre Fisica. Habia
dos razones suficientes para este sentimiento. Por un lado, tenia curiosidad de saber lo que
podria aportar un texto mas de Fisica sobre los otros ya disponibles. Por otro lado, conozco de
la larga carrera de Hugo Medina como cultor de la ensefianza de [a Fisica, y tenia curiosidad
de ver como este compromiso como docente y experiencia se manifestarian en su texto. Tuve
la suerte de conocer al Ing. José Castro Mendivil en su taller, donde despleg6 una destacada
labor en el disefio y construccion de equipo de laboratorio para la ensefianza de la Fisica.
Considero que Hugo es un digno discipulo del Ing. Castro Mendivil e igualmente ha dedicado
una fraccion considerable de su tiempo a la docencia, y al disefio y construccion de equipo de
laboratorio para resaltar los conceptos basicos de la Fisica.

He revisado el contenido de este texto y veo con gran satisfaccion que su autor utiliza un
enfoque muy acertado. Toma como punto de partida una observacion experimental y a partir
de alli desarrolla los conceptos fisicos que permiten interpretar esta observacion utilizando la
formulacion matematica mas sencilla. Todo esto lo hace con el detalle suficiente de manera
que el lector pueda seguir el argumento Iégico con facilidad. Considero que éste es un gran
aporte de este texto. Este enfoque contrasta con textos que enfatizan la formulacion
matematica y dejan al alumno huérfano de una orientacion para aplicarla a una realidad fisica
concreta.

El contenido de temas de la Fisica General que son desarrollados en este texto se ajusta al
programa de estudios de la PUCP. El desarrollo de cada tema incluye ejemplos bien
seleccionados que son desarrollados con un detalle muy esmerado. Al final de cada capitulo
se incluye un conjunto de preguntas y problemas propuestos; se incluye las respuestas.
Algunos problemas plantean configuraciones complejas pero que contienen ciertas
propiedades de simetria que permiten su reduccién a configuraciones sencillas. Al final del
texto encontramos un listado de referencias bibliograficas a un buen nimero de textos de
Fisica General que han servido de consulta al autor.

En general, considero que este texto constituye una representacion grafica de la obra cotidiana
que Hugo ha venido desarrollando durante su carrera docente y, por lo tanto, es un aporte muy
valioso para la comunidad académica y publico en general.

Lima, julio de 2007

.‘/ . /
Jorge A. Bravo Cabrejos, Ph. D. ;
ofesor Principal

Facultad de Ciencias Fisicas, UN.M.S.M.



PROLOGO

Los estudiantes a menudo se preguntan por qué llevan un curso de Fisica. La mejor razon por la que se
estudia Fisica es porque proporciona un método coherente y ldgico para comprender el mundo que nos
rodea; una persona que comprende lo que sucede a su alrededor, es capaz de convivir en su entorno de
manera racional y efectiva. Sin embargo, en ocasiones los estudiantes ignoran el potencial que tiene la
Fisica para explicar el entorno en términos faciles de entender;

Este libro tiene por objeto brindar a los estudiantes de la Fisica General una ayuda para dominar los
principios fisicos que son la base de la tecnologia moderna. En éste libro se asume que los estudiantes
tienen una base de algebra, geometria, y trigonometria. Es mucho mas compacto que los libros de
texto tradicionales, proporciona muchos ejemplos trabajados y pide resolver problemas

Este libro sera util también como texto para una persona que repasa o que consolida su conocimiento
de la Fisica.

La discusion y las explicaciones narrativas son suficientemente claras y completas para poder utilizar
el libro o como texto, o como suplemento a un texto mas amplio.

La forma de aprender la fisica es trabajar realmente con problemas. Al usar este libro, el estudiante
debe ser activo. Debe intentar trabajar cada uno de los problemas y los ejemplos. Debe mirar las
soluciones solamente si no logra dar con el camino a su solucion.

Los ejemplos en este libro estan trabajados exhaustivamente, de modo que puedan servir como
modelos para el propio trabajo de los estudiantes. En este sentido se considera que los estudiantes se
benefician al observar los célculos realizados en mas de una manera, por lo que se han incluido varios
métodos para efectuar los calculos.

Ademas, se tuvo especial cuidado en incluir problemas y preguntas que combinan el material del
capitulo en cuestién, con material de capitulos anteriores. Tales problemas y preguntas destacan el
hecho importante de que diversas areas de la Fisica se manifiestan de manera simultanea en el mundo
real. Ademaés, este método de temas mdaltiples proporciona una manera para que los estudiantes
repasen lo estudiado y ayuda a mejorar la habilidad para resolver problemas.

El disefio gréafico es de gran importancia, y para mejorar su funcion se ha intentado enfocar solamente
una idea principal en cada figura en lo posible. Por consiguiente, las figuras del libro a menudo se
dividen en dos 0 mas partes, para evitar la confusion de mezclar varias ideas en la misma figura.

Los profesores conocen la importancia de los diagramas de cuerpo libre cuando utilizan la segunda ley
de movimiento de Newton, y todos los estudiantes aprenden de ellos a medida que estudian Fisica.
Tales diagramas se utilizan en todo el libro, no solamente en los primeros capitulos en los que se
presenta y aplica la segunda ley de Newton. Por ejemplo, cuando se analiza la relacién en las
oscilaciones, también entre la presion y profundidad en un fluido, el andlisis se simplifica
considerablemente por medio de un diagrama de cuerpo libre. De manera semejante, cuando se deduce
la expresion para la rapidez de una onda transversal en una cuerda, un diagrama de cuerpo libre es
muy Util.

Cifras significativas. A lo largo de todo el libro se siguen los procedimientos normales para las cifras
significativas.

Se espera que el esfuerzo en la elaboracion de este libro sea de utilidad tanto para los estudiantes como
para los profesores. Toda opinion al respecto sera bienvenida.

Hugo Medina Guzman
Lima Peru
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Elasticidad

Hugo Medina Guzman

CAPITULO 1. Elasticidad

INTRODUCCION

Hasta ahora en nuestro estudio de mecénica hemos
asumido que los cuerpos son indeformables; esto no
es cierto, aunque se justifica cuando los efectos de
las deformaciones carecen de importancia.

En este capitulo trataremos sobre los cambios de
forma producidos en un cuerpo cuando esta bajo la
accion de una fuerza, esto es, en el sentido del
comportamiento de los materiales bajo la accion de
diversos esfuerzos, iniciandonos en la técnica del
disefio.
PROPIEDADES MECANICAS DE LOS
MATERIALES

Muchos materiales cuando estdn en servicio estan
sujetos a fuerzas o cargas. En tales condiciones es
necesario conocer las caracteristicas del material
para disefiar el instrumento donde va a usarse de tal
forma que los esfuerzos a los que vaya a estar
sometido no sean excesivos y el material no se
fracture. ElI comportamiento mecéanico de un
material es el reflejo de la relacién entre su respuesta
o0 deformacion ante una fuerza o carga aplicada.

Hay tres formas principales en las cuales podemos
aplicar cargas: Tension, Compresion y Cizalladura.

Ademaés en ingenieria muchas cargas son torsionales
en lugar de so6lo cizalladura.

ENSAYO DE TENSION Y DIAGRAMA DE
ESFUERZO - DEFORMACION. El ensayo de
tension se utiliza para evaluar varias propiedades
mecanicas de los materiales que son importantes en
el disefio, dentro de las cuales se destaca la
resistencia, en particular, de metales y aleaciones.

En este ensayo la muestra se deforma usualmente
hasta la fractura incrementando gradualmente una
tension que se aplica uniaxialmente a lo largo del eje
longitudinal de la muestra. Las muestras
normalmente tienen seccion transversal circular,
aungue también se usan especimenes rectangulares.

1F

F

Muestra tipica de seccion circular para el ensayo de
tension - deformacion

Durante la tension, la deformacion se concentra en
la regidn central mas estrecha, la cual tiene una
seccién transversal uniforme a lo largo de su
longitud. La muestra se sostiene por sus extremos en
la maquina por medio de soportes 0 mordazas que a
su vez someten la muestra a tension a una velocidad
constante. La maquina al mismo tiempo mide la
carga aplicada instantaneamente y la elongacion
resultante (usando un extensdmetro). Un ensayo de
tension normalmente dura pocos minutos y es un
ensayo destructivo, ya que la muestra es deformada
permanentemente y usualmente fracturada.

] [

nsdmetro

= 7 Muestra —
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Ensayo tension — deformacion

Sobre un papel de registro, se consignan los datos de
la fuerza (carga) aplicada a la muestra que esta
siendo ensayada asi como la deformacidon que se
puede obtener a partir de la sefial de un
extensometro. Los datos de la fuerza pueden
convertirse en datos de esfuerzo y asi construirse
una grafica tension — deformacién.

ML =
|
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T ~
/ s

P AT = .

/ Y ] ~
.................. I

Limite A pEY !

| Estin L1 & e

| Comportamienta
Plistico

Esfuerzo

| Comportamiento mptura
Elistico

Deformacion

Grdfica tipica tension vs deformacion

DEFORMACION ELASTICA Y PLASTICA
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Cuando una pieza se somete a una fuerza de tensién
uniaxial, se produce una deformacion del material.
Si el material vuelve a sus dimensiones originales
cuando la fuerza cesa se dice que el material ha
sufrido una DEFORMACION ELASTICA. El
nimero de deformaciones elasticas en un material es
limitado ya que aqui los atomos del material son
desplazados de su posicion original, pero no hasta el
extremo de que tomen nuevas posiciones fijas. Asi
cuando la fuerza cesa, los atomos vuelven a sus
posiciones originales y el material adquiere su forma
original.

Si el material es deformado hasta el punto que los
atomos no pueden recuperar Ssus posiciones
originales, se dice que ha experimentado una
DEFORMACION PLASTICA.

DIFERENCIA ENTRE LOS CUERPOS
ELASTICOS Y LOS INELASTICOS. Los
cuerpos elasticos son los cuerpos que después de
aplicarles una fuerza vuelven a su forma normal
mientras que los inelasticos tienen su grado de
elasticidad muy bajo y si los deforman no vuelven a
su forma original.

LEY DE HOOKE.

En la parte de comportamiento elastico se cumple la
Ley de Hooke. Robert Hooke fue el primero en
enunciar esta relacién con su invento de un volante
de resorte para un reloj. En términos generales,
encontrd que una fuerza que actla sobre un resorte
produce un alargamiento o elongacion que es
directamente proporcional a la magnitud de la
fuerza.

F =—kAl

El signo menos es porque la fuerza es en oposicion a
la deformacion.

La constante de la proporcionalidad & varia mucho
de acuerdo al tipo de material y recibe el nombre de
constante del resorte o coeficiente de rigidez.

F . N
k = —, sus unidades son —.
Al m

ESFUERZO Y DEFORMACION UNITARIA.
Esfuerzo. Consideremos una varilla cilindrica de

longitud ¢,y una seccion transversal de area A,
sometida a una fuerza de tension uniaxial F que
alarga la barra de longitud ¢ a ¢, como se muestra
en la figura.

Ay Il
T { T 2
T £ l

F
A8=48-4,
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Por definicién, El esfuerzo Sen la barra es igual al
cociente entre la fuerza de tensién uniaxial media

y la seccion transversal original A, de la barra.

F _ N

S = —, sus unidades son — .
0 m

Deformacion  unitaria:  Por  definicion, la
deformacion unitaria originada por la accién de una
fuerza de tension uniaxial sobre una muestra
metélica, es el cociente entre el cambio de longitud
de la muestra en la direccion de la fuerza y la
longitud original.

s_t=to
‘

magnitud adimensional

En la practica, es comun convertir la deformacién
unitaria  en un porcentaje de deformacién o
porcentaje de elongacién

% deformacion = deformacion x 100 % = %
elongacion

4 . L.
= 7 la deformacién unitaria es una

MODULO ELASTICO O DE ELASTICIDAD.
A la constante de proporcionalidad, podemos
escribir la ley de Hooke en su forma general.

, ;- esfuerzo
Madulo Elastico = i

deformacion
Para el caso de Deformacion por traccion o
compresion longitudinal

El esfuerzo es S = —, la deformacién unitaria es

Al
o=—
¥4
El médulo elastico es conocido como el MODULO

DE YOUNG.

y_Tas
i3

TABLA |
Modulo de elasticidad o modulo de Young.

Mddulo de

Nombre elasticidad Y
10" N/m?

Aluminio 6,8

Cobre 10,8

Oro 7,6

Hierro, fundido | 7,8

Plomo 1,7

Nickel 20,6

Platino 16,7

Plata 7,4

Laton 4,6

Acero 20,0

Ejemplo 1. Los ortodoncistas usan alambres de bajo
mdédulo de Young y alto limite elastico para corregir
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la posicién de los dientes mediante arcos tensores.

¢Por qué?

Solucion.

Bajo mddulo de Young para que sea relativamente
facil deformarlo elasticamente para montar los arcos
en los dientes. La tension debera ser menor que la
tension de fluencia del material, de ahi que el limite
elastico tenga que ser alto, ya que si el arco se
deforma pléasticamente, su deformacion es
irreversible y por lo tanto, no estara tensionando los
dientes para corregir su posicién transversal se
convierte en un paralelogramo.

Ejemplo 2. De un alambre de cobre de 1,5 m de
longitud y 2 mm de diametro se cuelga un peso de 8
kg. Se pregunta:

a) ¢Hemos rebasado el limite de elasticidad?

b) ;Se rompera el alambre?

¢) En caso de ser negativas las preguntas anteriores,
¢cual es su alargamiento?

Médulo de Young = 12x10™ N/m?

Limite de elasticidad de 3x10” a 12x10" N/m?

Limite de ruptura de 20x10’ a 50x10" N/m?
Solucion.

a) y b) La seccién del alambre es:

A = m* =314 mm® = 3,14x10° m’

La fuerza que corresponde a cada m? de seccion es:
F Mg  8x98

A A 314x10°

= 2,49x10’ %

Que no llega ni al limite inferior de elasticidad ni al
de ruptura.

Fl 8x9,8x15
OAl=—= n =
YA 12x107 x314x10
=0,0003m

= 0,3mm

Ejemplo 3. Entre dos columnas fue tendido un
alambre de longitud 2 ¢ . En el alambre, exactamente
en el centro, fue colgado un farol de masa M. El area
de la seccion transversal del alambre es A4, el mddulo
de elasticidad es Y. Determinar el Angulo «, de
pandeo del alambre, considerandolo pequefio.

2

Solucién.
Para encontrar la tension del hilo.
Por condicién de equilibrio:
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T T

v
1 Mg
i
Mg
Suma de fuerzas verticales:
2 F,=0
2Tsena — Mg =0 =
Mg
2sena

Por la ley de Hooke deducimos
que

T= (MJYA
l

Igualando:
(e

T =

14 2sena
De la figura siguiente:

|
s
Rd’-

AN

0'= ¢ y l'=0+ Al
cosa
De aqui:
l 1
=l+ ANl => A=/ -1|=
cosa cosa
Al_ 1
! cosa
Luego
( : —1jYA= Mg
cosa 2sena

Para angulos pequefios tenemos que
Seha ~a 'y

cosa=1- Zsenz(%)z 1—05%.

Reemplazando obtenemos

Ll
1-% “
2
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a? Mg
= |1+ — |-1|YA=—=
2 2
2
2 20 YA
Finalmente

a:3@
| YA

Ejemplo 4. Se cuelga una viga de 2000 kg de dos
cables de la misma seccion, uno de aluminio y otro de
acero. Al suspenderla, ambos cables se estiran lo
mismo. Calcular la tensién que soporta cada uno.
Médulos de Young: acero = 20x10'° N/m?, aluminio
=7x10" N/m?

A ':.1 =4 'ilg

446 +AL

Solucion.

Si los cables inicialmente tienen igual longitud y la
viga finalmente estad horizontal, ambos cables han
experimentado el mismo alargamiento:

T, IT.
Como A£=££, —L="2 de aqui
Y4 YA Y4
L_T
7 20

Donde el subindice 1 se refiere al aluminio y el 2
al acero.

Por estar el sistema en equilibrio:

T1+ TzzMg:2000X9,8N

De ambas

7;,=50815N 7,=145175N

Ejemplo 5. Una barra homogénea, de masa m = 100
kg, esta suspendida de tres alambres verticales de la
misma longitud situados simétricamente.

Determinar la tension de los alambres, si el alambre
del medio es de acero y los otros dos son de cobre.
El 4rea de la seccidon transversal de todos los
alambres es igual.

El médulo de Young del acero es dos veces mayor
que el del cobre.
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]
¥ mg
Solucién.

Partiendo de los conceptos de simetria, es evidente
que el alargamiento de los hilos seréa igual.
Designemos este alargamiento por Af.

De acuerdo con la ley de Hooke, la tension del hilo
de acero es

F = A;“ A/ 'y ladel hilo de cobre, es

a

AY,

F=2"eAr
‘

De donde concluimos que la relacién de las
tensiones es igual a la relacién de los médulos de
elasticidad correspondientes:

F_Y_1

F, Y, 2
En equilibrio
2F. + F,=mg.
Por consiguiente,

m
F :Tg=250NyFa=2FC=500N.

Ejemplo 6. Una columna de hormigén armado se
comprime con una fuerza P. Considerando que el
moédulo do Young del hormigén Y, es 1/10 del de
hierro Y, y que el area de la seccién transversal del
hierro es 1/20 de la del hormigén armado, encontrar
qué parte de la carga recae sobre el hormigén.

Solucién.
Basandonos en la ley de Hooke, escribimos

Al
Fha = (TJAhaYha y

JAY4 Al A4
(2 == () o,

¢ )20

. - Fha
De alli deducimos que —* = 2.
h
De este modo, 2/3 del peso recae sobre el hormigon
armado y 1/3, sobre el hierro.

Ejemplo 7. Un peso W se encuentra sujeto entre dos
barras de peso despreciable, de las mismas
caracteristicas pero de diferente longitud y como se
muestra en la figura. Los extremos de las barras
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estan ligados al peso y a los apoyos, los cuales son
indeformables.
Encontrar las reacciones que se producen en los
apoyos.

AAVAARNANNY

—

353

o
P
-
—— T, ——l— T ——

(T

Solucion.
Diagramas del cuerpo libre del conjunto y de las
partes:

t &
l | 15 . VR,
1
W W| 132 |
tr
TRZ : TRz
Por equilibrio estatico, sz =0:
R +R,-W=0 (1)

Geomeétricamente, tiene que cumplirse que los
alargamientos sean iguales:
Al =Al,
Por elasticidad
ngl _ RZEZ
AY  AY
R/l , =R,/, 2
Resolviendo las ecuaciones (1) y (2), obtenemos:

¢ /
Ry=—"2W y Ry=—1W

Ejemplo 8. Un perno de acero se enrosca en un tubo
de cobre como muestra la figura. Encontrar las
fuerzas que surgen en el perno y en el tubo debido al
hacer la tuerca una vuelta, si la longitud del tubo es
£, el paso de rosca del perno es % y las areas de la
seccion transversal del perno y del tubo son iguales a
A, Y A, respectivamente
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Solucion.

Bajo la accién de la fuerza de compresién F, el tubo
disminuye en F?¢/ AY . y bajo la accion de la
fuerza de extensién F, el perno se alarga en el valor
FrlA4Y, La suma FUIAY +Fl(IAY, es

igual al desplazamiento de la tuerca a lo largo del
perno:

FUlIAY +FlIAY, =h, dedonde:

o h[ AYAY,
4y, +4y )

Ejemplo 9. Viga horizontal sostenida mediante un
tirante. En el sistema mostrado en la figura, ¢cuanto
bajara el peso W respecto a la posicion en la cual el
tensor no estaba deformado?

LREREEEANASY
B

La barra es indeformable y de peso P.

El tensor BC es de peso despreciable, area 4 y
maédulo de elasticidad Y.

Solucion.

Por equilibrio estatico, Z 7,=0
T¢-Pl-W20 =0

T-P-2W =0
T=P+2W Q)
o ¢ c ¢

Geométricamente, considerando que el giro que se
produce es pequefio, podemos escribir:

x=2A0

Por elasticidad, el estiramiento A/ del tensor es:

M:T_g
AY
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Luego,
X = ﬁ (2)
AY
Reemplazando la expresion (1) en (2):
_2AP+2w)
AY

Ejemplo 10. Deformaciones no uniformes por
peso propio.

Determinar la deformacién producida en una barra
debido a su peso propio de una barra del largo L,
seccion 4, modulo de elasticidad Y'y densidad p .
Solucion.

El elemento diferencial dy soporta el peso P'de la

porcion de barra de longitud ) que esta sobre él.

a2
+
F

P'=m'g=pV'g=pdyg
Siendo la longitud de la barra L, su deformacién sera
AL, la deformacion del elemento diferencial dy

debido al peso P', sera d(AL).

P'd 4
dBL)= " =

rg
=2 yd
Y yay
Luego

AL = J.d(AL)= %ijdy

1l _1(pedL)L
2 Y 2 AY

AL _ 1 (Peso Total)x L
2 AY

Observamos que esta deformacion es igual a la

mitad de la deformacién que se produciria, como si,

el peso estuviera concentrado en el extremo

superior.

Ejemplo 11. Una barra de masa M, médulo Y,
seccion Ay altura L esta sobre el piso. Determine la
deformacion que sufre la atura de la barra por peso
propio. Considere que la densidad lineal de la barra

variasegun p, = Ky, (K es constante e y la altura

medida desde el piso).
Datos: M, Y, A, Ly K.
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—

L'=L-AL

Solucioén.

El elemento de columna dy es deformado por el peso
de la masa m.

d(AL)="ED
YA
Célculo de m.
dm = p,dy = kydy =
2 L
m=LLKydy=KyZ
y
K (2 2
= (12 -
(- y7)
Luego:
K8 (;2 2
d(AL)=—-\L" -
(aL) 2YA( vl
Integrando
_ _Kg L, 2
AL_J.Od(AL)_ﬂJ.O(L Y

3\ L
Mzﬁ Lzy_L
2YA 3

R D)=l
2YA 3

Como la masa total es
L

M =.[0Ldm =.[:Kydy =K'y7

LZ

= K—

2
_2M xgl’  2MglL
xl? 3YA  3YA

Ejemplo 12. Héllese la longitud que ha de tener un
hilo de alambre, de densidad 8,93 y médulo de
rotura 1020,4 kg/cm? para que Se rompa por su
propio peso.
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Solucion.

1020,4 kg/cm? = 1 020,4x9,8 N/cm?=10% N/m?;

p = 8930 kg/m®.

Para que el hilo se rompa, su peso ha de ser por lo
menos de 10°4 N, siendo 4 la seccién.

O sea:
P=mg = Alpg =10°4
Es decir:
10% 4 108
= = =1143,6 m
Apg  8930x9,8

Ejemplo 13. Deformaciones por aceleracion
Una barra uniforme de acero (Longitud L, area de
seccion recta 4 densidad o, modulo de young Y) se

halla sobre un plano horizontal exento de rozamiento
y se tira de ella con una fuerza constante F.

¢Cudl es el alargamiento total de la barra a
consecuencia de la aceleracién?

F
—
T,
Solucion.
a) Seam la masa total de la barra
m = pAL
Tomemos un elemento diferencial dx, cuya masa es
dm
dm = pAdx

L

&=

BT

e— x —{ l-sfx

L —

T
Hagamos los diagramas del cuerpo libre de los tres
sectores.

La fuerza sobre cada uno de los tres sectores se
indica en las figura a continuacion

o a o
—_— —_— —_—

le— x — —-1 |-—dx
ik _R.z. Ra| | Ry ??T FI

El elemento diferencial dm se mueve con
aceleracion « debido a la fuerza (R; —R)

Y la fuerza que lo estira es R,. Por lo tanto su
deformacion sera un diferencial de AL  esto es

d(AL) -

d(AL) = R,dx

y AL = joLd(AL)

Como R, =m'a, m'=pAx y

Hugo Medina Guzman

F
d(AL) = —— xdx,
(AL) L Yy

x=L F
=| d(AL)= | ——xd
J x-_[OYALxx

De donde AL = 1FL

2 Y4

Ejemplo 14. Se tiene una columna de largo L,
seccion transversal 4, densidad p, modulo de
elasticidad Y. Se jala cobre un piso liso de la manera
como se muestra en la figura. Calcule cuanto estira
el cuerpo.

= C:

Solucion.
Primer método.
Aplicando la segunda ley de Newton:

ZF =ma
2F 2F

3F-F=ma »>a=—=——
m  pAL

a1 - dx

F

——]

I

Haciendo el diagrama del cuerpo libre

X —ﬂ |-— dh

F R, RJ[|R R,

El elemento diferencial es estirado por la fuerza R,.

I

R
d(AL): de
AY
Célculo de R;:
R,-F=m'a
= R, :F+m'a:F+pr2—F
PAL
= F+2F—

d(AL)= ( Ij‘jdx

sm I e 5o E)
Jﬂ
AY

Segundo método.
El sistema de fuerzas puede ser desdoblado en dos
partes cuyas deformaciones parciales sumadas hacen
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el efecto total, tal como se muestra en la figura
siguiente:

F 3F
|
2F
+
£ i

La primera parte es la deformacion de un cuerpo
jalado por la fuerza 2F:

1(2F)L _FL

2 ¥4 Y4
La segunda parte es la deformacion de un cuerpo
sujeto a la tension F:

FL
AL, = —
YA
La deformacion total es la suma de las

deformaciones parciales:

1

FL FL
AL=AL +AL, =—+——
YA YA
_2FL
AY

Ejemplo 15. Si la barra se jala hacia arriba con una
fuerza F (F > mg). ; Cudl es el alargamiento total de
la barra?

Solucién.

of
2
o
L T
tz
t)
L]
Tre

El elemento diferencial dm se mueve con
aceleracion a debido a la fuerza (R; —R))

Y la fuerza que lo estira es R,. Por lo tanto su
deformacion sera un diferencial de AL esto es

d(AL):
_ Ry [
d(AL) = : yAL—J.O d(AL)

Como
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R,-m'g=m'a= R, =m'(g+a),

F— F
m'=pdyya= mg=( g],

m PAL -
Tenemos:

F y
R, =(pdy) — |=F=
2 (py{pAL] I

F
d(AL)=——ydy.y

YAL
AL—jd(AL)—ijL d
YAL %0 YAy
De donde
_1FL
2Y4

Ejemplo 16. Para la barra compuesta mostrada
determine:

a) Su aceleracion.

b) La deformacidn de cada una de sus tres partes y
su deformacion total.

TF a— 1l my ] it =3F
LY 2p7Y pY
L.24 2L.A 47.4
Solucion.

a)y m =2pLA, my,=4pLAy my =2pLA
Aplicando la segunda ley de Newton:
ZF:ma = 3F —TF =(m,+m, +my)a
= —4F =10pLAa
0,4F

- pLA
El conjunto se mueve hacia la izquierda.
b) La figura siguiente muestra los diagramas del

cuerpo libre de cada uno de los elementos del
conjunto.

¢ a

a
-— — -—
R R R, R
TF 7 R T Y i b=3F

Tomando como positivo hacia la izquierda.
Calculo de R,:

R,-3F =mya =

R, =3F + mya
= 3F + (4pLA)(ﬂJ
pLA
= 4,6F
Célculo de R;:
R —-R,=ma =
R, =R, +m,a
- 4,6F+(4pLA)(O’4F J
pLA
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=52F

Deformacion de 3.
La deformacion por fuerza es debido a 3F:

3F4L FL
ALy =——=12—

YA YA

La deformacion por desplazamiento es debido a ser
jalado por la fuerza R,—3F=1,6 F

., 16FA4L FL
3= =32
2YA YA
Deformacion total de 3:

ALy =12°5 13270 155
YA YA YA

Deformacion de 2.
La deformacion por fuerza es debido a R,:

_R2L o FL

YA
La deformacion por desplazamiento es debido a ser
jalado por la fuerza
Rl'Rz :5,2F—4,6F:0,6F

AL,

AL — 0,6F2L _o6FL
2 2v4 " Y4

Deformacion total de 2:

FL FL
ALZTotal = 9’27 + 0’67
YA YA
FL
=98—
YA
Deformacién de 1.
La deformacidn por fuerza es debido a R;:
R L FL
= =267
Y24 YA
La deformacidn por desplazamiento es debido a ser
jalado por la fuerza 7F-R; =18 F

'1 _ 18FL _ 0145E
2Y24 YA
Deformacion total de 1:
AL = 2,6E + 0,45E
YA YA
= 3,05E
YA

Deformacion total del conjunto.

ALTota[ =152 E +9,8 E‘—}—3'05E
Y4 Y4 Y4

= 28,05ﬂ
YA

Ejemplo 17. Una barra vertical de longitud L, masa

M, seccidn transversal 4 y médulo de Young Y, tiene

soldada en su extremo inferior una masa puntual M.
Si la barra se eleva verticalmente mediante una
fuerza vertical 5Mg (g = gravedad), aplicada en el
extremo superior de la barra. Hallar la deformacion
longitudinal de la barra.
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_T_j Mg

?Ms
Solucioén.

Para calcular la aceleracion de la barra aplicamos:
S, = ma,

SMg — Mg — Mg =2Ma = a:%g

Mg

Tomemos un elemento diferencial de la barra dy

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento de
longitud x:

y y
R,—R.—| ML |e=| M2 a
27 ( ng[ LJ
R,-R,=M2(g+a)

2 3= Lg+a

y 3 5Mg
R,-R,=M=|g+-g|=—"= 1
2 3 I (g 5 gj Y y
Aplicando la segunda ley de Newton a la masa
puntual:

R3—Mg:Ma:Mgg:>

R3=Mg+M%g=gMg @)

Reemplazando (2) en (1):

SMg 5SMg
R, -8 278
2= T ?

S y

= R, =—Mg|1+—

275 g( LJ
Primer método.

Comenzando con la deformacion del elemento
diferencial y luego integrar para toda la longitud.
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it T y %%il

El elemento diferencial se deforma d(AL) debido a

la reaccion R,, (R1 - Rz) le da la aceleracion

a —E luego:
281 go:
EMg 1+2 dy

R,dy 2 L
YA YA
2YA L
Integrando:
5ng( j _SMg(, L*
2YA 2YA 2L
_15MgL
4YA

d(AL)=

Segundo método.

Comenzando con la deformacion la los efectos de
las fuerzas en los extremos de la barra.

Nota: En R3 ya esta considerado el peso de la masa
puntual M colocada en el extremo inferior de la

barra.
J‘_ng
«|
¥ R
Deformacion de la barra por 5Mg:
15MgL 5MgL

1T v4 2YA
Deformacion de la barra por Rs.

_15MgL 5MgL
> 2 2v4  4v4
Deformacion total: AL = AL, + AL,

_ SMgL N SMgL
2YA 4YA

_ 15MgL

- 4v4

Aqui no se considera el efecto del peso propio por
separado, porque en el célculo de R, ya esta
considerado.

Ejemplo 18. Un cubo como se muestra en la figura
de peso “W” arista “L” modulo de Young “Y” es

10
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arrastrado sobre un plano liso, con una fuerza F =
2W.

a) Hallar la deformacion longitudinal unitaria
cuando el plano es horizontal.

b) Hallar la deformacion de la dimensidn paralela al
plano, cuando el bloque sube sobre el plano que esta
inclinado 37°.

F=1W

e

L~

sl

Solucioén.
a)
AL _ 12w _ w

L 2v* vi?

b)
Resuelto por integracion.
Calculo de la aceleracion.

ZF:ma:>

2W —Wsen37°= Za = 2W -0,6W =

w
—a
g g

= a=14g

[}
et g
Ll 12 W
Wraen 370 ‘ﬁ/

El diagrama del cuerpo libre

0

WX gen 372
I
Caélculo de R,:
R, — W sen370= Kia =
L gL
R, = 08 Kil Ag=2m
gL L
El elemento diferencial se deforma dAL :
R, d 2
dAL = —2 2x —VZxdx
YL L
Para hallar AL integramos desde x =0 hastax = L.
2W w
= IdAL =23 ) “xdx =
YL YL
La deformacion es:
aL="
YL

Resuelto directamente usando resultados
conocidos.
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Estiramiento debido a la aceleracion:

(20 — 0,68F)

Calculo de la aceleracion.

ZF =ma =
2W —Wsen37°= Ka = 2W -0,6W = Ka
g g
= a=14g
12w -0,6W)L 07w
AL(I = — 2 =
2 YL YL

Estiramiento debido al peso:

[{Fsen 379
_10,6WL O K14
r 2 YI? YL
Estiramiento total:
AL 07 03 _W
YL YL YL

Ejemplo 19. Deformacion debido a la rotacion
Una barra de longitud ¢, area 4, densidad p vy
modulo de Young Y gira con velocidad angular @
constante sobre una mesa horizontal sin friccién y
pivotado en uno de sus extremos. Determinar el
alargamiento producido. ¢Cudl sera el esfuerzo
maximo?

&

™4
oh

Solucion.
El elemento diferencial se alarga d(AE), debido a

la fuerza centripeta producida por la masa restante
hacia el extremo opuesto al pivote.

11
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@ “E/, )
F
F
F;"{&(dr

Parte 1: Calculo de la fuerza total sobre una seccion
transversal a la distancia  del pivote.

m\dr’ E/A

Debido a la aceleracion centripeta se tiene una
fuerza:

dF =(dm)a, = (dm)o’r

dm = pAdr'
dF = (pAdr')o’r'= pAw®r dr'
Integrando:

F = .[ijer'dr': pAa)zfrdr

F :;pAa)Z(EZ —r?)

Parte 2: Calculo del alargamiento
El alargamiento del elemento dr es:

d(Al)= I; j’"

Y el alargamiento total sera:

N err pAa)zf(ﬂz—rz)dr

2YA
3 23
Al = pa)(g3 K)Epa)é
2Y 3" 3 Y
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Ejemplo 20. Una barra de hierro de 100 mm? de
seccion y 50 cm de longitud gira alrededor de uno
de sus extremos con una velocidad angular uniforme
de w radianes por segundo. Se pide cual debe ser
esta velocidad para que la barra se rompa por la
traccion que origina la fuerza centrifuga, sabiendo
que el material de que esta hecha se rompe por
traccion cuando se le carga con 30 kg por mm®,
Solucion.

Se romperéa cuando

F.=(30x9,8) x100 = 29400 N.

Llamando dm a un elemento de masa situado a la
distancia x del eje de giro, sera:

dF. =dmo’x = pdVw’x= pw’ Axdx
Integrando:

0,5 1
F = j-o P’ Axdx = Epa)zsz

= %(7800)@2(100 x10°*)0,5)
Luego:
%(7800)&)2(100 x10°)0,5% )= 29400
Por tanto:
W’ = LW& =301538, osea
1950x10

® =+/301538 =549 rad/s.

Ejemplo 21. Determinar el maximo valor admisible
de la velocidad lineal de rotacion de un anillo fino
de plomo, si la resistencia del plomo tiene el limite
de rotura P =2000 N/cm? y la densidad p = 11,3
glem?®,

Solucion.

Durante la rotacion del anillo, en éste surge una
tension 7= mv¥/2 wr .Para el anillo fino m =2rSp,
donde S es la seccion transversal del anillo. Por lo
tanto, 7/S = p°.

De alli el valor de la velocidad maxima es

P
v=_|— = 41mls.
\/p

Ejemplo 22. Una barra homogénea de cobre de 1 m
de longitud gira uniformemente alrededor de un eje
vertical que pasa por uno de sus extremos.

¢A qué velocidad de rotacion se rompera la barra?

kg

—3 Esfuerzo de
m

Densidad del cobre o = 8600

rotura del cobre S, = 2,45><108k—92
m

Solucion.
La fuerza centrifuga que actla sobre la barra en este
€aso es

12
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F = I: ro’dm

Donde /¢ es la longitud dela barra, @ es la
velocidad angular de la rotacidn; r, la distancia que
hay desde el elemento de masa dm hasta el eje de

rotacion. Para una barra homogénea dm = pAdr,
siendo o la densidad de la sustancia que forma /a
barra y 4, su seccion. Integrando, obtenemos
Aw?l?
o pAo”l”
2

De donde el nimero limite de revoluciones por
segundo sera

F  pw?l? 28
L =—= = .
A 2 pl

reemplazando valores;

8
e |2 2,45.102 _ygqTad
(8600)(1) s

) & = 38rev/s

2
Deformaciones no uniformes por area variable.
Ejemplo 23. Calcular cuanto se comprime el bloque

mostrado en la figura, cuando se le aplica una fuerza
P. Mddulo de elasticidad Y.

Eﬂ_ﬁ_ ma
\SFALY

Ie
2a

I

L

L_2arl
Solucién.

Tomemos un elemento diferencial dy tal como se
muestra en la figura.

2

ﬂ

¥k
dy

L_ P
20—

Segun muestra el diagrama del cuerpo libre del
elemento diferencial, es comprimido por la fuerza P.
Este elemento disminuye su longitud d(Ah), siendo
Ah la disminucion de longitud de h debido a la
fuerza P.

=

d(Ah) = ];‘;y
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P
—
¥ a2
e ]
F ¥

i |

L L] 11

fr T Tk
e v [Pe]
7 s

Usando las figuras anteriores

A=a(a+2x) y x= %y reemplazando

obtenemos;
d(AR) = _ pdy d(Ah) = fhi
Ya(a+%y) Yo~ (h+)

Luego, como

h h
Ah = [ d(sh) =jfh¢

0 o Ya™ (h+y)
Integrando

Ph Ph
Ah=—In(h+y): =—=1In2

Yaz ( y)O Ya2
El bloque se comprime A/ = 0,692P7]/;

Ya

Ejemplo 24. Una pirdmide truncada de bases

cuadradas de lados "a” y “2a” respectivamente de

altura 2 y modulo elastico Y se somete en la
direccion axial a una fuerza de compresion P,
Determine la deformacion que sufre la altura por
accion de la fuerza P.

Solucién.

Jel B

h
////__?_ _/2{_ AL
— [

Tomemaos un elemento diferencial dy tal como se
muestra en la figura.
o
P
¥
e

vk
i

L_ P
2g—

Segun muestra el diagrama del cuerpo libre del

elemento diferencial, es comprimido por la fuerza P.

Este elemento disminuye su longitud d(A#), siendo
Ah la disminucion de longitud de / debido a la
fuerza P.

13
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e
18

=t

—

L) L
fr b E:
P * v l
P A
Usando las figuras anteriores

A=(a+2x)"yx= %y reemplazando

obtenemos;
2
dany = T
Ya®(h+y)
Luego, como
i " Phdy
ah=[d@any=[ P
0 o Ya“ (h+y)
Integrando
Al = th
2Ya
El blogue se comprime Ah = lp—}i
2Ya

Ejemplo 25. Determine la deformacion debido a la
fuerza F, sin considerar el peso. El sélido mostrado
de modulo elastico Y tiene altura H 'y bases
circulares de radios Ry 2R

Solucion.
Fd
dAH)= L r=R+x
Yrrr
En los triangulos ABC y ADE:
4

(WARER
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CFEA[(H )]
RY| -1 |

B FHZ{ 1 }_ FH
aR’Y | 2H | 27aR*Y

Deformaciones no uniformes por peso propio y
area variable.

Ejemplo 26. Determine la deformacién que sufre la
altura de la Gran pirdmide de Keops en Egipto
debido a su propio peso, sabiendo que posee una
altura de 147 m, su base es cuadrada de lado 230 m
y que fue construida con bloques de piedra caliza y
granito con mddulo de Young = 35 x 10° N/m? y
densidad = 2400 kg / m®.

Solucion.

* b .
f .ﬁ'("‘ L
Tomemos un elemento diferencial dy, tal como de
indica en la figura

14
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Este elemento sufre una acortamiento d(A#), debido
al peso de la porcidn de piramide que soporta (de
altura y, radio base de lado 2x).

T_
I

/IR
A

El peso que soporta es: Peso = pg(%4x2y) el

area de su base es: 4, = 4x°

pedx’ydy _ pg
d(Ah) =———=—="=yd
N T
Integrando desde y =0 hastay = &
h

h 2 1 h2
Ahzjg—gydyzﬁy— _rpgn
Jay " Tay 2| T2y

pgAh

Como el Peso total es , obtenemos:

_ 1 (Pesototal)h
2 Y (Area base)

Ejemplo 27. Encontrar cuanto se comprime el cono
de altura /2 y base de area 4 debido a su propio peso.
El cono esta hecho de un material de densidad py
maédulo de elasticidad Y.

Solucién.
Tomemos un elemento diferencial dy, tal como de
indica en la figura

Este elemento sufre una acortamiento d(A#), debido
al peso de la porcidn de cono que soporta (de altura
y, radio de la base r).
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—T

¥

[ = dy

R
1 .
El peso que soporta es: peso = pg(gmf y) el

4rea de su base es: 4 = m°

'l yd
d(AR) :M = P& Ly

Integrando desde y=0hastay =4
h

2 2
Var ™ Tar 2| T2 ey

Como eI Peso total es pgAh/3, obtenemos:
1 (Peso total)A

2 Y(Area base)

Ejemplo 28. En la figura se muestra un tronco recto
de piramide regular de base cuadrada. Determinar
cuanto se comprime el sélido homogéneo debido a
Su peso propio.

Datos: Densidad = p, gravedad = g, modulo de
Young =Y

Lado de la base menor = 2a; lado de la base mayor =
4a

Altura del tronco de piramide regular = H

Solucion.

Para determinar cuanto se comprime el sélido
tomamos un elemento diferencial dy y vemos cuanto
se comprime por efecto del peso de la parte tronco
de pirdmide que esté sobre él (la parte de altura y en
el dibujo).

15
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Caélculo del peso de la de la parte tronco de piramide
que esta sobre el elemento diferencial.

Para esto tomamos un elemento diferencial de altura
dy’ y lo integramos desde x = 0 hasta x = x’.

|-—2 r.'——|

] N
— W

L f

Ltfé:::fﬂ

El peso del elemento diferencial es:
dP = pgdV = pgh(a+x') dy'
Del dibujo siguiente:

a

ST

[

a X

Obtenemos:

y'= Yy y dy':de':
X X

dP =4pg 4 (a+x')dx'

X
Integrando desde x = 0 hasta x = x:
P= de = 4pgi:j0x'(a +x')dx'

N3
4pg1(a+x)
X 3 6

pgy a+x —a3]

El elemento diferencial se comprime:

d(m):’;‘/’f A= (2a+2x) = 4(a+x)

2(a+x) i
- Z

Peso I
Reemplazando:

3 3
d(AH):4pgy [(a—i—x) —2a ]dy
3Yx  4a+x)
Del dibujo siguiente:

Obtenemos:
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yzﬁx, dy=£dx:
a a
2 3 3
d(AH):ﬁHZ [(a+x) —Za ]dx
3Y a (a+x)
2
,;gfl;l atx—a (a+x)_2]dx
Integrando desde x = 0 hasta x = a:
= [d(am)
g)g/ 7 [a+x a (a+x) ]dx

2 2 2
a
_ 1pgH’
3 Y

Ejemplo 29. Determine la deformacion que sufre la
altura debido al peso propio

El sélido mostrado tiene peso F, modulo elastico Y,
altura H'y bases circulares de radios Ry 2R

Solucion.

Para determinar cuanto se comprime el sélido
tomamos un elemento diferencial dy y vemos cuanto
se comprime por efecto del peso de la parte tronco

de cono que esta sobre él (la parte de altura y en el

dibujo).
Ly
¥ D/emE i )
i I

Caélculo del peso P de la de la parte tronco de cono
que esta sobre el elemento diferencial.

Para esto tomamos un elemento diferencial de altura
dy’ y lo integramos desde x = 0 hasta x = x’.

16
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—2r—

/ "T_i

/ tayr

—2( Rt ) —
2( R+x)

El peso del elemento diferencial es:

dP = pgdV = pgﬂ(R + x')2 dy'
Del dibujo siguiente:

—

R

[T

TR

R X

Obtenemos:

y'= Z)c' y dy':ldx':
X X

dP = ,ogﬂZ (R+x') dx'
X
Integrando desde x = 0 hasta x = x”:
P=[adp= pgﬂ%j: (R+x')dx’
¥y (R + x')3 ’
3
0

P&y 3 3

= R -R
3x [( " x) ]

El elemento diferencial se comprime:

d(AH)=1;jv, A=r(R+x)

= pgn

Peso

Reemplazando:
Yo 8% [(R + x)3 —RS]
2 Ay
3Y¥x 7T(R + x)
Del dibujo siguiente:

d(AH) =

R R
Obtenemos:
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H H
=—x,dy=—dx:
TTRYY TR

):ﬁHz (R +x) - R]
3Y R (R+x)
2
= 55212 R+x-R*(R+x)*
Integrando desde x = 0 hasta x = R:

AH = [d(AH)

dx

d(AH

Jx

= gg/;‘fj:[Rm—R%Rm)‘z]dx

2 R

X

3
Rx+—+R7
{ 2 (a+X)}
_pgH?
m(R

2 2
+R—+R——R
_1pgt®
3 Y

2 2
El peso del tronco de cono es:

F = w(2R) @t)pg ~ L w(R) (H)pg

;ﬂRszg(S—l)zgﬂRszg

_pgH’
3Y R?

0

)

Luego

Ejemplo 30. Un hemisferio (mitad de una esfera

s6lida) de densidad p, radio R y modulo de Young

Y esta sobre el piso descansando sobre su base
circular determine cuanto se deforma por accion de
Su propio peso.

Sugerencia: Calcule la deformacion de una porcion
diferencial del hemisferio formada por un disco
delgado paralelo al piso.

Solucion.

Vamos a considerar un elemento diferencial de

aread = zrr® | altura dy

Donde »* = (R* — y?)

Hugo Medina Guzman

El elemento diferencial soporta el peso P de la parte
de hemisferio que esta sobre él.

De tal manera que se deforma:

Célculo de P(y)

/
/ R
f / b
r }
Peso del elemento diferencial

2 12 1
dP,, = prg(R* - y"* Wy

El peso P(y) de la porcion de hemisferio es:

R
Py = prg| (R* = y*)dy'=

3
y
3 J

Ahora la deformacion total Integrando

3

pgﬂ[zgR ~R’y+

17
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R 2
PE [l 2R
= £2 ~yid
3Y0{(R+y) y}y

2 R
Pg 2 Y
= P21 oR? In(R+y)- 2
3Y{ n(R+y) 2}

0

_ PeR® [2|n2_1j _ 0.30pgR*

3Y 2 Y
La altura del hemisferio disminuye
0,30 pgR*
AR = % Debido al peso propio

DEFORMACION LATERAL MODULO DE
POISSON

Adicionalmente, cuando estiramos un blogue en una
direccion éste se contrae en las dimensiones
perpendiculares al estiramiento, la contraccion de las
caras laterales es en la misma proporcion para el
ancho (a) vy el alto (%). Por ejemplo, la contraccion

Aa en el ancho es proporcional al ancho a y también

Al . o .
a 7 lo que resumimos en la siguiente expresion:

Aa Ah Al
—_—= — = -0 —
a h V4
Donde o es otra constante del material conocida

como el médulo de Poisson.

¢
I WaEE e e EEE RS
\ o

F

Como valores aproximados para algunos materiales
se puede tomar:

0,28 para hierro y acero, 0,5 para caucho y 0,25
para vidrio.

Las dos constantess Y y o  especifican
completamente las propiedades de un material
homogéneo isotrdpico.

Modulo de
Nombre Poisson o
Sin dimensiones
Aluminio 0,34
Acero 0,28
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Cobre 0,35
Oro 0,41
Hierro, fundido 0,28
Plomo 0,33
Nickel 0,30
Platino 0,38
Plata 0,37
Laton 0,33

Ejemplo 31. El paralelepipedo de la figura esta
hecho de un material con médulo de Young Y,y
constante poisson o. ¢Cual es el valor de AV/1V?

|
T
|7
Solucion.
Debido a la compresion ocasionada por la fuerza F:
AL Aa Ab AL
——=———ycomo —=—=—0 ——
L YA a b L
Aa Ab F
Obtenemos: — = —=0 —
a b YA
AV AL Aa Ab
Como —=—+—+—
V L a b
Reemplazando
AV F
—=——+0—+0—
V YA YA YA
Finalmente:
AV F
S =—(1-20)
14 YA

Ejemplo 32. Al cubo de la figura de lado 50cm se

le aplica dos pares de fuerzas

F=100Ny F,=50N

obteniendo como resultado que la longitud en el eje
x aumenta en 0,01% y la longitud en el eje y

disminuye en 0,006%.

a) Determine si el esfuerzo
compresion.

en x,y es de traccion o

b) Determine el médulo de Young y la constante

de Poisson.
A
o !
In’
I
I o
- /I_ =
Solucién.
a) S, = 1002 = 400N/m* S, = 502 = 200
©(09) (0.5)
N/m?



Elasticidad
Aa, 001110,
a 100
A
4 _ 0006 _ ¢ 1o
a 100

Haciendo un analisis de los cambios de longitudes:
El esfuerzo en x es mayor y la longitud en x
aumenta mientras que en y disminuye, siendo el
esfuerzo en y menor, se puede concluir que el
esfuerzo en x es de traccion y el esfuerzo en y es de
compresion.

b) El paralelepipedo esta sujeto a esfuerzo por cuatro
caras, como se muestra en la figura siguiente:

gl

o

|
|
I'a -
|
SR

|
b1

Sea S el esfuerzo sobre cada una de las caras
laterales.

La deformacion del lado horizontal a, es:

Aa, _ 400 i 200 _1x10° O
a Y Y

La deformacion del lado horizontal a, es:

A
a. :_200_0_400 —06x10° ()
a Y Y

Restando (1) + (2)/2, obtenemos:

400 100 7 o 30 g g
Y Y

Y
300

T 0,7x10°
Reemplazando el valor de Y en (1):
400 200 —1x107 =

+0
4,28 x10° 4,28 x10°
4+20 =428
= 0=014

4]

= 4,28 x 10° N/m?

Ejemplo 33. a) Calcule la deformacién volumétrica
durante la extension elastica de una barra cilindrica
sometida a traccion axial. EI material es isétropo y la
deformacion se supone pequefia.

b) ¢Para qué valor del médulo de Poisson, el
alargamiento ocurre sin cambio de volumen?

c) El médulo de Poisson de la mayoria de metales es
aprox. 0,3. El del corcho, aprox. 0,0 y el del caucho
cercano a 0,5. ¢Cuales son las deformaciones
volumétricas de esos materiales al someterlos a una

compresion elastica £ < 07?
Solucién.
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Ah
a) Para la altura 7 = —, para el didmetro

AD Ah S
—_— =0 —=—0—
D h Y

. A Ah AD
El cambio de volumenes — = —+2—— =

V h D

%—2 S S(l 20), por lo tanto
AV=§(1—2J)V_ S(1 20 )”D U

Y Y 4

b) AV esigual a cero cuando (1-20)=0 =
o=05

c) Para la mayoria de metales con un valor de &
aproximado a 0,3:

AVS S

[1 2(0,3)] = 04

Para el corcho, con un valor de o aproximado a
0,0:

AVS S

Sl-200)] =

Para el caucho, con un valor de o aproximado a
0,5:

o= 2k-208] -0

Ejemplo 34. El sélido de la figura esta sometido a
los esfuerzos de compresion y traccion mostrados en
las direcciones x y z, respectivamente. Determine
cual serd el esfuerzo (S°) en la direccidn y, tal que la
deformacion unitaria en esa direccion sea nula.
Datos: S = esfuerzo, Y = médulo de Young, o=
maédulo de Poisson.

B

\
1
|

—_— b
Ve
Solucion.
Aa b b
a h -
FPor—85en -85 oty feriis
eleer ¥ Fa ¥
por-37en o’ -5 @3
el gjey i ¥ ¥
For-55en o8 a5s 55
el gez 2 I T
Deformacidn 1 i
i ?[355'-.5“)

Para que la deformacion unitaria en la direccion y
sea nula, se debe cumplir;
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;(305—5')=o = 305-5'=0 =
S'= 308

Ejemplo 35. Se tiene el paralelepipedo mostrado en
la figura que encaja perfectamente en una caja
rigida. Luego de encajo el paralelepipedo se coloca
un peso P sobre éste, tal que lo aplasta
uniformemente, la caja impide las expansiones
laterales.
a) ¢Cual es el esfuerzo sobre las paredes laterales?
b) (Cuél es el cambio en la altura AH = H — H'
del paralelepipedo?

lP

=
s

Solucion.
El paralelepipedo esta sujeto a esfuerzo por sus seis
caras, como se muestra en la figura siguiente:

o I * o
!u ’}/
| Vad
el 5
I
o /’J‘ e e
- = & i

S

Sea S el esfuerzo sobre la cara superior e inferior y
S’ el esfuerzo sobre cada una de las caras laterales.
La deformacion del lado a es:
Aa S S S
—=——+0—+0—= (1)

a Y Y Y
La deformacion del lado H es:

AH 5 + 20'£ (2)
H Y Y

a) Como la longitud @ no cambia, Aa =0.
De la ecuacion (1):
S' S’ S
262 h02=0> §'=—2
1-o)

Y Y Y

P
Siendo § =—
a

oP

="
- (1-0o)a?

b) De la ecuacion (2):
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S s
=" 4205 =
Y Y

S 20* S
—t—— =
Y (l-o0)Y

;@ﬁ} -
el

Ejemplo 36. Hallar el valor del mddulo de Poisson
para el cual el volumen de un alambre no varia al
alargarse.
Solucion.

Ar JAV . . .
—= 07 , de aqui el médulo de Poisson

r

AH
H
AH
H
AH
H
AH

Ar

o= b siendo 7 el radio del alambre y 7 su
1

longitud. El volumen de dicho alambre antes de
estirarloes V) = s y su volumen después de
estiradoes V, = 7z(r - Ar)z (£ + Aﬁ)
Si el volumen no varié con el alargamiento,
tendremos que 7720 = ﬁ(r - Ar)2 (6 + Af). Y
abriendo los paréntesis y despreciando las

magnitudes A» y A/ al cuadrado, hallamos que
Ar

72l = 27rArt | de donde Arf = ; =0,5, luego

l
o=05.

Ejemplo 37. Hallar la variacién relativa de la
densidad de una barra de cobre cilindrica al ser
comprimida por una presién p = 9810 Pa. Para el
cobre tdmese un mddulo de Poisson o = 0,34.
Solucién.

La densidad de la barra antes de ser comprimida es

m
p, =—dondeV, = *(. Ladensidad de la
1

m
barra después de comprimida sera p, = 7

siendo V, = 72'(1" + Ar)2 (f - Aﬁ). Por

consiguiente la variacién de la densidad sera
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Aoz oo —p e L1 |- mAV
O =Py — P v, ¥, A4

Como .la compresion no es muy grande,
aproximadamente se puede tomar V,V, = V,°
mAV
o

4
Entonces la variacion elativa de la densidad

Ap V s

—— = —— . Hallemos pues la variacion de
N
volumen AV = m?l — ﬁ(r + Ar)2 (é - Aé).
Abriendo los paréntesis y despreciando los
cuadrados de las magnitudes Ar y A/, obtenemos

que AV = V(Afj(l 20), donde & esel

Se puede considerar que Ap =

médulo de Poisson. Por lo tanto

A’O AV Al (1 20) Pero como por la ley
P1 Vl

Py

Al
de Hooke 7 = , tendremos que en definitiva

AP _Puy_ o).
P Y

N
En nuestro caso p, = 9,81x10°—;,
m

Y= 118><1011 N y o =0,34. Poniendo estos

A A
datos obtenemos que 2P —V =0,027 %..

P1 4

Ejemplo 38. El sélido de la figura (lados @, by ¢)
estd sometido a los esfuerzos de compresiony
tension mostrados.

Determine la deformacion volumétrica unitaria,
AVIV.

Datos:

S = esfuerzo, ¥ = moédulo de Young, o = médulo
de Poisson.

2 38
X 1

o I
|
¥

|
s

b -

—_—— )
C

|

|
D
/ —~

EAY

Solucion.
Deformacion de cada uno de los lados:
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Deformacion de a

Por 35 en Aa 35
elejex =

a - ¥
Por -65en Aa Ab 65
elejey e =
a b ¥
Por -35en Aa Ac 38
lejey ki Ul O
el eje) P - v
Defi 16 FAa’
" C;Iol::icmn p If tal = ? [1 + 35)

Deformacion de &

Por35en Ab Aa 3s
—=—0 = -

elejex —O0—=—0—
. b a ¥
Por -65en Ab 65
deey |37y
Por-35en Ab Acr 35
elejey — = 0—=0—
e b c Y
Deformacién | | Ab ) 65
total |T Jmm! -~ ?
Deformacion de ¢
Por 35 en Ac Aa 35
l . - —_— - — = —
el eje x - P =
Por-65en Ac Ab 68
1eie v — = —=0—
= e c b Y
Por-3Sen Ac 35
elejey — =
1€ %
Deformacion
total ‘ ‘romf —( 1+0)
Ly
Consolidado
[ Diefi én de a Def: de b | Deformacién de ¢
Por 35 en Ao 38 Ab Aa 35 | Ae Aa 38
e F ¥ b - a - ¥ ] - a BT
Por65en | Ag Ab_ 65 Ab _ 6S Ac __Ab 65
see 2 37y |37 T %Y
Par-35en | Ag Ac 3§ ab Ac 35 | Ac 38
el ejey — —FT nT T - (_ ,_ ‘_ _T
el | lratal = EIl +3e) ﬂ frotal = o | L4 roral = 21 1+&)
La T ¥ T e ¥ el ¥
AV Aa Ab Ac
— = total + total +| — |total
V a b c
_ 35 6S _ 6S
= 35 (45)- 55 = %5 (25 -1)
Y Y Y

DEFORMACION POR CIZALLADURA O
CORTE. MODULO DE CIZALLADURA O
RIGIDEZ.

Deformacion por cizalladura
Ya hemos estudiado el modulo de elasticidad Y de
un material, es decir, la respuesta del material
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cuando sobre él actGa una fuerza que cambia su
volumen (aumentando su longitud). Ahora,
examinaremos la deformacion por cizalladura en el
que no hay cambio de volumen pero si de forma.
Definimos el esfuerzo como F/4 la razon entre la
fuerza tangencial al area 4 de la cara sobre la que se
aplica. La deformacion por cizalla, se define como la
razén Ax/h, donde Ax es la distancia horizontal que
se desplaza la cara sobre la que se aplica la fuerza y
h la altura del cuerpo, tal como vemos en la figura.

.ﬁBase mantenida
fijamenie

Cuando la fuerza F' que actua sobre el cuerpo es
paralela a una de las caras mientras que la otra cara
permanece fija, se presenta otro tipo de deformacion
denominada de cizalladura en el que no hay cambio de
volumen pero si de forma. Si originalmente el cuerpo
tiene forma rectangular, bajo un esfuerzo cortante la
seccién transversal se convierte en un paralelogramo.

El médulo de cizalladura o de rigidez G es una
propiedad mecanica de cada material

Siendo pequefios los angulos de desplazamiento
podemos escribir

19)
Deformacion = n =tang ~ ¢

F

G esfuerzo /4 S,

deformacion % @
La ley de Hooke para la deformacion por cizalladura
se puede escribirla de modo siguiente:
S, =G¢
El modulo de cizalladura G es caracteristico de cada
material

Modulo de
Nombre rigidez G
10 N/m?
Aluminio 2,5
Cobre 4,3
Oro 3,5
Hierro, fundido | 3,2
Plomo 0,6
Nickel 7,4
Acero 7,5
Laton 1,7

Ejemplo 39. Un cubo de gelatina de 30 cm
de arista tiene una cara sujeta mientras que a
la cara opuesta se le aplica una fuerza
tangencial de 1 N. La superficie a la que se
aplica la fuerza se desplaza 1 cm.

a) ¢Cual es el esfuerzo de corte?
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b) ¢Cual es la deformacién de corte?
c) ¢Cuél es el mddulo de corte?

Solucién.
a) S, I 5 :11,11ﬁ2
4 (0,30) m
b) 5=&=i=0,033
h 30
00 G= S = 1111 =333,33
6 0,033

Ejemplo 40. Un cubo de acero de 5 cm de
arista se halla sometido a 4 fuerzas cortantes,
de 1200 kg, cada una, aplicadas en sentidos
opuestos sobre caras opuestas. Calcule la
deformacion por cizalladura.

-—

Solucion.
- 9 2
G Aceroal carbono = 8 X10° N/m

G- esfuerzo % _ S

== ==
eformacion 4 @

S = £ = M = 4,704 x10° N/m?

4 (0,05)
Consideremos solamente las fuerzas
horizontales, estas producen una deformacion
@, como se muestra en la figura

S,  4,704x10°

=—L = 0,588 x10°®
9 G 8x10°
radianes
-
[ '
—_—

La cara que se muestra queda como un rombo

con angulos (% — ¢j y (% + ¢J

Consideremos ahora solamente las fuerzas
verticales, estas producen una deformacion

también ¢, como se muestra en la figura
b5z 4,704x10°
G

5— = 0,588 x10°
8x10
radianes
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El cubo se deforma en el plano del papel y
toma la forma de un rombo con angulos

ERINEE

Ejemplo 41. Una estatua se encuentra soldada a un
pedestal de latén, que se muestra en la figura. Al
producirse un movimiento sismico se observa un
desplazamiento lateral de la cara superior del
pedestal de 0,25mm.

Calcular:

a) El esfuerzo de corte.

b) La magnitud de la fuerza producida por el
movimiento sismico.

El pedestal de laton tiene una altura de 1my una
seccion cuadrada de 0,5m de lado.

El médulo de Young del latén es 3,5x10™ Pa
Médulo de rigidez G del laton es 1,7 x10™ N/m?

Pedestal
4

Solucién.
Desplazamiento lateral de la cara superior del
pedestal de 0,25mm.

a) El esfuerzo de corte.

-3
:g: 0,25x10 —0,25x10°
h 1,00
G=i =
0

S, =G5 =(1,7x10")(0,25 x10?)

= 0,425 x 10’ N/m?
b) La magnitud de la fuerza producida por el
movimiento sismico.

F

S=— =

A
F=8§,4 =(0425x10")(05°
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=2,65x 10° N

Ejemplo 42. El acero promedio requiere,
tipicamente, un esfuerzo de 3,45 x 10° N/m?para la
ruptura por cizalladura. Determine la fuerza
requerida para perforar un agujero del diametro 2,5
cm en una placa de acero de ¥ de pulgada (6,25
mm) de espesor.

Lo il Sacador

Solucion.
La circunferencia de un circulo del diametro D =2,5

cmes C = zD = 7,85x107°m, El 4rea del borde

del disco cortado AAAA es el producto de la
circunferencia C por el espesor del material, esto es

6,25x107|7,85x107%) = 49,06 x10°m?.
6 I )= 49,

Una fuerza de la magnitud F se ejerce en el sacador,
el esfuerzo de corte (fuerza por unidad de area) a

, F
través del borde es S = Z =

F=S5.4 = (345x10°)49,06x10°)

=1,69 x 10° N. La hoja de acero se corta por
cizalladura cuando el esfuerzo llega a ser igual 3,45
x 10® N/m?, es decir, cuando F = 1,69 x 10° N.
Esta es la fuerza de 1,69 x 10° N, equivalente a 17,3
toneladas es requerida para perforar el agujero de
2,5 cm de diametro El sacador y los dados son
operados por una maquina conocida como prensa;
en este caso uno tendria que utilizar una prensa con
una capacidad de 20 toneladas 0 més.

Ejemplo 43. Calcular el médulo de rigidez del
material en funcion a las caracteristicas geométricas
de un alambre (longitud £y radio R) y del torque
aplicado.

Manteniendo el extremo superior fijo aplicamos un
torque 7 que gira al extremo inferior un angulo®.
Consideremos una capa diferencial cilindrica de
material concéntrica con el eje, de radio interior r y
de espesor dr, como se muestra en la figura.

oy
=

F——1

| —

;r\y LS

La deformacion es
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o ré
/= ¢/
El esfuerzo cortante es
S =Gg= Gze

Como el esfuerzo cortante es la fuerza tangencial
por unidad de area, multiplicandolo por el area de la
seccion transversal de la Capa, 2 7 rdr, nos dara la
fuerza tangencial dF sobre la base de la Capa

dF = S,dA = (G%ﬁ](zﬂrdr) = zﬂG%err
El torque sobre la base de la Capa cilindrica es

dr =rdF = V(ZﬂG%l"zdl"j = 27zG§r3dr

Integrando de 0 a R, el torque total sobre la base del
cilindro es

4
TR,
2 l
De aqui
2
R0

O sea, para determinar C bastara con medir el
angulo @ que se produce al aplicar el torque M.

Ejemplo 44. Una varilla de cobre de 40 cm de
longitud y de 1 cm de didmetro esté fija en su base y
sometida a un par de 0,049 Nm en torno a su eje
longitudinal. ;Cuantos grados gira la cara superior
respecto de la inferior?

Solucion.
Cobre estirado en frio G = 48,0x10° N/m?
4

r=Z6R g 92T

2/ 7GR
_ 2(0,4)50,049) =208 10"

7(48,0x10°)0,5x1072)

radianes

Ejemplo 45. Una varilla que tiene 100 cm de
longitud y 1 cm de didametro esta sujeta
rigidamente por un extremo y se le somete a
torsion por el otro hasta un angulo de I°. Si se
aplica la misma fuerza a la circunferencia de
una varilla del mismo material pero que tiene
una longitud de 80 cm y un didmetro de 2
cm, ¢cual es el angulo de torsion resultante?
Solucion.
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Como 7=FD = FD=—G—@0, de aqui

(%)

Para la wvarilla de 100 cm y de 80 cm
respectivamente son:

(5ot e ()

De estas Ultimas obtenemos:

3 3
2] 2o (22
1 2
=0,1°

DEFORMACION VOLUMETRICA. MODULO
DE ELASTICIDAD VOLUMETRICO.

Modulo de elasticidad volumétrico.
Consideramos ahora un volumen de material

sujeto a un esfuerzo unitario p, (por ejemplo la

presion atmosférica) sobre toda la superficie.
Cuando el esfuerzo a presién se incrementa a

p = p, +Apy el volumen sufre una disminucion
AV, la deformacién unitariaes & = —AV/V

F
El esfuerzo es i =Ap.

La razén del esfuerzo de compresién uniforme a la
deformacion por compresion uniforme recibe es el
modulo de eléstico que en este caso se conoce como
mddulo de compresibilidad volumétrica o
volumétrico (B).

B= __ B

v

V

Donde la constante de proporcionalidad B, depende
solamente del material. El mddulo volumétrico
tiene las dimensiones de la presion, esto es,
fuerza/area y es aplicable tanto para sélidos como
liquidos. Pero, los gases tienen un comportamiento
diferente que sera considerado posteriormente.

Maédulo
Nombre volumétrico
B 10" N/m?
Aluminio 7,5
Cobre 14
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Hierro 16
Plomo 17
Nickel 4,1
Vidrio 6ptico 5,0
Laton 6,0
Acero 16
Agua 0,21
Mercurio 2,8

Ejemplo 46. ;Qué incremento de presion se requiere
para disminuir el volumen de un metro cdbico de
agua en un 0,005 por ciento?

Solucion.

Por elasticidad volumétrica tenemos:

Ap=—-B——
El médulo de compresibilidad del agua es
2,1x10°N/m?

Ap =21 109[— o,oooost
’ 14

= 1,05 x10° N/m 2

Ejemplo 47. Calcule densidad del agua del océano a
una profundidad en que la presion es de 3430 N/cm?.
La densidad en la superficie es 1024 kg/m®.

El médulo de compresibilidad del agua es 2,1 x

10°N/m?
Solucion.
p = 3430 N/em? = 3,430 x10” N/m?,
Ap = 3,430 x10"- 1,013 x10° ~ 3,430 x10" N/m?
kg
m3
Cuando cambia el volumena V'= (V + AV),
tenemos:
m m m

IOI=_,: =
V' V+AV V[l AV]

En la superficie p = % =1024

C B=- —
omo Al V B
V
De aqui:
' P P
p = =
14+ A7 _4Ap
V B
= 1024 — = 1041 kg/m®
1- 3,430x10
2,1x10°
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Ejemplo 48. Si con aluminio se fabrica un cubo de
10 cm de lado, se quiere saber las deformaciones
que experimentara en una compresion uniforme,
perpendicular a cada una de sus caras, de una
tonelada, y cuando esta misma fuerza actda
tangencialmente a la superficie de una de sus caras,
estando el cubo s6lidamente sujeto por la cara
opuesta.

Solucion.

La presion que soporta, cada cara, en el primer caso,
sera:

_F _(100)(9.8)

A 0,12

Como el moédulo volumétrico del aluminio es
B =3,5x 10" N/m?:
AV 9,8x10° _
2 _ P e T -2,8x107°

14 B 3,5x10
De donde:
AV=-28x10°V=-28x10°x 10°=-2,8x 10°®

3
m®,
En cuanto a la deformacion, se obtiene a partir de la
expresion de la deformacion de cizalla, que es:

=9,8x10Pa

AN o ~ & 1F_ 1 (10°)(9,8)
PR G A 3x105x10" 102
=3,27x10°° rad

RELACION ENTRE CONSTANTES
ELASTICAS.

Relacionentre B,Yy o
Muestra sometida a una presion uniforme.

La figura siguiente muestra un bloque bajo presion
uniforme en toda su superficie exterior

c 4
e
i
7 — er—ap
o T T

“TEAT

Como la presién es uniforme, el esfuerzo unitario en
cada cara es el mismo.

Y las deformaciones de cada una de las dimensiones
son:

Dimension ¢:

= =1
Al _p

! Y
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Dimension a:
P
L]
L T ¥ ‘
1T
P
Aa __p
a Y
Dimension b:
= _r-'f -
el
T
- —
P
Ab_ p
b Y

Pero, como la deformacién de una dimension lleva a
la deformacion de las otras dimensiones, tenemos.
Deformacion de #:

- Propia:
Al __p
14 Y

- Debido a la deformacién de a:

ALy z_GAa:_J(_Pj _,P
/ a Y

- Debido a la deformacién de b:

Maz_GAb:_G(_Pj _ P
? b Y Y

Deformacion total
Al A/ 1 Al 2 Al 3
— = + +

b4 V4 V4 V4

p
=--(1-20
(1-20)
Deformacioén de a:
- Propia:
Aa, _ p
a Y

- Debido a la deformacion de /:
A Al
ﬁ:—a—:—o- _P =0
a / Y
- Debido a la deformacién de b:
A Ab
a b Y Y
Deformacion total
Aa  Aa, Aa, Aa,
— = + +

~ S

a a a a
= —%(1—20)

Deformacioén de b:
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- Propia:
Ab__p
b Y

- Debido a la deformacién de a:

Abzz_amz_a(_pj _ P
b a Y

- Debido a la deformacién de ¢:

b l Y

Deformacion total

Ab Ab, Ab, Ab,

— == — £ 4 =
b b b b

= —%(1—20')

El cambio de volumen es:
AV Al Aa Ab
— = — 4+ —
V ! a b

= —3;’(1—20)

Sabemos nosotros que el médulo de compresibilidad
es

~ |

-__ P
AV/V
Luego:
Y
B=— -
3(1-20)

Expresion que nos relaciona el modulo de
Compresibilidad, el médulo de Young y la relacion
de Poisson

Ejemplo 49. Se somete a una muestra de cobre de
forma cubica con 10 cm de arista a una compresion
uniforme, aplicando Un esfuerzo de 10° N/m?
perpendicularmente a cada una de sus caras. La
variacion relativa de volumen que se observa es de
7,25x10° .

a) Determinar el médulo de compresibilidad (B) del
Cu en el sistema internacional.

b) Determinar el médulo de Poisson sabiendo que el
médulo de Young del cobre es 120x10° Pa.
Solucién.

a) Como:
Ap =10*N/m?, % =-7,25x10° y
__Mp
B= ﬂ =
14
6
B= —% =137,7 x 10° N/m?
J— , x
b)
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B=—t = (-20)=—
3(1-20) 3B
_r
=>o0= 3B
2
L 120x10°
9
o 3(137,7x10°) _ 0.35

2

Relacionentre G, Yy o

Muestra sometida a esfuerzo cortante.
Determinacion de la relacién entre el médulo de
rigidez, el modulo de Young y el médulo de
Poisson.

Pretendemos analizar la relacion entre los esfuerzos
cortantes y los esfuerzos de compresion y de
traccion. Para ello consideremos primero el caso del
bloque de la Figura que esta sometido, por una parte,
a un esfuerzo de compresion y en la otra direccion a
un esfuerzo de traccion. Sea 1 su longitud en la
direccion horizontal y h su altura.

| !

h

]
La deformacion en la direccion horizontal tiene dos
términos: el primero corresponde a la deformacion
producido por el esfuerzo de traccion, mientras que
el segundo corresponde a la dilatacion producida por
la compresion en la direccion vertical. Por tanto, nos

queda,
Alz£+()‘£: (1+0')£
[ YA YA YA

Por otra parte, la deformacidn en la direccién
vertical corresponde a las deformaciones causadas
por un lado por la fuerza de compresion en la
direccion vertical y por otro por la traccién en la
direccion horizontal. Por tanto,
Ah F F F
e o =—(1+0)—

h YA YA YA
Ahora bien, en la Figura abajo representamos la
deformacion de un bloque sometido a un esfuerzo
tangencial detallando lo que le ocurre a las
diagonales de sus caras. Si observamos la figura,
vemos que los resultados de los esfuerzos
tangenciales equivalen a los producidos por las
fuerzas H que producen, por una parte, un esfuerzo
de traccion sobre el plano C'y un esfuerzo de
compresion sobre el plano B.
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El esfuerzo de compresion sobre el plano B resulta
ser

6 6
P24 4
A e igualmente el esfuerzo de traccién sobre C

26 @G
© 24 4
Las deformaciones de las diagonales By C se
escriben entonces

AD,

H
=(1+0)—
L+o)y,

AD, H
—(l+0)—~ (@
y (+0)YA 1)

Si expresamos el esfuerzo tangencial en términos del
angulo ¢, ya que suponemos que la deformacion es
pequefia resulta

§ _~2AD. _

tang~ ¢ = ¢ = —
¢¢¢h P 5

7]

[
|\\

Donde las dos Ultimas igualdades surgen a partir de
analizar la geometria esbozada en la Figura arriba.
En efecto, si el &ngulo entre & y AD es de 45 grados
se cumple

o 1
AD,. sen45’
Y por tanto
p=d_ V2AD. _ 2AD,

h  D.sen45’ D,
En estas condiciones, si sustituimos en (1) este
altimo resultado nos queda

¢ = 2(1+0')Z

Esta ecuacion, si tenemos en cuenta que ges la
deformacion tangencial y la comparamos con la

ecuacion G = § = H/A

, os permite obtener
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Y

G=——

2(l+ o)
Expresion que relaciona el mddulo de rigidez con el
mddulo de Young y con el médulo de Poisson

FUERZA ELASTICA Y ENERGIA ELASTICA.
Energia de deformacion.

La energia necesaria para estirar una cantidad x una
muestra de material de constante de rigidez k es

Energia = _[fdx = Ikxdx = %kx2 oen funcién
de F
1
Energia = —Fx
2

Si la seccion transversal de la muestra es Ay su
longitud ¢ entonces podemos escribir la ecuacion
como

Energia _ 1 Fx . Energia _1(F ) x
Al 2 Al Al 2\A N/

Energia por unidad de volumen =

%(Esfuerzo)(Deformacién unitaria)

Esta es la energia necesaria para estirar o comprimir
la muestra, teniendo en cuenta el médulo de Young
y la energia por unidad de volumen, puede
expresarse como

Energia

(Esfuerzo)®
Volumen

1
2 Y

Ejemplo 50. Una carga de 100 kg esta colgada de un

alambre de acero de 1 m de longitud y 1 mm de

radio. (A qué es igual el trabajo de traccion del

alambre?

Solucion.

Por la ley de Hooke

AN F YA

—=— = F=—Al (1)
YA 1

Pero para las fuerzas elasticas F' = kAl (2)

Comparando (1) y (2) vemos que

AY

k=" (3
/ 3
Entonces
2
W= 1k(M)2 _Av(ary (@)
2 2/

Calculando la magnitud A¢ por la formula (1) y
poniendo todos los datos numéricos en la ecuacion
(4) obtenemos definitivamente que W = 0,706 J.

Ejemplo 51. Un alambre de acero de 2m de longitud
cuelga de un soporte horizontal rigido.

a) ¢Cuanta energia almacena cuando se suspende en
él una carga de 5 kg?

b) ¢Si la carga se aumenta 10 kg, en cuanto aumenta
energia almacenada?
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Y =2 x 10" N/m?, 4 = area de la seccion transversal
=10°m?

Solucién.

{=2m, F, =5x98N, F, =10x98N
A=10°m?, Y = 2x10? N/m?

W = trabajo realizado por la fuerza F = kx en alargar
el alambre una longitud x.

W=;kx2 , con F=kx:>x=£

k
2 2
w_ L [FY _1F*
2 \k 2 k

YA
Para un alambre k = 7

Reemplazando:
_1F
2 YA/l
_F%
2AY
E’0 (5x98)*(2)
a) W = = 6 11
24y~ 2(0°px10
F70 (10x98)*(2)
b) W, = = 6 11
24y~ 2(10° x10
El incremento en energia almacenada es:
AE = W, —W, =0,048-0,012 = 0,036 J.

=0,012J

=0,048J

Ejemplo 52. Demostrar que cuando se
somete un cuerpo elastico a una tensién de
corte pura que no supera el limite elastico de
corte para el material, la densidad de energia
elastica del cuerpo es igual a la mitad del
producto de la tension de corte por la
deformacion de corte.

Solucion.

x+|+r F

-
i’
! l,lIII
i !

| !
: !
; s
i !

La fuerza que deforma por corte o cizalladura

esF:%x
h

El trabajo para deformar un dx es
x=Ax GA

W= —xdx
x=0 h
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- Eg(m)z = EFAX
2 h 2
La densidad de energia es
1(F
K =—| — |Ax= 1StAx
A 2\ A4 2

Ejemplo 53. La elasticidad de una banda de goma
de longitud L, es tal que una fuerza F aplicada a
cada extremo produce una deformacion longitudinal
de una unidad. Se sujetan dos pesos del mismo
valor P, uno en un extremo y el otro en la mitad de
la banda y a continuacion se levanta la banda con
los pesos por su extremo libre. ¢ Cual es la minima
cantidad de trabajo que hara elevar ambos pesos del
suelo?

| z |
\\| \ A\ A} A

Solucion.

Como cuando se aplicada a cada extremo una fuerza
F se produce una deformacidn longitudinal de una
unidad:

FL
AL=1=-"luego YA = FL,
YA

Ll _
2F —_
Fy —T
L, L,
Lz
P ¥
S P
2F —5
F 2F
LI
F
F
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Usando los diagramas del cuerpo libre mostrados en
las figuras tenemaos:
Para la parte de la liga L;: tenemos:

AL :PLO/2:PL0/2:L
Yov4 FL, 2F
Para la parte de la liga L,, tenemos:

AL, — 2PL,12 _ 2PL, 12 :£
2 Y4 FL, F

La minima cantidad de trabajo que hara elevar

ambos pesos del suelo es:

Trabajo = Energia para estirar AL; + Energia para

estirar AL, + Energia para elevar un peso P la altura

L, el peso inferior no se levanta, solamente se

despega del piso.

Energia para estirar una banda elastica es

U=1r
2

En este caso j = LA FL,

L2 L,I2
o AL, , seglin corresponda

=2F.y X=AL,,

Trabajo = %ZF(ALI)2 + % 2F(AL,)' +PL,

Como conocemos AL, AL, y

L, :ﬂ‘FALl :ﬂ+i

2 2 2F
Tenemos

2 2
Trabaj0=12F P +£2F P + P ﬂ+i
2 2F 2 F 2 2F
Finalmente
P? 1

Trabajo = z—Jr—PLO
4 F 2

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ¢Cudl es el objeto del refuerzo de acero en una
viga de concreto?

¢El concreto necesita mayor refuerzo bajo
compresion o bajo tension? ;Por qué?

2. ¢Cual es mas elastico, caucho o acero? ;Aire o
agua?
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3. (Qué clase de elasticidad se presenta en un puente
colgante? ;En un eje de direccion automotriz? ¢En
un resorte? ¢En tacos de caucho?

4. Una mujer distribuye su peso de 500 N
igualmente sobre los tacones altos de sus zapatos.
Cada tacon tiene 1,25 cm? de area. a) ¢Qué presion
gjerce cada tacdn sobre el suelo?
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b) Con la misma presion, ;cuanto peso podrian
soportar 2 sandalias planas cada una con un éarea de
200 cm??

5. ¢Cual debe ser el diametro minimo de un cable
de acero que se quiere emplear en una gria disefiada
para levantar un peso maximo de 10000 kg.?El
esfuerzo de ruptura por traccion del acero es de
30x10’ Pa. Igual pero si se quiere un coeficiente de
seguridad de 0,6.

6. Dos alambres del mismo material, y misma
longitud £, cuyos diametros guardan la relacion

n.
¢Qué diferencia de alargamientos tendran bajo la
misma carga?

7. Un ascensor es suspendido por un cable de acero.
Si este cable es reemplazado por dos cables de acero
cada uno con la misma longitud que el original pero
con la mitad de su didmetro, compare el
alargamiento de estos cables con el del cable
original.

8. Una cierta fuerza se requiere para romper un
alambre. ¢Que fuerza se requiere para romper un
alambre del mismo material el cual es

a) del doble de longitud?

b) el doble en diametro y dé la misma longitud?

9. Un hilo de 80 cm de largo y 0,3 cm de diametro se
estira 0,3 mm mediante una fuerza de 20 N. Si otro
hilo del mismo material, temperatura e historia previa
tiene una longitud de 180 cm y un diametro de 0,25
cm. ¢qué fuerza se requerira para alargarlo hasta una
longitud de 180,1 cm?

Respuesta.

F=211N

10. a) Calcule el cambio de dimensiones de una
columna de fundicién gris (Y = 145 GPa) que tiene
dos tramos de 1,5 m cada uno y didmetros de 0,1 m
y 0,15 m, al soportar una carga de 500 kN. ;Esta
bien dimensionada la columna si el limite eléstico de
la fundicion gris es 260 MPa?

b) Si la columna fuera troncocénica de 3 m de altura,
y los diametros de sus bases variaran entre 0,1 my
0,15 m.

Respuesta. a) L, = 3,001 m. Si esta bien
dimensionada.

b) L, =3,0009 m

11. Un cable de acero de 2 m de largo tiene una
seccion transversal de 0,3 cm?. Se cuelga un torno de
550 kg del cable. Determinese el esfuerzo, la
deformacion y el alargamiento del cable. Supdngase
que el cable se comporta como una varilla con la
misma area transversal. EI modulo de Young del
acero es 200x10° Pa.
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12. Una varilla metalica de 4 m de largo y seccién
0,5 cm? se estira 0,20 cm al someterse a una tension
de 5000 N. ¢Qué mddulo de Young tiene el metal?

13. Una cuerda de Nylon se alarga 1,2 m sometida
al peso de 80 kg de un andinista.

Si la cuerda tiene 50 m de largo y 7 mm de diametro,
¢qué modulo de Young tiene el Nylon?

14. Para construir un mévil, un artista cuelga una
esfera de aluminio de 5 kg de una alambre vertical
de acero de 0,4 m de largo y seccién 3x10° cm?. En
la parte inferior de la esfera sujeta un alambre
similar del cual cuelga un cubo de laton de 10 kg.
Para cada alambre calcular la deformacion por
tension y el alargamiento.

15. En el sistema mostrado en la figura, la barra OE
es indeformable y, de peso P; los tensores AC y DE
son de peso despreciable, area 4 y modulo de
elasticidad Y.

Determinar cuanto bajard el peso W respecto a la
posicion en la cual los tensores no estaban
deformados.

LEEEREURRANERANNN

C E

i
. /

16. Dos barras de longitud (E+A€) cada una,

areas 4, y A, y modulos de elasticidad Y, e Y,

respectivamente, como se muestra en la figura, se
comprimen hasta introducirlas entre dos paredes

rigidas separadas una distancia ¢. ¢Cual sera la
posicién x de la unién de ambas barras?

A5 A5
I S

17. Una varilla de 1,05 m de largo y peso
despreciable esta sostenida en sus extremos por
alambres A y B de igual longitud. El area transversal
de A esde 1 mm?y la de B 4 mm?. El médulo de
Young de A es 2,4x10"Pay de B 1,2x10"

Pa. ¢En que punto de la varilla debe colgarse un
peso P a fin de producir

a) esfuerzos iguales en Ay B? y b) ¢deformaciones
igualesen Ay B?

18. Una barra de longitud L y masa m se encuentra
suspendida por un pivote B indeformable y por dos
barras en sus extremos como se muestra en la figura
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estas barras son iguales de area 4, longitud ¢ y
madulo de elasticidad Y.

|
B
.

19. En el sistema mostrado en la figura, calcular
cuanto desciende el extremo B de la barra
indeformable y de peso despreciable, cuando se le
coloca un peso de 10 Ton. en ese extremo.

Los tirantes son de acero y de 2cm? de é4rea cada
uno, suponga deformaciones pequefias de tal manera
gue se puedan hacer las aproximaciones geométricas
apropiadas.

r

dm

|

Respuesta. Ay =17,1x10°m

2
3

20. En el sistema mostrado en la figura, calcular
cuanto desciende el extremo B de la barra horizontal
rigida y de peso despreciable, cuando se le coloca
una masa M en ese extremo.

Las barras inclinadas son iguales de area 4 y modulo
de elasticidad Y.

Asuma pequefias deformaciones, o sea, que se
pueden hacer las aproximaciones geomeétricas
usuales.

3L——p— 3L
T 3L
3L
M
B
3L

21. Un hilo delgado de longitud ¢, médulo de Young
Y y érea de la seccion recta 4 tiene unido a su
extremo una masa pesada m. Si la masa esta girando
en una circunferencia horizontal de radio R con
velocidad angular @, ¢cual es la deformacién del
hilo? (Suponer que es despreciable la masa del hilo).
Respuesta.

ﬁ_ mw*R
/ AY
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22. Un alambre de cobre de 31 cm de largo y 0,5 mm
de didmetro estd unido a un alambre de latén estirado
de 108 cm de largo y 1 mm de didmetro. Si una
determinada fuerza deformadora produce un
alargamiento de 0,5 mm al conjunto total y un valor
de Y = 12 x 10" Pa, ¢cuél es el alargamiento de cada
parte?

Respuesta.

Al =0,27 mm para el laton.

Al =0,23 mm para el cobre

23. Un alambre de acero dulce de 4 m de largo y 1
mm de diametro se pasa sobre una polea ligera,
uniendo a sus extremos unos pesos de 30 y 40 kg.
Los pesos se encuentran sujetos, de modo que el
conjunto se encuentra en equilibrio estatico.
Cuando se dejan en libertad, ¢en cuanto cambiara
la longitud del alambre?

Respuesta.

Al =1,0mm

24. Un hilo esta formado por un nicleo de acero
dulce de 1,3 cm de didmetro, al cual se le ha
fusionado una capa exterior de cobre (Y =12 x
10" Pa) de 0,26 cm de gruesa. En cada extremo del
hilo compuesto se aplica una fuerza de traccion de
9000 N. Si la deformacién resultante es la misma
en el acero y en el cobre, ¢cual es la fuerza que
soporta el nicleo de acero?

Respuesta.

F=5812N

25. Un ascensor cargado con una masa total de
2000 kg esta de un cable de 3,5 cm? de seccién. El
material del cable tiene un limite elastico de 2,5 x
10° Pa y para este material Y = 2 x 10" Pa. Se
especifica que la tensién del cable nunca excedera
0,3 del limite elastico.

a) Hallar la tension del cable cuando el ascensor
esta en reposo.

b) ¢Cual es la mayor aceleracion permisible hacia
arriba?

c) ¢La distancia méas corta de parada permisible
cuando la velocidad del ascensor es hacia abajo?
Respuesta.

F 7 2
a) Z =5,6x 10" Pa, b) a = 0,33 m/s*,
c) Ay =33,8m.

26. Volver a resolver el Problema anterior,
teniendo en cuenta esta el peso del cable cuando
tiene su longitud maxima de 150 m. La densidad
del material del cable es 7,8 x 10° kg /m®. Si se
supera la carga maxima, ¢por donde se rompera el
cable: cerca de su punto mas alto o proximo al
ascensor?

Respuesta.

F 7 2
a) ; =6,75x 10" Pa, b) a = 1,32 m/s,
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c) 4y = 85,3 m.

27. Un cable pesado de longitud inicial y area de
seccion recta A4 tiene una densidad uniforme py un
modulo de Young Y. El cable cuelga verticalmente
y sostiene a una carga F, en su extremo inferior. La
fuerza tensora en un punto cualquiera del cable es
evidentemente suma de la carga F, y del peso de la
parte del cable que esta debajo de dicho punto.
Suponiendo que la fuerza tensora media del cable

acttia sobre la longitud total del cable 7 ;, hallar el

alargamiento resultante.
Respuesta.

(N F, 1
A= 2| 5 4+= pot
(Y][A Z'Og oj

28. Demostrar que cuando se somete un cuerpo
elastico a una tension de corte pura que no supera el
limite elastico de corte para el material, la densidad
de energia elastica del cuerpo es igual a la mitad del
producto de la tensidn de corte por la deformacion
de corte.

29. El esfuerzo de la ruptura del cobre rolado para la
cizalladura es tipicamente 1,5 x 10°.

¢ Qué fuerzas F se deben aplicar a las cuchillas de
metal mostradas en la figura para cortar una tira de
una hoja de cobre de 5 cm de ancho y 1,27 mm de
espesor?

Respuesta. 9525 N

30. Una varilla que tiene 100 cm de longitud y 1
cm de didmetro esta sujeta rigidamente por un
extremo y se le somete a torsion por el otro hasta
un angulo de I°. Si se aplica la misma fuerza a la
circunferencia de una varilla del mismo material
pero que tiene una longitud de 80 cm y un didmetro
de 2 cm, ¢cudl es el &ngulo de torsion resultante?

Respuesta. & =0,1°

31. La balanza de torsion de la figura se compone
de una barra de 40 cm con bolas de plomo de 2 cm
en cada extremo. La barra esta colgada por un hilo
de plata de 100 cm que tiene un didmetro de 0,5
mm. Cuando se ponen muy de cerca de las bolas de
plomo, pero en lados opuestos, dos bolas mayores
de plomo de 30 cm de didmetro (p = 11,4 g/cm®),
sus atracciones gravitatorias tienden a hacer girar la
barra en el mismo sentido. ¢ Cuél sera la torsion del
hilo de plata?
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®nm,

my

Respuesta. & =0,00422°

32. a) Desarrollar una expresién para la constante
de torsion de un cilindro hueco en funcion de su
didmetro interno R,, su radio externo R;, su
longitud ¢ y sumddulo de corte G.

b) ¢ Cual debera ser el radio de un cilindro macizo
de la misma longitud y material y que posee la
misma constante de torsion?

c) ¢Cual debera ser el ahorro de masa si se utilizase
el cilindro hueco en un eje de una maquina en lugar
de utilizar el cilindro macizo?

Respuesta.

8) 7y = (ﬁj(Rf —R¢), ) R=(R} —R? )%

33. 4 profundidades oceanicas de unos 10 km la
presion se eleva a 1 kilobar, aproximadamente.

a) Si se hunde un trozo de acero dulce hasta esta
profundidad, ;en cuénto variara su densidad?

b) ¢Cual es la densidad del agua del mar a esta
profundidad si la densidad en la superficie vale 1,04
glem®?

B acero = 16 x 10 N/m?,
1bar = 10° Pa
Respuesta.

a) 0,062 %, b) p = 1,105 g/cm?

B agia= 0,21 x 10" N/m?,

34. Se somete a una muestra de cobre de forma
cUbica con 10 cm de arista a una compresion
uniforme, aplicando una tension equivalente a una
tonelada perpendicularmente a cada una de sus
caras. La variacion relativa de volumen que se
observa es de 7,25x10°® (AV/Vo). Determinar el
maédulo de compresibilidad del Cu en el sistema
internacional, sabiendo que el médulo de Young del
cobre es 120x109 Pa. Obtener ademas el médulo de
Poisson.

35. Un deposito de acero de 60 litros de capacidad
contiene oxigeno a una presién manométrica de 140
Pa. ¢Qué volumen ocupara el oxigeno si se le permite
que se expansione a temperatura constante hasta que
su presiébn manométrica es nula? (La presion
manomeétrica es la diferencia entre la presién real en
el interior del depésito y la de la atmésfera exterior).
Respuesta. V=889 litros.
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36. En cada extremo de una barra horizontal de 1,5 m
de larga, 1,6 cm de ancha y 1 cm de larga se aplica
una fuerza de traccion de 2 800 N. El mddulo de
Young v el coeficiente de Poisson del material de la
barrason ¥=2x10°Pay o=0,3.

a) Hallar la deformacidn transversal barra.

b) ¢Cuales son las variaciones relativas de la anchura
y altura?

c) ¢Cual es el aumento de volumen?

d) ¢Cuél es la energia potencial adquirida por la
barra?

Respuesta.

a) 3—‘1 ==-2,625x10"",

0
b) Ad = —4,2x10" cm
) Ah=-2,625x10"cm

37. a) Demostrar que el coeficiente de Poisson viene
dado por

3B.- 28
O=———
2(3B+S)
b) Demostrar que a partir de esta ecuacion se sigue
que el coeficiente de Poisson debe estar comprendido
1
entre-1y —.
2

c) La experiencia demuestra que las barras sometidas
a fuerzas de traccion (valores positivos siempre
aumentan de volumen, mientras que si se someten a
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fuerzas de compresion (valores negativos de F),
siempre disminuyen de volumen /Apoya esta
afirmacion el hecho de que no existe ningln material

1
parael cual o > E ?

38. Un manual de materiales relaciona estos datos
para el aluminio en hoja laminada

Médulo de Young, 7 x 10 Pa

Limite elastico a la traccion, 7,2 x 10" Pa
Coeficiente de Poisson, 0,33

Tension de traccion final, 14 x 10" Pa

Tensidn de traccion permisible, 0,4 de la tension de
traccion final

La tensién de traccion permisible es la maxima
tensién que se considera segura cuando este material
se utiliza en estructuras sometidas a de traccion
conocidas y constantes. Una tira de este aluminio de
76 cm de larga, 2,5 cm de ancha y 0,8 mm de gruesa
se estira gradualmente hasta que la tensién de
traccion alcanza su limite permisible. Calcular

a) su variacion de longitud,

b) su variacion de volumen,

c) el trabajo realizado y

d) la ganancia en la densidad de energia elastica.
Respuesta.

a) A? =0,688 mm, b) AV =0,0041 cm®,

¢) W=0,3411,d) AU = 22400 J/m?
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CAPITULO 2. Movimiento oscilatorio

INTRODUCCION.

Las vibraciones u oscilaciones de los sistemas
mecanicos constituyen uno de los campos de estudio
maés importantes de toda la fisica. Virtualmente todo
sistema posee una capacidad de vibracién y la
mayoria de los sistemas pueden vibrar libremente de
muchas maneras diferentes. En general, las
vibraciones naturales predominantes de objetos
pequefios suelen ser rapidas, mientras que las de
objetos mas grandes suelen ser lentas. Las alas de un
mosquito, por ejemplo, vibran centenares de veces
por segundo y producen una nota audible. La Tierra
completa, después de haber sido sacudida por un
terremoto, puede continuar vibrando a un ritmo del
una oscilacion por hora aproximadamente. EI mismo
cuerpo humano es un fabuloso recipiente de
fendmenos vibratorios; nuestros corazones laten,
nuestros pulmones oscilan, tiritamos cuando tenemos
frio, a veces roncamos, podemos oir y hablar gracias
a que vibran nuestros timpanos y laringes. Las ondas
luminosas que nos permiten ver son ocasionadas por
vibraciones. Nos movemos porque hacemos oscilar
las piernas. Ni siquiera podremos decir correctamente
"vibracion" sin que oscile la punta de nuestra lengua..
Incluso los atomos que componen nuestro cuerpo
vibran.

La traza de un electrocardiograma, mostrada en la
figura, registra la actividad eléctrica ritmica que
acompafia el latido de nuestros corazones.

MOVIMIENTO OSCILATORIO
Definicion y caracteristicas

¢(Qué es un movimiento oscilatorio? jEs un
movimiento de vaivén! ¢Podemos hacer una
descripcién cientifica? Si estudiamos el movimiento
de un ndmero de objetos podemos &
quizas contestar a la pregunta. Si una
masa se suspende a partir de un resorte,
se tira hacia abajo y después se suelta, se
producen las oscilaciones

El balanceo de una bolita
en una pista curvada, la
bolita oscila hacia delante
y atrds de su posicion de
reposo.

- Vw2

B T

Una masa suspendida del
extremo de una cuerda (un
péndulo simple), cuando la
masa se desplaza de su
posicion de reposo y se la

suelta se producen las oscilaciones.
Un carrito atado entre
dos soportes en un -~
plano horizontal por
medio de resortes

oscilara  cuando el

carrito se desplaza de su posicion de reposo y

después se suelta.

¢(Qué hacemos en éstos y otros ejemplos, para
conseguir las oscilaciones? Las masas se sacan de su
posicién de reposo y después se sueltan. Una fuerza
restauradora tira de ellas y parecen ir mas alla de la
posicién de reposo. Esta fuerza restauradora debe
existir de otra manera ellas no se moverian cuando
son soltadas. Porque hay una fuerza entonces
debemos tener una aceleracion. La fuerza de
restauracion se dirige siempre hacia la posicién de
equilibrio central -- la aceleracién se dirige asi
siempre hacia la posicion de equilibrio central.

t t t t t t t N i
- Tiempo

\\/\/\. ! )

Podemos determinar el grafico distancia - tiempo
para un objeto oscilante tomando una fotografia
estroboscépica para un péndulo o usando el Sonic
Ranger del laboratorio. Se obtiene su desplazamiento
méaximo a un lado y otro de la posicion de reposo.

La figura arriba muestra los graficos distancia —
tiempo. Algunas oscilaciones parecen tener la misma
caracteristica a la tomada al mismo tiempo para cada
oscilacion completa. Tales osciladores se conocen
como isocronas, y mantienen esta caracteristica
constante del tiempo sin importar los cambios de la
amplitud debido al amortiguamiento.

Con un experimento simple como el mostrado en la
figura a continuacion, también se puede obtener el
gréafico desplazamiento - tiempo para el movimiento
oscilatorio de un sistema masa resorte, al que se le ha
atado un plumoén que deja una traza en un rollo de
papel que se gira a velocidad constante. Esto produce
una “hoja” que muestra que el movimiento de la
masa tiene la forma sinusoidal.

Una regla afianzada con
abrazadera en un extremo a
un banco oscilard cuando se
presiona y después se suelta
el extremo libre.

+

(=]

+

=3

Desplazamiento  Desplazamiento
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| ]
Oscilaciones Sinusoidales

Concentraremos preferentemente nuestra atencion
sobre las oscilaciones sinusoidales. La razén fisica
consiste en que realmente se presentan oscilaciones
puramente sinusoidales en una gran variedad de
sistemas mecanicos, siendo originadas por fuerzas
restauradoras que son proporcionales a los
desplazamientos respecto al equilibrio. Este tipo de
movimiento es posible casi siempre si el des-
plazamiento es suficientemente pequefio. Si, por
ejemplo, tenemos un cuerpo sujeto a un resorte, la
fuerza ejercida sobre el mismo cuando el
desplazamiento respecto al equilibrio es x puede
describirse en la forma

F(x) = —(k,x + k,x? +k,x° +...), donde k,, k.
ks, etc., son una serie de constantes, y siempre
podremos encontrar un margen de valores de x dentro
del cual sea despreciable la suma de términos
correspondientes a x%, x°, etc., de acuerdo con cierto
criterio previo (por ejemplo, hasta 1 en 10° 0 1 en
10°%) en comparacién con el término - kyx, a no ser
que el mismo. k; sea nulo. Si el cuerpo tiene masa m
y la masa del resorte es despreciable, la ecuacion del
movimiento del cuerpo se reduce entonces a

d?x d?x k
m——-=—kx,obien ——+-—2x=0
dt dt° m
: L 2 _ K y
Si por definicion hacemos @, = —, la ecuacion
m

anterior se transforma en:
2

X y
dt—2+a)§X:0, gue en notacién corta es

X+ wix=0
La solucion a dicha ecuacion diferencial puede
expresarse en cualquiera de las formas:

x(t) = Asen(wyt — ), x(t)= Acos(w,t — ),
donde las fases iniciales , @ y ¢ difieren en 7/2.

Facilmente se advierte que A representa el
desplazamiento maximo, esto es la amplitud.

Las ecuaciones X(t)= Asen(w,t — @),
x(t) = Acos(w,t — ¢), describen el movimiento

armonico simple. A es laamplitud, @, esla
frecuencia angular, en radianes por segundo, ¢ es
la constante de fase. La cantidad en paréntesis
(a)t + (o) es la fase de la oscilacion. Ay @ se

determinan por las condiciones iniciales del
problema.
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También @, = 27f , feslafrecuenciaen

oscilaciones por segundo. Una oscilacion por
segundo se llama 1 hertz (Hz).
Todos estos términos son muy importantes

Ejemplo 1. Demostrar que las ecuaciones
x(t) = Asen(wyt — ), x(t)= Acos(w,t — )

satisfacen la ecuacion X+ @7 X =0,

Solucion.
x = Asen(w,t — @),
%—).(—Aa) Cos(a)t— )
g T

2 oo
‘j)t(z =X = —Anfsen(wyt - )

Reemplazando X y X en la ecuacion:

— Aw?sen(wyt — ¢)+ ol Asen(w,t — ) =0,
con lo que queda demostrado.

De igual manera sucede con

X(t) = Acos(w,t — @).

DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO
ARMONICO SIMPLE
Un movimiento del tipo descrito en la ecuacion

X(t) = Asen(coot - gp), es  conocido  como

movimiento armoénico simple (MAS), se representa
en un grafico x - t de la forma indicada en la figura.
Destaquemos las caracteristicas mas importantes de
esta perturbacion sinusoidal:

X =
ANIAY

O \/ \/ |

_A"

Movimiento armonico simple de periodo T vy
amplitud A.
I. Esta confinada dentro de los limites X = £A. La
magnitud positiva A se denomina amplitud del
movimiento.
2. El movimiento tiene un periodo T igual al tiempo
transcurrido entre mAaximos sucesivos 0 mas

generalmente entre dos momentos sucesivos en se
repitan tanto el desplazamiento x como la velocidad

dx/dt .

T es la inversa de la frecuencia f,

Y
f

Dada la ecuacion basica X = Asen(a)t+g00), el

eg

periodo debe corresponder a un aumento de 27 en
el argumento de la funcién sinusoidal. Asi pues, se
tiene
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o(t+T )+, = (ot + @, )+ 27, de aqui se tiene

2w 0]
T=""yf="

0] 2r
La situacion en t = 0 (o en cualquier otro instante
sefialado) queda completamente especificada si se
establecen los valores de x y dx/dt en dicho mo-
mento. En el instante particular t = 0, llamaremos a
estas magnitudes X, Yy V,, respectivamente.
Entonces se tienen las identidades siguientes:
X, = Aseng,
Estas dos relaciones V, = wACOS @, pueden

utilizarse para calcular la amplitud Ay el angulo ¢,
(angulo de fase inicial del movimiento):

El valor de la frecuencia angular, @ del movimiento
se supone conocido por otros medios.

Ejemplo 2. Determinar si P en el mecanismo
ilustrado en la figura se mueve con MAS. En este
mecanismo, QQ’ es una barra sobre la cual puede
deslizarse el cilindro P; esta conectada por una varilla
L al borde de una rueda de radio R que gira con
velocidad angular constante (Este mecanismo,
encontrado en muchas maquinas de vapor,
transforma el movimiento oscilatorio del piston en el
movimiento rotacional de la rueda).

El movimiento de P es oscilante pero no arménico
simple.

Solucion.

De la figura podemos ver facilmente que P oscila
desde una posicion a una distancia (L + R) a partir de
O hasta una posicién (L — R) a partir de O. Para
determinar si el movimiento es armonico simple,
debemos encontrar si el desplazamiento de P
satisface la ecuacion X = Asen(a)t+(p). De la
geometria de la  figura  tenemos  que
X=Rcosd+Lcosg y Lseng=Rsend, de

modo que

R
seng =| — |send
¢ [Lj

cos ¢ = (1-sen’p)” = i(L2 ~R%en?0)"”.

Por consiguiente
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x =Rcosd +(L* - R’sen’0)’*
Con @ = ot da

2
x = Rcosat + (L2 — R%sen?6)’
Esta expresion da el desplazamiento de P en funcion
del tiempo. Cuando comparamos esta ecuacion con la

ecuacion X = Asen(a)t + go), vemos que el primer
término, Rcoswt, corresponde al movimiento
armonico simple con @ = 7[/2, pero el segundo no.

Asi, aunque el movimiento de P es oscilatorio, no es
arménico simple

Un ingeniero mecéanico al disefiar un mecanismo
como el de la figura tiene que pensar cdmo aplicar la
fuerza correcta en P de modo que el desplazamiento x
esté dado por la ecuacion expresada lineas arriba, de
modo que la rueda se mueve con movimiento circular
uniforme. Cuando P estd unido al piston de una
maquina de vapor, esto se lleva a cabo regulando la
admision de vapor.

EL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE Y EL
MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME.

La posicion.

El movimiento armonico simple (MAS) se puede
relacionar con el movimiento circular de la manera
siguiente. Imagine una clavija P unida a una rueda
orientada con su eje perpendicular al plano de la
figura siguiente. La clavija estd una distancia A del
eje, y la rueda rota con velocidad angular constante
. Se proyecta la clavija sobre el eje horizontal (el
eje de x en la figura).

&
%,
P
A
a
Ent=0, laclavija en toda la trayectoria esta a la
derecha y la proyeccién esta en x = A.

La posicion de la proyeccion es
X = Acosd = Acoswt .

La velocidad.
La velocidad tangencial de la clavija tiene una

magnitud Aw, Yy su proyeccion en el eje x es
v=—Awsenwt como se muestra en la figura
siguiente.

La aceleracion.
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La aceleracion de la clavija (centripeta) es Aw?
dirigida como se muestra en la figura siguiente.

a=a?a

Qj
La proyeccion de la aceleracion en el eje de x es

a=—-Aw’coswt. Asivemos que la posicion en
el eje x exhibe el movimiento arménico simple
desde que las ecuaciones para x, v, y a son iguales a
lo obtenido arriba. Si en vez de fijar t = 0 cuando la
proyeccién estaba toda a la derecha, nosotros
hubiésemos elegido otro punto de partida con
ot =0, nuestras ecuaciones habrian incluido el
angulo de la fase ¢.

De la discusion anterior se puede ver porque se
designa con la letra @ a la velocidad angular, asi
como también a la frecuencia angular.

Ejemplo 3. Un punto material de 2,5 kg experimenta
un movimiento arménico simple de 3 Hz de
frecuencia. Hallar:

a) Su frecuencia.

b) Su aceleracion cuando la elongacidon es de 5 cm.
c) El valor de la fuerza recuperadora para esa
elongacion.

Solucion.

La pulsacién se relaciona con la frecuencia mediante
la expresion:

a) w=2xf=273=6xrad.

b) a=afs=(67)°0,05=17,8ms.

¢) F=ms=25.17,8=44,4 N. de prescinde del
signo “-*“ en la expresion de la aceleracion pues tal
signo Gnicamente indica que el sentido de esta
magnitud es contrario al de la elongacién.

Ejemplo 4. La amplitud de un mévil que describe un
MAS, viene dada, en funcion del tiempo, por la

., T .
expresion: Y = 2COS(7Z't + 4] (SI). Determinar:

a) Amplitud, frecuencia y periodo del movimiento.
b) Fase del movimiento en t = 2s.

c) Velocidad y aceleracion del mévil en funcién del
tiempo.

d) Posicion, velocidad y aceleracion del mévil ent =
1s.

e) Velocidad y aceleracién méaximas del movil.

f) Desplazamiento experimentado por el movil entre
t=0yt=1s.

Solucion.
a) Por comparacion con la ecuacion general

y = Acos(wt + ¢, )se deduce que:
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A=2m

w=rycomo w=2x; 7=2; f=05s"
T=1f=1/0,5=2s.

b) La fase viene dada, en este caso por
p=mt+rx/4;, $=2r+r/4=9x/4rad ¢

c) Derivando la ecuacion de la elongacion respecto a
la variable t tenemos la ecuacion de la velocidad:

T
v=-—"==-275en| zt+~ | (SI)
dt 4

d) Derivando de nuevo respecto a la variable t
obtenemos la ecuacidn de la aceleracién:

a= av_ —27%¢0s (zzt + ﬂj )
dt 4

Sustituyendo en las ecuaciones correspondientes:
y=-14142m. ;v=4,44 m/s.; a= 13,96 m/s’

e) La velocidad maxima se adquiere cuando el seno
del angulo vale 1;

Vs = £6,29m/s

y la aceleracion méaxima cuando el coseno del angulo
vale 1;

a, = +19,72m/s?

f) El desplazamiento Ay viene dado por la

diferenciaentrey parat=1eyparat=0.
El valordey parat=1esy; =-1,4142 m,
y parat=0es Y, =2cos /4 =1,4142m ;

Ay =-1,4142 -1,4142 =-2,83 m

Ejemplo 5. Sostengo con la palma de la mano
abierta una caja de fosforos. De repente comienzo a
mover la mano verticalmente con un movimiento
armanico simple de 5 cm amplitud y frecuencia
progresivamente creciente. ¢Para qué frecuencia
dejaré la caja de fosforos de estar en contacto con la
mano?

Solucion.

Cuando baja la palma de la mano, la caja de
fosforos, a partir de la posicion de equilibrio, se
encuentra sometida a la aceleracién de la gravedad,
g, constante en todo momento, y dirigida
verticalmente hacia abajo, y a la aceleracion
correspondiente al movimiento armonico simple:

o’y =4x*f %y dirigida hacia arriba y que
alcanza el valor méximo en el extremo de la
trayectoria: a,,, = A7 F2A apy .

Cuando esta Gltima aceleracion iguale o supere a la
de la gravedad la caja de fosforos dejara de estar en
contacto con la mano. Eso sucederé cuando:

Ar*f?A=g = f=2,235"
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Ejemplo 6. Un blogque descansa sobre una superficie
horizontal.

a) Si la superficie se encuentra en movimiento
armonico simple en direccion paralela al piso,
realizando dos oscilaciones por segundo. El
coeficiente estatico de rozamiento entre el bloque y
la superficie es 0,5. ;Qué magnitud debe tener la
amplitud de cada oscilacién para que no haya
deslizamiento entre el bloque y la superficie?

b) Si la plataforma horizontal vibra verticalmente con
movimiento armdnico simple de amplitud 25 mm.

¢ Cuél es la frecuencia minima para que el bloque
deje de tener contacto con la plataforma?

Solucion.

M

i

—
x = Asendm

f=z2cls = w=2xf =4r
X = Asenwt X = Asendrt
Su aceleracion es:

d*x
a=- =—Al6r’senot = a_, =16Ar>
dtz max
El blogue dejara de tener contacto con la superficie
cuando la fuerza de friccion que la sostiene fija al

piso sea menor que la fuerza de inercia, eso sucede

cuando ma,, = F;

mléAdmr
if—
JIzE
mMi6Az? = A= M8 _
b 1672
A= (057)(928) =0,031m
167
A=31mm
b)
»=0,025zen ar

y = 0,025senwt

Su aceleracion es:
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2
a= ?jtzx =-0,025m°senwt

= a,,, =0,0250

El blogue dejara de tener contacto con la superficie
cuando la fuerza de friccion que la sostiene fija al

piso sea mayor que el peso del objeto, eso sucede

cuando ma_, = Mg

TmD,UESmE
l
* Mg
M0,0250w? =mg = @? =9 _
0,025
=>w= L =19,8 rad/s
/0,025

f=3,15¢c/s

Ejemplo 7. Si la Tierra fuese homogénea y se hiciese
un conducto recto de polo a polo, al dejar caer por él
un cuerpo desde uno de los polos.

a) Demostrar que adquirirla un movimiento armonico
simple (MAS).

b) Calcular el periodo de este movimiento.

Solucioén.

a) La ley de la gravitacion universal nos dice:
2 M .
F=-G—-r

r

M m

X2

En modulo: F = -G

el signo menos nos indica que F va dirigida hacia O.
En nuestro problema M’ la masa encerrada dentro
del circulo de puntos de la figura. Si llamamos p a la
densidad de la Tierra, tendremos:

M'=Vp=%7zxsp
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Por la segunda ley de Newton:
— -
Y F=ma

Mm oo

F=-G =mx

X2
4770Gm
F = _£ X
3
K = 47oGm
3
El movimiento es, por tanto, vibratorio arménico
simple.
b) de periodo:

T= 27z\/E =27 3
k 47pG

Ejemplo 8. Si la Tierra fuese homogénea y se hiciese
en conducto recto como se indica en la figura, al dejar
caer por €l un cuerpo de masa m

a) demostrar que adquiriria un movimiento oscilatorio
armonico simple.

b) Calcular el periodo de ese movimiento.

Suponer que no existen rozamientos entre el cuerpo y
las paredes del conducto.

Luego: =—kx

De aqui

Solucion.

a) Llamando M a la masa de Tierra encerrada en la
esfera de radio r, obtenemos para valor del médulo
de la fuerza Fq que representamos en la figura:

My

-

Mm
FO:Gr_Z
dm M M,
Como:p:—z—:—
dv. VvV
r3
MZEMO

0
Sustituyendo, teniendo en cuenta que
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G%= mg, = GM, = g,RZ,
0
mg,r
RO
La fuerza responsable del movimiento es:

Obtenemos: F, =

mg,r X
F=-———senp, senp=—
R, v v R
De aqui
m
Fo—Y g
RO

El signo menos nos indica que va dirigida hacia abajo.
El movimiento es oscilatorio armonico simple.
b) de periodo

TZZH\/EIZﬂ' &:84 min
k \ 9

Ejemplo 9. Una barra pesada uniforme de masa m
reposa sobre dos discos iguales que son girados
continuamente en sentidos opuestos, como se
muestra. Los centros de los discos esta separados una
distancia d. El coeficiente friccion entre las barras y
la superficie de los discos es g, constante

independiente de la velocidad relativa de las
superficies.

Inicialmente la barra se mantiene en reposo con su
centro a una distancia xo del punto equidistante de los
discos. Al tiempo t = 0 se suelta. Encontrar el
movimiento subsiguiente de la barra.

Cc

.
|
: J
I
g
[

A

"
=

Solucion.
Aparato

Mmu.;\«_'ntt.'i

| |

Vista lateral

Vista posterior
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Diagrama de cuerpo libre de la barra

Las fuerzas actuantes sobre la viga se muestran en
dibujo siguiente. Los centros de los discos estan
separados una distancia d. Las fuerzas de rozamiento

son en sentidos opuestos.
WA
Fro
®C

N,
Fy

g
“il’ | f@‘ii’
X
._g+.\-ig__\{
d !

Aplicando la segunda ley de Newton;

F, =0: N,+N,-mg=0 1)

7. =0: —N1(9+x]+N2(9—x]:0
2 2

2

La ecuacién de momentos (2) se escribe con respecto
al centro de gravedad C de la barra, Despejando N; y
N, de (1) y (2), obtenemos

1 d 1 d
N,=—mg| ——X|, N,=—mg| —-+X
175 9(2 j 275 9(2+ j

Como Z F = ma, para la barra, obtenemos:

Fi,—F,=mXx = uN, — N, =mx

oo}

Simplificando:
o 2
X+ L) x=0.
d
Ecuacién correspondiente al movimiento arménico
simple, cuya frecuencia natural es @, €s

w, = ‘/ZTﬂg rad/s

La ecuacién del movimiento de la barra.
X = X, COS @,t
La barra se mantiene un moviendo oscilatorio

armonico simple sobre los discos que giran en
sentidos opuestos.

ENERGIA EN EL MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE

Como oscilador arménico simple es un sistema
conservativo, la fuerza se puede derivar de la funcion
energia potencial.

__du
dx
U
Como F = —kx, tenemos: —— = kx
dx
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U=de=jkxdx=;kx2

La energia potencial del oscilador armonico simple
1

es U = —kx?
2

Como hemos visto es la energia de deformacion
elastica del resorte.
Como

x = Asen(at — @),y X, = A
Se tiene

U, = 1kA2
2

Por otra parte la energia cinética del oscilador
arménico simple es

o\ 2
K = Lmy? =1m[xj
2 2

Como

X = Acos(at — ),
Con

Xmax = Aw , se tiene

1 2

K ==mMXma =EmA2w2 :EkA2
2 2 2

La Energia mecanica total es:
E=K+U
= ;mAza)2 cos(ot — @) + ; kA? cos(at — @)

Como

2
w =

3 |=

E = ~KA? cos”(wt — ¢)+%kAzsen2(wt -9)

N |-

E= %kA2 = Constante

O sea que
E=K+U=K_, =U_.
PROBLEMA BASICO MASA - RESORTE
Resorte horizontal.

En nuestra primera referencia a este tipo de sistemas,
considerabamos que estaba compuesto por un solo
objeto de masa m sujeto a un resorte de constante k'y
longitud ¢ o a otro dispositivo equivalente, por
ejemplo, un alambre delgado, que proporciona una
fuerza restauradora igual al producto de cierta
constante k por el desplazamiento respecto al
equilibrio.

NNV
E__ e R | :

...... g

) S1ll e S

\ | |
I 1 1
r=-4 0 =4

Esto sirve para identificar, en funcion de un sistema
de un tipo particular sencillo, las dos caracteristicas
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gue son esenciales en el establecimiento de
movimientos oscilantes:

1. Una componente inercial, capaz de transportar
energia cinética.

2. Una componente elastica, capaz de almacenar
energia potencial elastica.

Admitiendo que la ley de Hooke es vélida, se obtiene
una energia potencial proporcional al cuadrado del
desplazamiento del cuerpo respecto al equilibrio

1
igual a E kx? . Admitiendo que toda la inercia del

sistema esta localizada en la masa al final del resorte,
se obtiene una energia cinética que es precisamente

1
igual E mv?, siendo v la velocidad del objeto. Debe

sefialarse que ambas hipotesis particularizaciones de
las condiciones generales 1y 2 y que habrad muchos
sistemas oscilantes en que no se apliquen estas
condiciones especiales. Sin embargo, si un sistema
puede considerarse compuesto efectivamente por una
masa concentrada al final de un resorte lineal
(“lineal” se refiere a su propiedad y no a su forma
geométrica), entonces podemos escribir su ecuacion
del movimiento mediante uno de estos dos
procedimientos:

1. Mediante la segunda ley de Newton (F = ma),
—kx=ma
2. Por conservacion de la energia mecanica total (E),

1mv2 +1kx2 =E
2 2

La segunda expresion es, naturalmente, el resultado
de integrar la primera respecto al desplazamiento X,
pero ambas son ecuaciones diferenciales del mo-
vimiento del sistema.
Vamos a aplicar la segunda ley de Newton (F = ma),
en el instante en que el resorte se a estirado una
longitud x

.

\

=
= 1
e

f o—x—|

: i
s

La figura a continuacion muestra el diagrama del
cuerpo libre de la masa.

) a

Aplicando la segunda ley de Newton (F = ma),
2

—kx=ma=m t2)(+kX=00m.)z+kX=O
.>Z+£x:0
m
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Cuando se vea una ecuacion analoga a éstas se puede
llegar a la conclusién de que el desplazamiento x es
una funcién del tiempo de la forma

X(t) = Asen(a)t — go), en donde @ = \/% siendo

K la constante del resorte y m la masa.

Esta solucion seguira siendo valida, aunque el
sistema no sea un objeto aislado sujeto a un resorte
carente de masa.

La ecuacién contiene otras dos constantes, la
amplitud Ay la fase inicial ¢, que proporcionan

entre las dos una especificacion completa del estado
de movimiento del sistema para t = 0 (u otro tiempo
sefialado).

Resorte vertical.

Hasta este punto hemos considerado solamente
resortes en posicion horizontal, los que se encuentran
sin estirar en su posicion de equilibrio. En muchos
casos, sin embargo, tenemos resortes en posicion
vertical.

.
‘.:|='. ‘.:I"

ot
a
=
g

El resorte tiene una longitud
original £, cuando se ata una masa
m a un resorte en posicién vertical,
el sistema esta en equilibrio cuando
el resorte ejerce una fuerza hacia
arriba igual al peso de la masa. Esto
es, el resorte se estira una longitud
AY¢ dada por

. i AL
kKAl=mg = M:Tg m

Por consiguiente, una masa en
un resorte vertical oscila
alrededor de la posicién de
equilibrio.
Aplicando la segunda ley de
Newton (F =ma),
—k(y +A¢)+mg =ma
= —ky —kAZ+mg =ma
Como KAZ =mg :
—ky =ma

2

d-y
dt?

|

E(P+AL)
b

4

3

=m +ky:Oom.);+ky:O
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(1] k
y+—y=0
m
En todos los otros aspectos las oscilaciones son
iguales que para el resorte horizontal.

y(t)= Asen(at — @)
El moviendo es armonico simple y la frecuencia esta

[k
dada por @ = ,|— , siendo K la constante del
m

resorte y M la masa.

Ejemplo 10. Una masa m se conecta a dos resortes de
constantes fuerza k; y k, como en las figurasa, by c.
En cada caso, la masa se mueve sobre una superficie
sin friccion al desplazarse del equilibrio y soltarse.
Encuentre el periodo del movimiento en cada caso.

Solucion.
a) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.
F=inn F=lix F=lx

T T o]
Para cada uno de los resortes:
> Fo=ma,, F=kx, F=k,X,
Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =K, X, donde X = X; + X,

Luego, podemos escribir.

F F F 1 1 1

—=—t— =

k, k k, k  k Kk
_ klk2

© ok +k,

klkz
Conesto o= _|—————= VY
m(kl + kz)

m(kl + kZ)
klkZ

y k

T=2x

b) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.
E_z x E

+R000000

F=lx
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Para cada uno de los resortes:

D> F.=ma,, F, =kx, F, =k,X

Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =k X, ahora F =F +F,
Luego, podemos escribir.

kx=kx+k,x = k, =k, +k,

Conesto @ = M yT =27 _m
V' om (k; +k,)

¢) Haciendo el diagrama de cuerpo libre.

H=khx R

+ HOBOGOOO0 ™ +
Para cada uno de los resortes:

D> F.=ma,, F, =kXx, F, =k,X
Visto en conjunto la masa oscila debido a un resorte
equivalente: F =k X, ahora F =F +F,
Luego, podemos escribir.

k. x =k x+k,x = k, =k, +k,,

(kl+k2)yT:27Z' m
m (k, +k,)

¢ Cudl seria el periodo para el caso de la figura
siguiente?

F, F=lhx

(G

Conesto w =

Ejemplo 11. Al suspender un cuerpo de masa m de un
resorte de constante k;, y separarlo ligeramente de su
posicion de equilibrio, el sistema oscila con una
frecuencia f;. Si ahora este resorte se monta como
indica la figura, junto con otros dos, de constantes ks
= 2k; y ks = 4k, utilizando una barra de peso
despreciable, ;cual sera la nueva frecuencia propia del
sistema con relacién a la anterior? A es el punto
medio de la barra.

mg

Solucioén.
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Como k; es diferente k, , los estiramientos
de los resortes no son iguales, por lo tanto
no podemos considerar la suma de las
constantes como la constante equivalente
de la parte en paralelo.

En este caso vamos hallar directamente la
constante equivalente del conjunto.

Estira x Estira X
k 2
1 k,
g2 = mgi2
mgi2 tmgi2
Y g
mg
i Estira x,
3
mg

El estiramiento del resorte 1 es:

« = M9 /12 mg
= —_ 9
k, 2k,
El estiramiento del resorte 2 es:
. = mg/2 mg
2 = T, T
K, 4k,
El estiramiento del resorte 3 es:
m m
x, = Mg _mg
k, 4k,
Con el peso mg el resorte se estira
X, + X
— % + X,
m
Siendo X = —g

eq
Reemplazando x, X1, X, ¥ Xa:

mg _ mg
EZZk1 4k1+m=5mg
Keg 2 4k, 8k,
8
keq :gkl

La frecuencia del conjunto es:
k /
o= -3 = % =27 f
m 5m
1 [8k
=

27\ 5m
Como la frecuencia del resorte 1 es

(o1l
oz m
Obtenemos:

10
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L:\/§:1,26.
f, V5

Ejemplo 12. Un pequefio proyectil de masa 10 g que
vuela horizontalmente a velocidad 20 m/s impacta
plasticamente contra un bloque de madera de masa
190 g unido a un resorte ideal de constante 500 N/m
que se halla en posicion horizontal. Determine la
amplitud y frecuencia de las oscilaciones producidas.

Solucioén.

W, i
ﬁ gin

Por conservacién de cantidad de movimiento:

mv, = (m+M)y,

=V, = V,

(m+M)
(10 +190) s

Por conservacion de energia:

1m+M 2:lkA2:>
L(memp; - L

L (0,2kg )(ﬁ] - 1(5ooﬁ]A2
2 S 2 m

De aqui: A=0,02m =2cm
La frecuencia se obtiene de

w=24 = L =
(m+M)
po |k
27\ (m+M)
L0025,
27\ 02 ~«

Ejemplo 13. En el diagrama de la figura el resorte
tiene masa despreciable y una longitud de 20cm
cuando esté sin deformar. Un cuerpo de 2kg. Unido
al resorte puede moverse sobre una superficie plana
horizontal lisa. A dicho cuerpo se le ata un hilo que
pasa por una polea sin rozamiento y del cual pende
un cuerpo de 4kg. El sistema se halla inicialmente en
reposo en la posicidn representada y la longitud del
resorte comprimido es de 15cm. Se corta entonces el
hilo y el cuerpo de 2 kg empieza a oscilar con
movimiento armonico simple.
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i
kg

a) ¢Cual es el valor de “k”?

b) Hallar la ecuacion diferencial

c) Hallar la amplitud de oscilacién y la frecuencia
natural del MAS.

d) Hallar la energia mecanica del sistema.

Solucién.

a) ¢Cual es el valor de “k”?

[P,
48‘ 7 \—ah-
kix kg
1 =z
4
kg

dg
Ax=0,2-015 =0,05m
F = kAx
= i L —4(9’8) =784 N/m
AX  AX 0,05

b) Hallar la ecuacion diferencial

Al cortar la cuerda
, _h—4
2| a
B
1

Vamos a aplicar la segunda ley de Newton (F = ma)
al cuerpo de masa 2 kg en el instante en que el
resorte estd comprimido una longitud x

——

2

X+kx:Oom.>Z+kx=O

—kx=ma=m >
t

;+—x:0 = .>2+7—84x=0
m

11
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= x+392x=0
¢) La amplitud del movimiento es A = 0,05 m, la

frecuencia angular es @ = /392 = 19,8 rad/s

. o 198
La frecuenciaes; f =— =

2r 27
d) Hallar la energia mecénica del sistema.

%784(0,05)2 =0,98

=3,15¢c/s

E :EkA2 =
2

PENDULOS

Péndulo simple

Un ejemplo de movimiento arménico simple es el
movimiento de un péndulo. Un péndulo simple se
define como una particula de masa m suspendida del
punto O por una cuerda de longitud ¢ y de masa
despreciable. Si la particula se lleva a la posicion B
de modo que la cuerda haga un angulo & con la
vertical OC, y luego se suelta, el péndulo oscilara
entre B y la posicion simétrica B’.

Para determinar la naturaleza de las oscilaciones,
debemos escribir la ecuacion de movimiento de la
particula. La particula se mueve en un arco de circulo
de radio ¢ = OA. Las fuerzas que acttian sobre la
particula son su peso mg y la tensiéon T a lo largo de
la cuerda. De la figura, se ve que la componente
tangencial de la fuerza es

F, = —mgsené, donde el signo menos se debe a
que se opone al desplazamiento s = CA. La ecuacion
del movimiento tangencial es F, = ma, y, como la

particula se mueve a lo largo de un circulo de radio
£, podemos usar la ecuacion

dv dw d?e
a=—=R—= >~ = Ra (reemplazando
dt dt dt
R por £) para expresar la aceleracion tangencial.
d’e =

Estoes @, = EF = /0. Laecuacion del

movimiento tangencial es por consiguiente

mﬁb‘ =-—mgsené o ;9‘+3sen6 =0

Movimiento oscilatorio de un péndulo.
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Esta ecuacion no es del mismo tipo que la ecuacion

X+ @*X =0 debido ala presencia del sené Sin
embargo, si el angulo @ es pequefio, lo cual es cierto
si la amplitud de las oscilaciones es pequefia,
podemos usar la aproximacion sené =~ & vy escribir
para el movimiento del péndulo

0+909-0
¢

Esta es la ecuacion diferencial idéntica a la ecuacion

o
X+ @’X =0 si reemplazamos X por 6, esta vez
refiriéndonos al movimiento angular y no al
movimiento lineal. Por ello podemos llegar a la
conclusion que, dentro de nuestra aproximacion, el
movimiento angular del péndulo es arménico simple

con @° = % El angulo @ puede asi expresarse en

la forma @ = 6, cos(wt + @), el periodo de
oscilacion esta dado por la expresion

T:27z\/Z
g

Notese que el periodo es independiente de la masa
del péndulo. Para mayores amplitudes, la

aproximacion sené ~ @ no es valida.

Ejemplo 14. Calcular la tension en la cuerda de un
péndulo en funcion del angulo que hace la cuerda con
la vertical.

Solucion.

Para calcular la tension T, primero obtenemos la
fuerza centripeta sobre la particula,
F.=T-F,=T-mgcosé,

ya que, de la figura del péndulo simple, Fy esta dada
por mg cosé. Luego igualando esta expresion a la
masa multiplicada por la aceleracion centripeta

mv? /¢ (nétese que ¢ es el radio), con esto

obtenemos
2

T —-mgcosé = mv7

Para conseguir la velocidad usamos la conservacion
de la energia considerando como nivel 0, el punto de
suspension del péndulo:

%mv2 —mg/cos@ = -mglcosf, =
%mv2 = mg/(cos@ —cos b, )

Estoes, v* = 2g/(cos@ —cos#,)
y por lo tanto
T =mg(3cosd —2cosb,)

Péndulo compuesto

12
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Un péndulo compuesto (o fisico) es cualquier cuerpo
rigido que puede oscilar libremente alrededor de un
eje horizontal bajo la accidn de la gravedad. Sea ZZ’
el eje horizontal y C el centro de masa del cuerpo.
Cuando la linea OC hace un angulo & con la
vertical, el torque alrededor del eje z actuante sobre

el cuerpo es 7, = —Mgdsené, donde d es la

distancia OC entre el eje z y el centro de masa C. Si
| es el momento de inercia del cuerpo alrededor del

ejez,y a = 6 eslaaceleracion angular.
Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacién

ZT = | & obtenemos:

— Mgdsené = | . Suponiendo que las
oscilaciones son de pequefia amplitud, podemos
suponer que Senéd =~ @, de modo que la ecuacion
del movimiento es

p—_Muod 05+Mnge=o

Péndulo compuesto.
Podemos comparar esta ecuacién del movimiento

.z 2
comparar con la ecuacion X+ o“x =0,
demostrando que el movimiento angular oscilatorio

Mgd

es armonico simple, con 0’ = T Por

consiguiente, el periodo de las oscilaciones es

T=2x /L
Mgd

Ejemplo 15. Un anillo de 0,10 m de radio esta
suspendido de una varilla, como se ilustra en la
figura. Determinar su periodo de oscilacion.

Solucién.
Designando el radio del anillo por R, su momento de
inercia con respecto a un eje que pasa a través de su

centro de masa C es | . = MR?. Entonces, si

aplicamos el teorema de Steiner (I o=lc+Md® )
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en este caso d = R, el momento de inercia con
respecto a un eje que pasa a través del punto de
suspension O es

| =1, +MR? = MR? + MR? = 2MR?,
Para un péndulo fisico o compuesto

T= 27z/ I , luego
2
T_og /ZMR T2 /ZR

Lo cual |nd|ca que es equivalente a un pendulo
simple de longitud 2R, o sea el didmetro del anillo.
Al reemplazar los valoresde R=0,10my g=9,8
m/s? obtenemos T = 0,88 s.

Ejemplo 16. En una caminata normal, las piernas
del ser humano o del animal oscilan libremente més
0 menos como un péndulo fisico. Esta observacion
ha permitido a los cientificos estimar la velocidad a
la cual las criaturas extintas tales como los
dinosaurios viajaban. ¢Si una jirafa tiene una
longitud de piernas de 1.8 m, y una longitud del paso
de 1 m, qué estimaria usted para el periodo de la
oscilacién de la pierna? (Cual seria su velocidad al
caminar?

Solucion.

Podemos modelar la pierna de la jirafa como un
péndulo fisico de longitud L que oscila alrededor de
un extremo. Su momento de inercia alrededor del

. 1 .2
punto de oscilaciones | = gmL

El periodo de un péndulo fisico es

1
~mL?
\ Mgd N
2

=225
_ Iongltud_del paso _ 1m :0’46m
periodo 2,25 S

Ejemplo 17. Considere una barra delgada con masa M
=4 kg y de longitud L = 1,2 m pivotada en un eje
horizontal libre de friccion en el punto L/4 desde un
extremo, como se muestra en la figura.

a) Encuentre (a partir de la definicion) la expresion
para el momento de inercia de la barra respecto del
pivote.

Hugo Medina Guzman

b) Obtenga una ecuacion que dé la aceleracion
angular o de la barra como funcién de 6.

c¢) Determine el periodo para pequefias amplitudes de
oscilacién respecto de la vertical.

Eje de rotacitn sin
rigrion L al
planc dela pagina

Solucioén.
a)

= Jream = [+ Mgp -
)

M 28L°%) 7ML?
3L\ 64 48

3L/er

b) r = _I\igLsenaz |,
= Msené? = —12—g<9
41, 7L
Para oscilaciones pequefias,
_ 12,
7L
T =2x lo =2 L
M L/4 12g
=1,68s

Ejemplo 18. Un disco pequefio delgado de masa m y
radio r se sujeta firmemente a la cara de otro disco
delgado de radio R y masa M, como se muestra en la
figura. El centro del disco pequefio se localiza en el
borde del disco mayor. El disco mayor se monta por
su centro en un eje sin friccion. El dispositivo se gira
un angulo @y se suelta

a) Demuestre que la rapidez del disco pequefio cuando
pasa por la posicion de equilibrio es

(1-cos#)

2
(M+ r +2J
m R’

b) Demuestre que el periodo del
movimiento es

2 2
T zzﬁ\/(M +2m)R? +mr
2mgR

v=2 [gR
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Solucion.

a) E = K + U = constante, Luego
I‘<arriba + Uarriba = Kabajo + Uabajo
Como Karriba = Uapajo = 0

1,,
Obtenemos mgh = 2 lo®, pero

h=R-Rcosé = R(1-cosd), a):g e

MR? mr? 2 .
| =——+——+mR". Sustituyendo
2 2
encontramos
2 2 2
ng(l—cosH):1 MR MR mR? V—Z
2\ 2 2 R
M mr? m
mgR(L—cos@)=| — + +— V2
g( ) (4 2R? 2] Y
v = 4R (1—cos@)
(w7
—t +2
m R
de aqui
v=2 laR (1-cos®)

b) Para un péndulo fisico

T=2x ! ,aqui M =m+ M ;
Mgd

d:mR+M(O) mR

Hugo Medina Guzman

uno, sentados en los extremos opuestos de la barra se
balancean. ¢ Cudl es el periodo del movimiento de
este sube y baja modificado?

Aan T

Solucion.
La ecuacion del péndulo fisico puede encontrarse
aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion:

ZTO =l,a

—mgdsenéd =1,6 ,
M es la masa total del sistema.,
g la aceleracion de la gravedad,
d la distancia del punto de apoyo al centro de masa
del sistema.
I, es el momento de inercia del sistema con

respecto al apoyo (centro de oscilacién)

y # es el angulo que forma la linea que pasa por el
punto de apoyo Yy por el centro con la vertical cuando
el sistema esta oscilando.

(1] m d

Luego &+ g send = 0, para oscilaciones
(o}
** mgd
pequefias &+ g 60=0,
I (6]

. mgd

Deaqui @ = |——

IO
Reemplazando valores:
m =2(44) + 8,5 = 96,5 kg,

d- 2(44)(2,D)sen11° + 2((4,25)(1,05)sen11°

96,5

Luego

[MZRZ +mzf2+msz -038m
T=2x R

m
ko) lo = 2044)(21)" + 22 (425)21)
M +2m)R? + mr?
T=2¢ |t

- ”\/ 2mgR = 400,56 kgm’
Ejemplo 19. Problema del sube y baja. Una barra Luego:

de 4,2 mde longitud, 8,5 kg de masa tiene un doblez
de 202° en su centro de tal manera que queda como
muestra la figura. El doblez de la barra reposa sobre
un apoyo agudo. Los gemelos de masa 44 kg cada

o [965(08)038 o rad
400,56 s

14
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SISTEMAS DE PENDULOS Y RESORTES

Ejemplo 20. El sistema mostrado en la figura
consiste de una barra de masa despreciable, pivotada
en O, Una masa m pequefia en el extremo opuesto a
O y un resorte de constante k en la mitad de la barra.
En la posicién mostrada el sistema se encuentra en
equilibrio. Si se jala la barra hacia abajo un angulo
pequefio y se suelta, ¢cudl es el periodo de las

oscilaciones?
k
m
Solucion.

Supongamos al sistema desviado un angulo &

k%l
0 i
mg

t-.u| =
t-.u| =

Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion:

Zro =l,a

El resorte es el Gnico elemento que causa una fuerza
recuperativa, el efecto del peso de la masa esta
compensado por el efecto del estiramiento previo del
reste para poner al sistema en posicién horizontal.

- kx(gj cos@ = me2 9

4
Tenemos que X = (zjsene

Para angulos pequefios:
send~0 ycosd~1

2 (1] o0
Asi: —kiﬁzmﬁze = 9+L9=0
4 4dm

Ecuacion de moviendo armdnico simple con

w:JlL:DT:bnﬁm
4m k

Ejemplo 21. Problema del Metrénomo. El
metrénomo es un aparato para medir el tiempo y
marcar el compas de la masica

15
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La figura muestra un metrénomo y un modelo de
metrénomo.

Metrénomo vertical invertido La figura muestra un
metronomo invertido, donde la masa M se puede
situar entre los extremos Ay B. Despreciar el peso
de la barra rigida OAB. OA = ¢, 0B =10/, Ia
masa de la barra del péndulo se considera
despreciable.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O.

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M estd primero localizada en Ay luego en B

Solucioén.
a)

Mg
D 7o =—2kx.Lcos0 - Mghsend = | ,a
Como: X = send, |, = Mh?:

‘0

dt?

—2k.¢*senécosé — Mghsend = Mh®

Con senf@ =~ @ , cosd =1y simplificando:

2 X 29 _gho=h?d
M
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b)con MenA: h=1/
5+(2k gj@ 0

M2 M 2k ) ¢

Con MenB: h=10¢
o[ 2K L 9 Y o
1OOM 10/

100M 6 10\

Metrénomo vertical derecho La figura muestra un
metrénomo invertido, donde la masa M se puede
situar entre los extremos Ay B. Despreciar el peso
de la barra rigida OAB. OA = ¢, 0B = 10/.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M esta primero localizada en A y luego en B

1OOM
2k

s ]
FFIFEEEA XINSIEERA

Solucioén.
a)

D 7o =—2kx.Lc0s 6+ Mghsend = |,

Como: X = /sené, —Mh2

—2k./?sen@cosé + Mgh.send = Mh? dte
Con senéd ~ @ , cos@ =1 y simplificando:
2 X 29 gho=n?5

M

16
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b)con MenA: h=1/
5+(2k—g}9=0 =
M/

Con MenB: h=10¢

5+( 2K —9}9:0
100M 10/

2k g
100M 10/

2k ) _gMg
M ke

Metronomo horizontal

La figura muestra un metrénomo invertido, donde la
masa M se puede situar entre los extremos A 'y B.
Despreciar el peso de la barra rigida OAB. OA = /¢,

oB=107.

a) Encuentre la ecuacion diferencial que gobierna el
movimiento cuando la masa M esté situada a una
distancia h del punto O

b) Cual es la frecuencia natural de la oscilacion
cuando M estd primero localizada en Ay luego en B

AL R L

=
=
e
=
=
A
-
]
=
=
=
-
=
&
=
=
=
H
=
=
feal

Solucioén.
a)
h |
— £ —|
kﬂ.lT
. = - -
kAx Mg

Equilibrio estatico ) 7, = —2KAX/ + Mgh =0

El torque producido por los pesos de las masas es
compensado por los torques producidos por las
reacciones a las deformaciones previas de los
resortes. Luego la ecuacién dinamica es:
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D 1o =—2kx.Lcos6 = I,

Como: X = /sené, 1, = Mh®:

d’e

dt?

Con senéd =~ @ , cosd =1 y simplificando:

2K peg_n2g
M

(1] 2

0+ z—kg—z 0=0
M h

b) ConMenA: h=/

.6.’+[2kj0:0:>a):
M

ConMenB: h=10¢

1.9.+ (ije =0
100M
1 |2k

=S 0=—.—
10V M

—2k./*sen@cos @ = Mh?

2k

Ejemplo 22. Un cilindro de masa M y radio R se
conecta por medio de un resorte de constante k como
de muestra en la figura. Si el cilindro tiene libertad de
rodar sobre la superficie horizontal sin resbalar,
encontrar su frecuencia.

Solucion.
Por la ley de Newton
Aplicando la segunda ley de Newton al cilindro,

Hugo Medina Guzman

ZFzmaom;zz—kx—Ff

Donde F; es la fuerza de friccion,
Usando la segunda ley de Newton para la rotacion,

Zleot;,

I05=FfRo[lmR2) X |-F,R
2 R

Deaqui F, = 5 M X, sustituyendo esta expresién en la
ecuacion de la fuerza obtenemos

m;:—kx—lm; 0 Em.>2+ kx=0
2 2

y a)ozwf%rad/s

Por el método de la energia:

La energia total del sistema es la suma de la energia
cinética (traslacional y rotacional) y la energia
potencial; y permanece igual para todo tiempo,

E= (Ktraslacién +Krotaci()n) +U

1., °? 1, +°
Ktraslacién = 5 M x ) Krotaci()n = E Io 0
Donde el momento de inercia del cilindro es
1
| 0o == MR? ,
2

También RA=Xx y RO=xX
La ecuacién de la energia del sistema para cualquier
tiempo es

E
Como E = constante, — =0

dt
=(2M .>z+kxj>.<:0

Como X no siempre es cero, la ecuacion del

dE
dt

17
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movimiento es

§M.>2+kx=0 0 a)(,:w/ﬂrad/s A4
2 3M

Ejemplo 23. El disco homogéneo tiene un momento T=img
de inercia alrededor de su centro 1, = 0,5 kgm?y kré,
radio R = 0,5 m. En su posicion de equilibrio ambos r

resortes estan estirados 5 cm. Encontrar la frecuencia

angular de oscilacion natural del disco cuando se le

da un pequefio desplazamiento angular y se lo suelta. mg

k =800 N/m ] o
Para hacerlo oscilar hay que sacarlo del equilibrio

con un movimiento vertical de la masa m.

Solucién aplicando la segunda ley de Newton:
Como el peso esta compensado por el estiramiento
previo la Gnica fuerza actuante es producida por el

estiramiento adicional del resorte.

3
T T,

Solucion. 45
Usando la segunda ley de Newton para la rotacion, -

dr=1,0, - o

La tension inicial en cada uno de los resortes es kre
N T

(800 mj(o,osm) — 40N y

El cambio en tensidn es 800(0,50) = 4000, y

056 = [(40-4000) (40+4000)}0,5 Aplicando la segunda ley de Newton:

o 5+ 4000 =0 Para la masa m, Z F =ma
De la cual .
w, =~/400 = 20rad /s —T'=ma=mx

) _ _ Como X=r@, x=r60
Ejemplo 24. Determinar la frecuencia natural del o
sistema resorte-masa-polea mostrado en la figura. Luego T'=—mré@ 1)

Para el disco de masa M, ZT =la
la=1,0=T'r—(kro)r )

1 . .
Donde 1, = > Mr? es el momento de inercia de la

polea.
Reemplazando (1? En (2):

;Mr2 6= r(—mr:9.) —kr?6

:“ T
Solucion.

Equilibrio estatico: 1
El resorte tiene un estiramiento inicial igual a 6, y ( Mr? + mr2j9+ kr20 =0,

que produce una fuerza ero que equilibra al peso

mg. Finalmente @, = /Lrad/s
Osea kré, =mg M/2+m

Solucién por el método de la energia:
E = K+ U = constante
K = Khasa T Kpolea

18
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o2 02 L2 .2
K =Lmx +£I06 _Lirg +£I00
2 2 2 2

0 = Lot = Ly
2 2

Como la energia total de sistema permanece
constante,

%(mu):o 0

mr?90+1,00+kr’60=0

= é(mr2 0+ Iy 0+ krzﬁ) =0

Como t.9no siempre es cero,

(mrz :9.—1- l, :9.’—1- krzﬁj es igual a cero. Luego

kr?
I, +mr

= @, = Lrad/s
\/ M/2+m

PENDULO DE TORSION.

o+

Otro ejemplo de movimiento armonico simple es el
péndulo de torsién, consistente en un cuerpo
suspendido por un alambre o fibra de tal manera que
la linea OC pasa por el centro de masa del cuerpo.
Cuando el cuerpo se rota un angulo @ a partir de su
posicion de equilibrio, el alambre se tuerce,
ejerciendo sobre el cuerpo un torque 7 alrededor de

OC que se oponen al desplazamiento & y de
magnitud proporcional al angulo, 7 = —x€, donde
K es el coeficiente de torsion del alambre.

Aplicando la segunda ley del movimiento (para
variables angulares):

Zro=loa

Si 1, es el momento de inercia del cuerpo con
respecto al eje OC, la ecuacidn del movimiento

—xk0=l,a, con a=0,es
. . i
l,0=-x6 o O+—0=0
I0
Nuevamente encontramos la ecuacion diferencial del
MAs, de modo que el movimiento angular es

19
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K

;s s . 2 .

armanico simple, con @ = — ; el periodo de
0

oscilacion es

T :27z\/E
K

Este resultado es interesante debido a que podemos
usarlo experimentalmente para determinar el
momento de inercia de un cuerpo suspendiéndolo de
un alambre cuyo coeficiente de torsion K se conoce,

y luego midiendo el periodo T de oscilacion.

MOVIMIENTO ARMONICO EN DOS
DIMENSIONES.

Hasta ahora no hemos limitado a estudiar el
movimiento armonico de la particula o cuerpo
descrito por una sola variable, ahora permitiremos a
la particula, movimiento en dos dimensiones.

— -

F=—kr

La fuerza se puede descomponer en dos
componentes

F, =-kx, F, =-ky

Las ecuaciones del movimiento son:

‘>Z+a)02x:0, .);+a)§y:0

Donde como antes ¢ = k/m . Las soluciones son:
X = Acos(wyt — ), Y,y = Beos(ayt - B)

Luego el movimiento es arménico simple en cada
una de las dimensiones, ambas oscilaciones tienen la
misma  frecuencia pero tienen que diferenciar
amplitudes y fases. Podemos obtener la ecuacion de
la trayectoria de las particulas eliminando el tiempo t
entre las dos ecuaciones. Para esto escribimos:

Y = Beos|o,t —a —(a - B)]
= Bcos(w,t —a)cos(a — )
- Bsen(w,t —a Jsen(a — S)
Con

Cos(a)ot - a) =—y

> | x

sen(w,t — )= 1—(

j

2
yzgxcow— B 1—[)() seno
A A

> | =

Llamando & = (a — ) :

Elevada al cuadrado se transforma en:
A?y? — 2 ABxycos S + B*x? cos® &
= A’B%sen’s — B®x%sen®s
Que es:
B*x? —2ABcosd + Ay’ = A’B?sen’s
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T .,
Para 0 = iE , esta ecuacion toma la forma de una

elipse:

2 2
X
Xy
A? B?
En el caso particular e A=By & =+7/2,
tendremos un movimiento circular:
XZ + yZ — AZ
Otro caso particular es con 6 =0, en que
tendremos:

Bx? —2ABxy + Ay’ =0 = (Bx—Ay)’ =0,
expresion de ecuacion de una recta:

=1

B
=—,para 0=0
y A p
De forma similar para 6 = £7
B
y=——,para 0 ==rx

En la figura pueden observarse algunas de las curvas
correspondientes al caso A =B, cuando 0 =0,

S=rlbyS=nr/2

En general las oscilaciones bidimensionales no tienen
por qué ser las mismas frecuencias en los mismos
movimientos segun las direcciones x e y, de forma
que las ecuaciones se conviertan en

Xy = Acos(@,t—a), ¥, = Beos(a,t - )
y la trayectoria no es ya una elipse, sino una de las
Ilamadas curvas de Lissajous. Estas curvas seran

cerradas cuando el movimiento se repita sobre si
mismo a intervalos regulares de tiempo, lo cual s6lo

sera posible cuando las frecuencias @, y @, , sean
«conmensurables», o sea, cuando @, / @, seauna

fraccion racional.
En la figura a continuacion se representa uno de

estos casos, para el cual a)x/a)y = 2/3 (y asimismo,
A=By a = /).
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Curvas de Lissajous.

En el caso de que el cociente de las frecuencias no
sea una fraccion racional, la curva ser abierta; es
decir, la particula no pasara dos veces por el mismo
punto a la misma velocidad.

Medida del desfase entre dos sefiales

En un osciloscopio componemos dos MAS de
direcciones perpendiculares y de la misma frecuencia
, desfasados 6. Supondremos por simplicidad que
ambas sefiales tiene la misma amplitud A.

X =Asen(wt)

y =Asen(ewt + 9)

La trayectoria como podemos comprobar es una
elipse.

La medida de la interseccion de la elipse con los ejes
X e Y nos permite medir el desfase 6, entre dos
sefiales x e y.

a) Interseccion con el eje Y
Cuando x =0, entonces wt=0,0 = .
Yo = Aseno
Yo=Asen(z+ &) = - Aseno
Si medimos en la parte positiva del eje Y, tendremos
que sen 5= YA
En la pantalla del "osciloscopio" el eje X y el eje Y
esta dividido en 20 partes, cada division es una
unidad.
En la figura, A=10, e y, =5, el desfase 6=30°, 6 mejor
o=n/6
b) Interseccién con el eje X
Cuandoy =0, entonces wt=-5,06 (7 - 9).

Xo=- Aseno
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Xo=Asen(z - 5) = Asend
En la figura, A=10, e xo=5, el desfase §=30°, 6 mejor
o=nl6
c) Interseccion con x =A el borde derecho de la
pantalla del "osciloscopio™
A =Asen(wt) por lo que ot = z/2
y1 = Asen(z/2+5) = Acoso

En lafigura A=10y y; = 8.75, el desfase & » 30°, 6
mejor 5=n /6

Podemos comprobar que se obtiene la misma
trayectoria con el desfase 30° y 330° y también con
150° y 210°. Pero podemos distinguir el desfase 30°
de 1500, por la orientacién de los ejes de la elipse.

Medida de la frecuencia

Componemos dos MAS de direcciones
perpendiculares y de distinta frecuencia wx, y ay
.Supondremos por simplicidad que ambas sefiales
tiene la misma amplitud A y el desfase ¢ puede ser
cualquier valor

X =Asen(amt)

y = Asen(ayt+0)

La relacion de frecuencias se puede obtener a partir
del nimero de tangentes de la trayectoria en el lado
vertical y en el lado horizontal.

Numero de tangentes lado vertical

1) ntmero de tangentes lado vertical

X =
o, numero de tangentes lado horizontal

Ejemplo: en la figura
o, 3

w 2

Ejemplo 25. Dos movimientos vibratorios
perpendiculares de la misma frecuencia tienen sus
amplitudes en la relacion 2/3 y una diferencia de
marcha de media longitud de onda. Hallese la forma
del movimiento resultante.

Solucion.

Las ecuaciones de estos movimientos son:

x = Asenot; y = Asen(wt + ) =
A,senwt cos 7 + A,cosmtsens =— A,senmt

x A 2

y -A, 3

El movimiento resultante es segun la ecuacion

21

Hugo Medina Guzman

y=-ox
2

Corresponde a una recta de pendiente -3/2.

‘_1"".

Ejemplo 26. Encuentre la ecuacion de la trayectoria
de un punto sometido a dos movimientos oscilatorios
armanicos rectangulares dados por las ecuaciones

X=3senowt; y = 55en(a)t — Zj
Solucion.

X = 3senwt = senwt =

w | x

N

Luego: COSwt = 1—(;)

y= 53en(a)t - Z] =

sen(a)t —”j =Y
6) 5

T T
senwtcos g + COS wtsen E =

HEEE=E

y 3x 1 x?
= S-—= "=

5 6 4 36
Elevando al cuadrado:
y'_208yx 3 1 x*
25 30 36 4 36
Simplificando:
y:_AByx % 1
25 15 9 4

Corresponde a la ecuacion de una elipse inclinada.
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E-'Ir

Ejemplo 27. Dos oscilaciones perpendiculares entre
si tienen el mismo periodo, la misma amplitud y una
diferencia de marcha igual a A/6. ;Qué oscilacion
resultante produce?

Solucion.

Una diferencia de marcha de 4 equivale a 2.

A
Una diferencia de marcha de g equivale a

2r A &
A6 3

Luego, las ecuaciones de los movimientos

componentes son:

x = asenot, y = asen(wt —z/3)

Trabajando con y:

y = asen[a)t —”j =
3

T VA
asenwt cos— — acos wtsen §

2 2

Elevando al cuadrado y simplificando:
3
y>+x° —xyzza2

Corresponde a la ecuacion de una elipse inclinada
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¥ :asen(cmﬁ —f 3}

1
i
s
T X = asendt

MOVIMIENTO ARMONICO AMORTIGUADO.

En el movimiento armonico simple la amplitud es
constante al igual que la energia del oscilador. Sin
embargo sabemos que la amplitud del cuerpo en
vibracion, como un resorte, un péndulo, disminuye
gradualmente, lo que indica una pérdida paulatina de
energia por parte del oscilador. Decimos que el
movimiento oscilatorio estd amortiguado.

El Amortiguamiento es causado por la friccion, para
una resistencia la viscosa tal como la fuerza
amortiguadora del aire, la fuerza amortiguadora
puede tomarse como proporcional de la velocidad.
Sea la fuerza de un amortiguador F, = -bv donde el
signo menos indica que esta fuerza tiene sentido
opuesto al movimiento del cuerpo oscilante:

Aplicando la segunda ley de Newton:

la

o] |55

ma = - ky - bv
my=—ky-by
.o . oo b . k
my+by+ky=0, y+—y+—y=0
m> m

y+2By+aly =0 ()



Movimiento Oscilatorio

m

Solucion de la ecuacion es de la forma y = e"
Reemplazando en la ecuacion obtenemos:
r’e" +2pre" +w’e" =0

Simplificando

r’+2pr+w’ =0

Las raices de esta ecuacion son:

=0yt =B -

Por consiguiente la solucion general de la ecuacion
(Nes

2_ 2 _[p2__2
y:e‘”‘[BeVﬁ “t L ce V! “’°t}

b
ﬂ_%'a)o_

Discusion de la solucién
2 2
a) Cuando @, > f

2 2 : . . . .
P —w; =lim, sunacantidad imaginaria y

y=e" [Be“”1t + Ce“”’“]

A A
Haciendo B=—e"” y C=—e™"
2 2
Obtenemos
y Ae_ﬂt|:ei(a)1t+5) n e—i(w1t+§) }
2

Expresion que se puede escribir usando las relaciones
de Euler como

y = Ae” cos(ajt + J)

Donde o, es la frecuencia del oscilador
amortiguado, aunque hablando estrictamente no es
posible definir la frecuencia en el caso del
movimiento amortiguado desde que este no es un
movimiento periddico.

La amplitud méxima del movimiento disminuye

debido al factor e

Yin
A ..

=]
\“‘
i

Este movimiento se conoce como
SUBAMORTIGUADO o poco amortiguado.

2 2
b) Cuando w; = f
2 2 -
B —w; =0 cantidad real
En este caso la solucion tiene la forma

y=(B+Ctle™”
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El desplazamiento decrece a su posicidn de equilibrio
sin oscilar en el menor tiempo posible, a este
movimiento se le conoce como CRITICAMENTE
AMORTIGUADO.

4

f

Pero para amortiguadores fuertes seglin lo mostrado
en la figura abajo, el periodo varia segun la amplitud
y el movimiento cambia considerablemente del
modelo arménico simple. El amortiguamiento critico
es la que lleva al oscilador al reposo en el menor
tiempo. Esto encuentra aplicaciones en instrumentos
donde es una ventaja el poder tomar una lectura
rapida del indicador. Es también Util por resortes en
asientos y amortiguadores de vehiculos.

¢) Cuando w? < f3°

2 2
BTy = o,

en este caso la solucidn tiene la forma
- t -yt
y =e”[Be" +Ce ]
En este caso tampoco existe oscilacion, pero se
acerca a la posicion de equilibrio méas lentamente que

el critico, a este movimiento se le conoce como
SOBREAMORTIGUADO

y

Ejemplo 28. Un péndulo se ajusta para tener un
periodo exacto 2 segundos, y se pone en
movimiento. Después de 20 minutos, su amplitud ha
disminuido a 1/4 de su valor inicial.

Si el movimiento del péndulo puede se representado

por @ = Bye " cos(27ft), ¢cudl es el valor de &

_ 1
Nota: e ™% ==

4
Solucioén.

a) 6 = 0,6 cos(2xft)
Para t=20x60=1200s

0: — goe—lZOOﬁ (1)



Movimiento Oscilatorio

~12008 _ 1 1,386

4

€ =€
—1200t = -1,386

= p=10_ 4001155
1200

=1,2x 10° N.s/m 6 kg/s.

Ejemplo 29. El cuerpo E de 32,7 N en la figura esta
asegurado a la varilla DF cuyo peso puede ignorarse.
El resorte tiene un médulo k = 100 N/m y el
coeficiente del amortiguador es b = 26,7 N-s/m. El
sistema esté en equilibrio cuando DF esta horizontal.
La varilla se desplaza 0,10 rad en sentido horario y
desde el reposo cuando t = 0. Determinar

a) la ecuacidén del movimiento de la varilla,

b) la frecuencia del movimiento.

Solucion.
La figura muestra el diagrama del cuerpo libre de la
varilla DF, desplazada en la direccion positiva.

Cuando el cuerpo esta en equilibrio, & y @ ambas

valenceroy T =T, = %(32,7).

D 32,7N

T=T,+k(1,50)

Fy=b(1,20)

Aplicando la segunda ley de Newton para la rotacion
con el desplazamiento y velocidad indicados en la
figura es:

1,2(32,7)-1,2(26,7)F, ~15T = 1,0
1,2(32,7)—1,2(26,7)(1,2 éj ~15[(1,5)32,7 +100(1,50)]

32,7
9,8
La ecuacién se reduce a

4.80+38.40+2250 =0
0

048,000+ 4690 =0.

De la forma

0+ 250+ 20 =0

Donde: 28=8 y @} =46.9
Cuya solucién es

L2) o
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0 = De " cos(awt — 4) y

0 = —Dawe sen(wt — ¢)— Dpe " cos(wt — ¢)
Con Dy ¢ constantes cuyos valores dependen de las
condiciones iniciales del movimiento (en este caso

parat=0, @ =01rad y ézO.
VB -ot|= /47 — 469

Por las condiciones iniciales

01=Dcos(-¢)=Dcosg (1)

0 = —Dasen(— ¢)— DB cos(- ¢)
= D(wseng — fcosg) @)

De (2) obtenemos

tan¢:£:—i: -0,72

y o= = 5,56 rad

w 5,56
= ¢=-0,62 rad
De (1)
p=22 _ 9 _g1orag
cosg 081

La ecuacion del movimiento es
6 =0,12e™ cos(5,56t - 0,62) rad
Correspondiente a un movimiento oscilatorio

subamortiguado cuyo grafico se muestra a
continuacion, la vibracién se amortigua rapidamente.

L 1 1 P |
0.2 0d4~__0%6 __—5g 10

Tiempo, segundos

Desplazamiento, radianes

—0.0ZI'

b) La frecuencia del movimiento es w = 5,56 rad/s.

Ejemplo 30. El sistema mostrado en la figura se
encuentra en el plano horizontal en equilibrio.
Consiste en una barra rigida indeformable de masa
M, ligada a dos resortes de constante k, y con una
masa en el extremo libre de magnitud “m”, sobre la
cual actlia una fuerza disipativa proporcional a su
velocidad F, = - b vy, Si se desplaza un angulo 0,15
rad en sentido horario y luego se le suelta.
Determinar:

a) La ecuacion de movimiento del sistema para
angulos pequefios de deformacién

b) Encontrar la ley de movimiento para cuando
k=1500 N/m, b =40 N s/m y M =3m= 3kg, ademas
£ =1,5m
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B!

i;
Solucion.
a)
&1 &x
£ :
.EI'J"{E

> 76 :—2kx1.€cose—bx.2 20cos0 =l o
Como:
X, =¢senf@ =10, X,=2(sen@ =200 =

X, =200

I :%M(zg)2 +m(2¢)* ycos@=~1:

—2K.0%0 — Ab? 0 =(%+ mjwé

oo b . k
o0+ 0+ =0
3m 3m
—+m 2l —+m
3 3
(1] b L] k
=>0+—0+—0=0
2m am

b) 8 = 6,6 cos(wt + @)
k

f 0= 0= [ -0

Cuando k =1500 N/m, b =40 N s/m y M =3m = 3kg,
ademas ¢ =1.5my el angulo inicial = 0,15 rad.

(40) 1500
p=, o) =10 = /375

1/102 375 N 275 =16,58

w =
0=0,e"" cos(16,58t+(p)

0 = ~106,6 ™ cos(L6,58t + ¢)
—16,586,e "*'sen(16,58t + @)
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Si parat = 0 se desplaza un angulo 0,15 rad en
sentido horario y luego se le suelta.

015 = 6, cos(p)
0 = -106, cos(¢p) —16,58,sen(p)

De estas ecuaciones obtenemos:
@ =-0,54rad y 6, =0,175rad

6 =0,175¢ ™ cos(16,58t — 0,54)

Ejemplo 31. Un bloque de 5,0 kilogramos se une a
un resorte cuya constante es 125 N/m. El bloque se
jala de su posicién del equilibrio en x =0 mauna
posicién en x = + 0,687 my se libera del reposo. El
blogue entonces ejecuta oscilaciéon amortiguada a lo
largo del eje x. La fuerza amortiguadora es
proporcional a la velocidad. Cuando el bloque
primero vuelve a x = 0 m, la componente x de la
velocidad es - 2,0 m/s y la componente x de la
aceleracion es +5,6 m/s%.

a) Calcule la magnitud de la aceleracion del bloque
después de ser liberado en x =+ 0,687 m?

b) ¢ Calcule el coeficiente de amortiguamiento b?

c¢) Calcule el trabajo realizado por la fuerza
amortiguadora durante el recorrido del bloque de
x=+0,687m ax=0m.

Solucion.

a) Forma facil

Como la ecuacion del movimiento es

mx+bx+kx=0
en x=+0,687m, Xx=0
Luego:

5x+125(0,687)=0 = x=a=-1718m/s*
Forma trabajosa
x = Ae ™" cos(wt — ¢)

x = —Afe " cos(wt — p)— Awe sen(wt — ¢)

X = AB*e " cos(wt — p)+ Awfe *sen(wt — §)
+ Awfe "sen(wt — ¢)— Aw’e " cos(wt — ¢)

= A(B? - 0’ e cos(wt — ¢)+ 2Awpe P sen(at - §)
Para t=0

e =1, cos(wt—@)=1y sen(wt—¢)=0
Luego: a = A(ﬂ2 —a)2)= Awg,

Reemplazando valores:
a=0,687(25)=17,18m/s

b) Forma facil
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Cuando el bloque primero vuelveax=0m, la
componente X de la velocidad es - 2,0 m/s y la
componente x de la aceleracién es +5,6 m/s°.

;+ b ;<+ kx =0
5(5,6)+b(—2,0)+k(0)=0
5(5,6)+b(-2,0)=0 = b =%:14m/s
Forma trabajosa ,

x = Ae ™ cos(wt — ¢)

X = —Afe "cos(wt — ) — Awe "sen(at — 9)
X = Al ~ 0 o #oos(at - §) + 2A0pe Psen(ot — )
x=0m, v=-20m/s,a=+56m/s’.

0= Ae ™" cos(wt — ¢) )
~2,0=-Awe?sen(at - ¢) (2)
5,6 = 2Ampe "'sen(wt—¢) (3)
3)/(2)

56 2Aape M sen(ot - ¢)

20 Awesen(wt—g)
5,6
= f="-=14
p 4,0
b
Siend =—
iendo S om

= b=2mpg =2(5)14)=14kg/s

¢) Enx=+0,687 m
E= %kAZ = %(125)(0,687)2 =295

Enx=0m E, :%mv2 :%(5)(—2,0)2 =10

AE= E,-E; =10-29,5=-19,5J
Trabajo realizado por la fuerza amortiguadora

OSCILACIONES FORZADAS

Las oscilaciones que hemos discutido hasta ahora son
las oscilaciones libres en las cuales el sistema se da
una cierta energia, y dejado solo. Por ejemplo, usted
podria empujar a un nifio en un columpio hasta cierta
altura, después dejarlo y esperar que el movimiento
termine.

Pero ésta no es la Gnica posibilidad; podriamos
también empujar en varias ocasiones el columpio a
cualquier frecuencia y que miramos a ver que

26

Hugo Medina Guzman

sucede. En este caso decimos que tenemos
oscilaciones forzadas. Ahora hay dos frecuencias en

el problema: la frecuencia natural @, de las

oscilaciones libres, y la frecuencia productora @ de
las oscilaciones forzadas

Descripcion
Como observamos en un columpio, para mantener las

oscilaciones hemos de aplicar una fuerza oscilante al
oscilador amortiguado.

F= FL’J senw't

Sea F,senw't lafuerza oscilante aplicada,

siendo @ su frecuencia angular. La ecuacion del
movimiento serd ahora

> F=ma
.—ky.—b )./+ F.senw't = ma
m .);+ b §/+ ky = F,sena't

F‘,sencn'zl

ja
o] o

Expresamos la ecuacién del movimiento en forma de
ecuacion diferencial

.3;+ 23 )./+ o’y =Fseno't o? = k
m
28-2
m

La solucion de esta ecuacion diferencial es
complicada, y se compone de la suma de dos
términos

Y = Ae " cos(at + &)+ Dsen(e't +5'),
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donde D'y &' son constantes arbitrarias que han de
ajustarse a fin de satisfacer las condiciones iniciales y
o' es la frecuencia del oscilador amortiguado no
forzado.

Pasado un tiempo suficientemente largo, tal que

bt
2— >>1, el primer término de la ecuacion es
m

practicamente nulo y puede despreciarse frente al
segundo término. Asi, pues, la expresién:

Ae ™ cos(m,t + &) se denomina solucion
transitoria.

En cambio la expresion Dsen(a)'t + 5') se conoce
como solucidn estacionaria, y es la predominante

. 2m
siempre que se tenga t >> ? .

Para obtener las expresiones de Ay 0", se sustituye
y = Dsen(@'t + &") en la ecuacion diferencial, lo
que nos da:

_ F,/m
2 12 )2 2 2
\/ (a)o - ) +40°w
, 200
Yy tano'= %
W, — @
Fuerza
fmpulsora
E
E Oscilacion
EI f‘“‘ | transitoria
i I Oscilacion
! | i combinada
? I transitoria y
! : f estacionaria
! \\/. -

El comportamiento dependiente del tiempo real de un
oscilador armoénico amortiguado y forzado puede
resultar muy complejo. La figura muestra la
respuesta de un oscilador amortiguado frente a la

accion de una fuerza impulsora de frecuencia @' =
Y@, , suponiendo que el sistema esta en reposo

cuando la fuerza comienza a actuar. Obsérvese que
una vez eliminado el comportamiento transitorio,
Gnicamente persiste el movimiento estacionario con

frecuencia @’ .

Resonancia, aplicaciones.

Resonancia

Como la amplitud D de depende de «’, ésta puede
tomar diferentes valores, en particular, al valor de
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@’que hace que D sea mé&xima, se le denomina
frecuencia de resonancia or.

El valor de @’ que hace méximo a D podemos
encontrarlo de la manera siguiente:

oD . .
: =0, derivando D e igualando a cero, se
aa) o'=wR
obtiene: @'= @, =-/w? —25°
|:I|
| 1" —--Poca
¢l Amortiado
.'.;-"“".Il
E ||:'II II'Ii
H 7\
J’“‘"
___/-—'—n, !
A ﬁ\K
Amortignado
fPIJ Frecuencia

]

En la figura se muestra la respuesta en amplitud de la
oscilacion forzada, en el estado estacionario. Como
podemos observar a partir de la férmula o la grafica,
la amplitud de la oscilacion forzada en el estado
estacionario disminuye rapidamente cuando la
frecuencia de la oscilacion forzada of se hace mayor
0 menor que la frecuencia propia del oscilador w,,.

En el caso ideal que no exista rozamiento, la
amplitud de la oscilacion forzada se hace muy
grande, tiende a infinito, cuando la frecuencia de la
oscilacion forzada @’ se hace préxima a la frecuencia
propia del oscilador ay,

En el caso de que exista rozamiento (£ >0) la
amplitud se hace méaxima cuando la frecuencia de la
oscilacion forzada o’ es proxima a la del oscilador
®o

Los efectos de la resonancia igualmente pueden
resultar indeseables o incluso  destructivos. El
traqueteo en la carroceria de un automovil o el
molesto zumbido en un alta voz estereof6nico se
deben casi siempre a la resonancia. Casi todos hemos
escuchado que una cantante de potente voz puede
romper el cristal al cantar a determinada frecuencia.
Igualmente conocida es la advertencia de que un
grupo de personas no debe marchar por un puente por
miedo a que la frecuencia de los pasos corresponda a
alguna frecuencia natural del mismo. Todos éstos son
ejemplos de resonancia.

Ejemplo 32. El extremo libre del resorte de
constante k, empieza en t=0 a oscilar

arménicamente con amplitud By frecuencia 40
alrededor de su posicion de equilibrio “P”.
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Haga el DCL del blogue y determine la ecuacion
diferencial que gobierna el movimiento del bloque.
Solucion.

Movimiento del punto P
X'= Bsenw't
—k,x—k,(x—x')=ma

ma+ (k, +k,)x =k, x'

m X+ (k; +k,)x=k,Bsenw't

;+(k1+k2)xzsz
m m

senw't

Ecuacidn que corresponde a un movimiento

armanico simple forzado.

X+ ol =0 '
Wy X = msena)t

CASO DEL PUENTE TACOMA

El puente Tacoma original era conocido como
"Galloping Gertie" debido a su balanceo,

comportamiento ondulado. Tenia una longitud de
1980 metros aproximadamente y fue abierto al trafico
el 1 de julio de 1940 uniendoTacoma y el puerto
Gig por carretera.

El puente era un disefio inusualmente ligero, los
ingenieros descubrieron, una peculiar sensibilidad a
los fuertes vientos. En lugar de resistirlos, como lo
hacen la mayoria de los puentes modernos, El puente
Tacoma tendia a sacudirse y a vibrar. Esto empeor6
progresivamente debido a los fenémenos armonicos.
Cuatro meses después de la inauguracion del puente,
hubo una tormenta con viento de 70 km/h en el area
alrededor del puente el 7 de noviembre de 1940. El
viento hizo sacudir puente violentamente de lado a
lado, y finalmente rompi6 el puente.

Este incidente sucedi6 debido a la estructura del
puente entrd en resonancia con la vibracion que
producia el viento. Nadie murio, pues el puente habia
sido cerrado debido a sacudidas anteriores. Este es el
méas conocido y estudiado de fallas por oscilacién
forzada, gracias a la pelicula y las fotografias que
registran el derrumbamiento.

Muchas veces necesitamos un sistema que no
transfiera eficientemente la energia. Un ejemplo es
un mecanismo para aislar de las vibraciones a
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aparatos sensibles. Una solucién comun al problema
de la vibracion consiste en fijar la fuente de vibracién
sobre un montaje elastico que amortigiie y absorba
los movimientos. Lo que quizas no sea tan obvio es
el hecho de que el problema puede agravarse con un
montaje elastico incorrecto. E1 aislamiento se
consigue al disminuir la frecuencia natural del
sistema con relacion a la frecuencia de la fuente
vibratoria. La razon por la que esta técnica funciona
es la menor transferencia de energia cuando la
frecuencia de la fuerza impulsora es mucho mayor
que la frecuencia natural del sistema.

Hemos fundamentado completamente  nuestro
analisis de la resonancia, asi como de la respuesta de
un sistema al movimiento forzado, en el
comportamiento de una masa unida a un resorte que
cumple con la ley de Hooke. Sin embargo, se aplican
los mismos principios y resultados generales a otros
sistemas oscilantes, sean mecanicos, eléctricos o de
otro tipo.

Ejemplo 33. Un equipo de ventilacion del sistema
de calefaccidn y aire acondicionado de un edificio se
monta firmemente en el techo y opera en forma
continua. Las vibraciones se transmiten a la
estructura del edificio y generan niveles de vibracién
inaceptables.

Para reducir la vibracion que se percibe abajo, se va a
fijar el equipo a una placa montada sobre resortes. El
eje del ventilador gira a 1800 rpm (revoluciones por
minuto) y la masa combinada de la unidad y la placa
de montaje (véase la figura) es de 576 kg.

=

¢ Cudl es la constante de rigidez apropiada para los
resortes usados para soportar la placa? Suponga que
se emplean cuatro resortes, uno en cada esquina.

Estrategia. El sistema de oscilacidn en este caso esta
compuesto por el motor, el ventilador, la plataforma
de montaje y los resortes. Una regla practica a la que
se recurre algunas veces establece que la frecuencia
impulsora, o perturbadora, debe ser por lo menos 3
veces la frecuencia natural del sistema. Para muchos
casos, resulta adecuado un factor de 5 vy, en
condiciones criticas, resulta conveniente un factor de
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12 o superior. Podemos conseguir estos factores
reduciendo la frecuencia natural del sistema. Si
elegimos una proporcién de 1 a 5, lo que corresponde
a una reduccion en la fuerza de las vibraciones en el
edificio de méas o menos 96%, la frecuencia natural
que se desea del sistema es

é (1800 rpm)( 27

—— |=127 Hz
60s/min

Solucion. Los resortes adecuados pueden elegirse

utilizando

1 1 k

T 27
Al resolver para la constante de resorte k, obtenemos
k = m2f)* = (576 kg)(12/s)* = 8,18 x 10° N/m.
Esta seria la mas grande constante de resorte
deseable si todas las masas se soportaran mediante un
resorte. Puesto que son cuatro en total, uno en cada

esquina de la placa de montaje, cada uno de estos
cuatro resortes tendrd una constante o rigidez de

1(8,18 x10°N/m)= 2,05x10° N/m

Ejemplo 34. ¢Cual debe ser la longitud del péndulo
en la figura para producir la amplitud maxima en el
carrito de 1,0 kg del carril neumatico si la constante
de resorte es k = 120 N/m?

Solucion.

La amplitud méaxima se alcanzara cuando el péndulo
oscile con la frecuencia de resonancia, en este caso
no hay amortiguamiento, luego la frecuencia de de

resonancia es: @ = @,

-

_mg _ (10)9.8) ~0,0817m =82 cm
K 120

Ejemplo 35. EI motor en la figura estd montado
sobre dos resortes, cada uno con modulo k/2 = 10000
N/m. EIl amortiguador tiene un coeficiente b = 140
N.s/m. El motor incluyendo la masa desbalanceada
B, pesa 170 N, y el cuerpo no balanceado B pesa 4,5
Ny esta localizado a 7,5 cm. del centro del eje.

a) El motor gira a 300 rpm. Determine la amplitud y
el angulo de fase (relativo a la posicion de B) del
movimiento resultante.

b) Determine la velocidad de resonancia y la
amplitud resultante del movimiento.
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b L7
- 2
4 2
7 L
1 “
7 %
-] [~
Z b 2
A & kSl
A5 2 2=V
T A SO s
Solucion.
F.o=mabe
fin i
Fy cosart
= by

a) Aplicando la segunda ley de Newton al
movimiento vertical.

Z Fy =ma,,
-F —F, + Fsenot =ma,

k k . oo
= - 5*5 y—-by+Fsenot=my
La ecuacién del movimiento es

oo . k k

my+b —+— |y =F.senwt
y+ y+(2+2jy .Sena
=m .3;+ b §/+ ky = F_senat

0 .);+ 23 )./+ oy = %sena)t

Donde m = 197:3) =17,3kg, b =140 N.s/m

b
- " -4
y B o

k=20000N/m y @, = \/E =34rad/s
m

w'= M =31,4rad/s

F. =meen”’= 45 (31,4)* =34 N

La solucién de la ecuacion es
y = Dsen(w't + &)
F./m

\/a) a)'2 +4a)'2ﬂ2

Con D=
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. 20' a) Aplicando la segunda ley de Newton al

ytand'=——— movimiento vertical.
Do — @ > F, =ma

Reemplazando valores: y y?
D= 34/17,3 -F —F,=ma,

347 —31,42 ) +4x31,4% x 47 Ry

\/( _3’ )+ xSLa X -k(y-y,))-by=my
= 7,8)(10 m= 7,8 mm Como yl =e Sena)'t
El angulo de fase . .
2x31L4x4 —k(y—-esenw't)—-by=m

tans = % 148 5 255,90 (y @'t)-by=my

La ecuacién del movimiento es

34> -31,4
b) La resonancia ocurre cuando

0'=wy =0l -25°
W =347 —2x 4% =335rad/s

m.);+ b §/+ ky = ke senat

0 .);+ 23 §/+ iy = Esena)'t
m

Donde
~335x%x60 320 b
Wp =, — =°<UTm m=10kg, b=100Nsimy f=——=5
. . 2m
La amplitud de resonancia es: i
D~ F./m k=1000N/m y @, = ,|— =10rad/s
\/( 2 2 )2 40 B2 m
@5 ~Wg) +AoRf 40x 27
_ 34/17,3 w'=——-—=419rad/s
\/(342 —3352 )2 +4x335% x 42 La solucion de la ecuacion es
=7.3%x10"°m =73 mm y= Dsen(a)t+5)
ke/m
. . _ con D= y
Ejemplo 36. El cuerpo D de la figura tiene una masa \/( 2 2 )2 42 32
de 10 kg y esta soportado por un resorte con una 0, —0" | +40" f
constante de 1000 N/m. El cuerpo en la parte . 20' B
superior da al resorte un movimiento arménico tano'=———
vertical por medio de la manivela que tiene una W, —@
velocidad angular de 40 rpm. La longitud de la Reemplazando valores:
manivela es de 1,30 cm. 1000x1,3x1072/10
a) determine la amplitud y &ngulo de fase del = -
movimiento de la masa D cuando el coeficiente de \/(102 —4,192) +4x419% x52
amortiguacién es 100 N.s/m y cuando se desconecta -
el amortiguador =141x10"m =141 cm
b) Determine el rango de valores de @ (si hay alguno) El 4ngulo de fase
que limitard al movimiento de la masa a 2 cm. 2x419x5
= tano'= ’ =0,51, §'=26,9°
Cuando b =0. 102 _4,192
Cuando se desconecta el amortiguador = 0.
o ke/m ,
Y, = esenat Con D=——— ytano'=0
o, —w

(0]
Reemplazando valores:

D _ 1000 x1,3x107%/10
Equilibrio 10% - 4,19
=158x107 m =1,58 cm
El angulo de fase
tano'=0,= 0'=0°
b) Determine el rango de valores de @’ (si hay
alguno) que limitard al movimiento de la masa a 2

cm. Cuando b =0.
La resonancia ocurre cuando

Solucioén.
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®'= w; =10rad/s
La amplitud D es infinita.

El valor de D con un valor maximo de dos se
encuentra con

ke/m
= ParaD=2cm
t(w, —0'")
D =%= 2x107°m
+(10° — ®°)
se obtiene @', =5,9rad/s y w',=11,6rad/s
D
cm
2 foemmme
:5,9 1:0 116 '
rads

D tiene como valor maximo 2 cuando

5,9rad/s < w'>11,6rad/s

Ejemplo 37. La relacion entre la fuerza aplicada a un
resorte y el alargamiento producido (ley de Hooke)
es: F =439 A¢ (todo en Sl): Si se suspende el resorte
de un extremo y se cuelga en el otro una masa m =
3,2 kg calcular:

a) la frecuencia propia de las oscilaciones.

b) Si existe un amortiguamiento debido a una fuerza
resistente F = -33v (velocidad) ¢cudl sera la
frecuencia y la ecuacion diferencial del movimiento?
c) Si ademas actlia una fuerza sinusoidal de amplitud
10 N vy frecuencia doble que la propia del oscilador
¢cudl es la velocidad maxima en las oscilaciones
forzadas permanentes?

Solucion.

a) Laley de Hookees: F=kA! — F=439 A¢
Luego la constante del resorte es k = 439 N/m

La frecuencia angular propia del resorte es:

k 439
Wy = |— = |—= =117 rad/ls
V m 3,2

La frecuencia propia o natural es:

w, 117
fo=—C=""""=1864Hz
2T 27

b) La ecuacidn del movimiento con fuerza resistente
es:

—kx—=bx=mx
Con k=439 N/m, b =33 N.s/my m=3,2Kkg:

_439%x—33bx =32

%+10,31x+137,2X = 0
Ecuacion de la forma
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X+ 28X+ wix =0

Donde: 23=10,31 y a)02 =137,2
Cuya solucién es

x = Ae ™ cos(wt — ¢)

Con Ay ¢ constantes cuyos valores dependen de las
condiciones iniciales del movimiento y

2
(951 _ar

o= o] -

=10,52 rad/s
Observamos que es un poco menor que la propia del

oscilador @,

. o 1052
La frecuencia f = — ="T—

2 2
¢) Si ademas actda una fuerza sinusoidal de amplitud
10 N y frecuencia doble que la propia del oscilador
Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento.

=1,674 Hz

D> F =ma = —kx—bx+ Fyseneo't =mx
La ecuacién del movimiento es
m X+ b x+ kx = F,seno't

oo . F
0 X+ 28X+ wix=—"senw't

m

Donde ademas de los valores conocidos, tenemos
Fo=10Ny w'= Za)0 =2 (11,71) = 23,43 rad/s.

La solucién de la ecuacion es
X = Dsen(a)'t + 5), la velocidad es

o _ Dw'cos(w't + 5)
dt
F'/m

con D= /2 y

\/(a)f —a)'z) +40"° p?

2

tan 5 = ZLﬂQ

w, —O
Reemplazando valores:
D= 10/3,2

V01,717 - 23,437 ] + 4% 23,43? x 5157

=6,54 x 10° m = 6,54 mm
Y la velocidad méxima es

Dw'= 6,54 x107°(23,43) = 0,153 m/s

Ejemplo 38. Para estudiar el movimiento de un carro en un
camino “encalaminado”, se puede usar el siguiente modelo:
El camino se representa por una sinusoide de amplitud A y
separacion entre crestas L.

El carro se representa por una masa M apoyada sobre un
resorte de constante de rigidez k y un amortiguador de
constante b (que representan a los 4 resortes y
amortiguadores, realmente existentes, con el objeto de
considerar Unicamente el efecto vertical). El carro avanza
con una velocidad horizontal v constante.
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a) Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento
vertical del carro.
b) ¢A qué velocidad entrara en resonancia?

Solucion.
a) El carro tiene oscilacion forzada debido al
encalaminado de la carretera. El encalaminado le produce
un movimiento vertical dado por la ecuacion:
, . . v Vv
y'=Asenw't,donde @'=2f ,con f =—=—.
A L
,1‘|
L
m —
: X
v
s :
e .
X
v P2 2
3 ay
k= =L
- - "

La ecuacion del movimiento vertical de la masa M se

obtiene de sz = |\/|a_y
—k(y-y)-by=My =

M .);+b§/+ ky = kAsen o't
.);+2ﬂ§/+a)§y::/'?sena)’t, con Zﬂzl\t/)l y

La parte importante de la solucion es la estacionaria
y =Dsen(@'t + &), con

D kA/ M ,
\/(a)f —a)'z)2 +45%0"
tanézia)lr2
w; — o

La amplitud del movimiento esta dada por D y la
frecuencia por @

b) Como @y = +|@} —23° = Zﬂ\li

Entrara en resonancia con la velocidad

L Lol -2p

2
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Nota: En la solucion consideramos para el amortiguador
solo el efecto del movimiento de la masa, para el resorte
consideramos el efecto del movimiento de la masa y el
producido por el calamonado. En el problema siguiente
consideraremos los dos efectos en los dos elementos.

Ejemplo 39. Para estudiar el movimiento de un carro
en un camino “encalaminado”, se puede usar el
siguiente modelo: El camino se representa por una
sinusoide de amplitud A y separacion entre crestas L.
El carro se representa por una masa m apoyada sobre
un resorte de constante de rigidez k y un
amortiguador de constante b (que representan a los 4
resortes y amortiguadores, realmente existentes, con
el objeto de considerar Unicamente el efecto vertical).
El carro avanza con una velocidad horizontal v
constante.

a) Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento
vertical del carro.

b) ;A qué velocidad entrara en resonancia?

-

'y

@

Solucion.

a) El carro tiene oscilacién forzada debido al
encalaminado de la carretera. El encalaminado le
produce un movimiento vertical dado por la

ecuacion: Y= Asenw’t, donde @'=2af , con
Vv Vv

A L

8-

v |
. m |
: X
¥y ! .
S s
<
B -k = ¥) Y_Y -5 ‘-;r )

La ecuacion del movimiento vertical de la masa M se

obtiene de Z Fy = May

N ndly-y) ., d%
—k(y-y)-b—r X _pmZ )
(y-vy) m e

— —ky+ky—by+by =My

dy

Con y=Asenw't y m y'=Awcosw't:

M .);+ b )./+ ky = kAsenw't + bw'cosw't
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Haciendo kA = Fyseng y bo'= F, cos¢,

Con ¢ = tan‘l% y F, = (KA] + (bar)’

M .);+ b )./+ ky = F,sengsenw't + F, cosgcos o't

M y+b y+ky = Fosen(o't +¢) =

§+£)’/+Ly —isen(a;'t+¢)
M M M

k

b 2
Con2f=— =
on 23 VRACIEY
§+ 23 )./+ wly = _II\:/(IJ sen(w't + @)

La parte importante de la solucién es la estacionaria
y =Dsen(o't+ ¢+ 9), con

F, /M
D= 0 - y
\/(a)j—a)'z) +45%0"
tang =22
o} — o

2 —
La amplitud del movimiento esta dada por D y la
frecuencia por o’

b) Como @, =-/@ — 25 L

= 27[1

Entrara en resonancia con la velocidad

Ve Lﬂ/a)g -2/

2

Ejemplo 40. La constante elastica de un resorte es 40
N/m. Un extremo esta fijo y en el otro hay una masa
m = 0,16 kg. Calcular:

a) la frecuencia propia de la oscilacién.

b) la ecuacion diferencial del movimiento sin
amortiguamiento.

¢) La energia para el oscilador si amortiguamiento
para amplitud de 0,02 m.

d) Si la masa se introduce en aceite se origina la
fuerza resistente viscosa F = - bv (siendo b el
coeficiente de amortiguamiento y v la velocidad).
Escribir la ecuacién diferencial del movimiento
amortiguado para b = 0,4 Ns/m.

e) ¢Cuanto tendria que valer b para que el
movimiento no fuese oscilatorio?

f) Para b = 0,4 expresar la amplitud en funcion del
tiempo.

g) Dar la frecuencia del movimiento.

h) Si b = 0,4 y ademas aparece una fuerza sinusoidal
de amplitud 0,5 N y frecuencia doble que la propia,
calcular la amplitud de la oscilacion y la diferencia
de fase con la fuerza aplicada

i) calcular la frecuencia de resonancia, y dar la
amplitud en este caso.
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j) escribir la ecuacion del movimiento completa y dar
la solucion general, indicando el tiempo para el cual
la amplitud del tiempo transitorio se reduce ala
mitad.

Solucion.

kK [40
= |— = [— =4 250 = 15,81 rad/
)@= 1016 racs

b) X+ wix=0 = X+250x=0
¢) La energia para el oscilador si amortiguamiento
para amplitud de 0,02 m.

E= %kAz = %(40)(0,02)2 =0,008 N

d) La ecuacion diferencial del movimiento
amortiguado para es:

—kx—bx=mx
Conk=40N/m,b=0,4N.s/my m=0,16 kg:

40X —0,4b X = 016 X
X+ 2.5 %+ 250X = 0

Ecuacion de la forma
X+ 28X+ wix =0
Donde: 28=25 y @ =250

e) ¢Cuanto tendria que valer b para que el
movimiento no fuese oscilatorio?
El movimiento es oscilatorio cuando

(ﬂz -} ) < 0 y no es oscilatorio cuando

(ﬂz—a)g)ZO 0,82 Za)(f
= B?>250= p>1581

De aqui b >15,81(2m) b > 5,06

Como b = 0,4, realmente hay oscilacion.

f) Para b = 0,4 expresar la amplitud en funcion del
tiempo.

La solucion de la ecuacion del movimiento es

x = Ae ™ cos(at — ¢)

2,5

La amplitud esta dada por Ae™”*, donde 5 =

Ns
= 1,25— y A depende de las condiciones iniciales.
m

g) La frecuencia angular del movimiento es:

W= /‘ﬂz_wg\ = [2;25]2—250

=15,76 rad/s

y la frecuencia f = 2£ = ]ij =251 Hz
T T

h) Si b = 0,4 y ademas aparece una fuerza sinusoidal
de amplitud 0,5 N y frecuencia

o'= 2w, = 2(15,81) = 31,62 radis
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m X+ b x+ kx = F,seno't =

0.16 X+ +0.4b X+ 40X = 0,55en3162t
De donde:

Hugo Medina Guzman

La resonancia ocurre cuando

=0, =0} -2

0, =+/15,817 —2x1,25? =15,71rad /s
La amplitud de resonancia es:

X+ 2,5 X+ 250x = 3,125s5en31,62t D= Fo /m
o . 2 2V 2 p2
Ecuacion de laforma x+ 2 x+ w?x = isena)'t \/(a)o g ) +darf
m = 3,125

C;(“Xagos'z;'(on,ets 5) 5,817 ~15,712f +4x15,71? x1,252

= ot =249x10%m
Con D = Fo/m y j) escribir la ecuacion del movimiento completa y dar

B \/( 2 .2 )2 2 o2 la solucién general.
0, —@" ) +40" f La ecuacién completa del movimiento es.
t 5 _ 20)',8 X = Xiransitoria Xparticular
ano = 02 — La solucién particular es X = Dsen(w't + &)

Reemplazanodo valores: Y la solucion transitoria es
o 3125 x = Ae " cos(wt — ¢)

B \/(15 812 — 31622 )2 + 4(3162)2(1,25) El tiempo para el cual la amplitud del tiempo

- 414 ’x 10° m’ ' ' transitorio se reduce a la mitad es t'
D = 4.4 mm A_ o
El angulo de fase De tal modo que 2 Ae

2x31,62x%x1,25
tans = -— > > =—01054, = t'= In2 _ 0692 0,554's
15,81° - 31,62 B 1,25 ’
5 =-6,07°
i) calcular la frecuencia de resonancia, y dar la
amplitud en este caso.
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un oscilador arménico simple de 5 g de masa
tiene un periodo de 0,6 s y una amplitud de 18 cm.
Hallar el angulo de fase, la velocidad y la fuerza
aceleradora en el instante en que el desplazamiento
del oscilador es -9 cm.

Respuesta. Fase =120° o0 240°, v = 160 cm/s,
F=005N

2. Una nadadora de masa m est4 sobre una balanza
situada en el extremo de una palanca de salto, que
ella ha puesto previamente en movimiento arménico
simple con frecuencia angular @ y amplitud A =y,
(a) ¢Cual es la lectura de la balanza? (b) ¢En qué
condiciones se verd lanzada la nadadora de la
palanca?

Respuesta.

F, =mg-ma?®y, senaot

3. Una masa de 150 g situada en el extremo de un
resorte horizontal se ve desplazada 3 cm hacia la
izquierda de la posicion de equilibrio mediante una
fuerza de 60 N.
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a) Hallar la frecuencia natural angular @, .

b) Hallar la amplitud del movimiento subsiguiente si
se dejase de repente en libertad la masa.

c) ¢Cuales seran la posicion y velocidad de la masa
10 s después de haber quedado libre?

Respuesta. a) @, =115,47rad/s, b) A=3cm,

c) x = 0,492 cm a la izquierda de la posicién de
equilibrio, d) v = - 341,66 cm.

4. Un bloque descansa sobre una placa delgada que
ejecuta un movimiento armdnico simple vertical con
un periodo de 1.2 s. ;Cudl es la maxima amplitud del
movimiento para el cual el bloque no se separa de la
placa?

Respuesta. A =0,357

5. Una plataforma esta realizando un movimiento
arménico simple en direccién vertical con una

amplitud de 5 cm y una frecuencia de 10/7

vibraciones por segundo. En el punto mas bajo de su
trayectoria se coloca un cuerpo sobre la plataforma.
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a) ¢En qué punto se separard el cuerpo de la
plataforma?

b) ¢A qué altura ascendera el cuerpo por encima del
punto mas alto alcanzado por la plataforma?
Respuesta. a) y =2,5cm, b) 1,25 cm

6. Un alambre de longitud £, se alargaen 1077,

cuando se cuelga de su extremo inferior una cierta
masa. Si se conecta este mismo alambre entre dos

puntos A y B, alejados ¢ y situados en el mismo

plano horizontal y de su punto medio se cuelga la
misma masa, como se ve en la figura, ;cuél es la
depresion y en dicho punto y cudl es la tension del
alambre?

?
Respuesta. Y = 2—8 , tension = 5 x peso del objeto.

7. Una masa m se conecta a dos bandas de jebe de
longitud L, cada una bajo una tensién T, como se
muestra la figura. La masa se desplaza una pequefia
distancia y en forma vertical. Suponiendo que la
tension no cambia significativamente, demuestre que:

a) la fuerza de restitucion es - (2T/L) y

b) que el sistema presenta un
movimiento arménico simple con una

®=-/2T ImL

frecuencia dada por

8. Se observa que una fuerza de 0,1 N estira a una
determinada cuerda eléstica en 50 mm. Se suspende
de un extremo de la cuerda un objeto de 159 Y se
le hace adquirir una vibracién vertical tirando hacia
abajo de él y luego soltandolo. ¢Hasta qué punto
habra que alargar la cuerda con el objeto colgado
para que al alcanzar el punto mas alto de la vibra-
cidn no exista tension en la cuerda?

Respuesta. Ay = 7,5Cm

9. Una particula gira con celeridad constante en una
circunferencia de radio R.

a) Demostrar que sus proyecciones sobre los ejes
horizontal y vertical (sus componentes x e )
realizan movimientos armonicos simples con unas

constantes de fase que se diferencian en 7z/2. Esta
circunferencia se conoce como circunferencia de
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referencia correspondiente a la oscilacién horizontal.

b) Si el eje x representa el desplazamiento de un
oscilador armonico simple en unidades de la
amplitud A y el eje y representa su velocidad en
unidades de @A, demostrar que el grafico del mo-
vimiento en el plano xy es un circulo de radio
unidad.

10. Consideremos el oscilador armonico simple de 5
g de masa tiene un periodo de 0,6 s y una amplitud
de 18 cm.. a) Hallar la energia mecéanica total del

oscilador. b) ¢Cual es su velocidad inicial Vv, si el

desplazamiento inicial es 6 cm?
Respuesta. a) E =88,826x10" N

b)v, =177,7cm/s

11. En el instante t = 0 un oscilador armonico simple
con una frecuencia de 5 rad/s tiene un
desplazamiento de 25 cm y una celeridad de -10
cm/s.

a) Hallar la amplitud A de la oscilacion.
b) ¢Cudl es su constante de fase?

c) Si existe un peso de 10 g en el oscilador, ;cudl es
su energia mecénica total?

Respuesta. a) A = 25,08 cm, b) ¢ =94,6°,¢c) E =
78,625 x 10" N

12. Un oscilador arménico simple de masa 0,8 kg y
frecuencia 10/37 Hz se pone en movimiento con

Ky, =02y una
energia potencial inicial U, = 0,8J . Calcular

a) su posicion inicial.
b) su velocidad inicial.
c) ¢Cuél es la amplitud de la oscilaciéon?

Respuesta. a) X, = £0,45m,b) v, = +15m/s,
c)A=0,50 m,

una energia cinética inicial

13. Se cuelga de un resorte un objeto de 1g de masa
y se le deja oscilar. Para t = 0, el desplazamiento era
43,785 cm vy la aceleracion -1,7514 cm/s®. ;Cual es
la constante del resorte?

Respuesta. k=0,025 N/m

14. Una masa m cuelga de un resorte uniforme de
constante k.
a) ¢Cual es el periodo de las oscilaciones del
sistema?
b) ¢Cudl seria el periodo si la masa m se colgase de
modo que:
(1) Estuviese sujeta a dos resortes idénticos
situados uno junto al otro?
(2) Estuviese sujeta al extremo inferior de dos
resortes idénticos conectados uno a
continuacion del otro?
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T
—, 2T
\/E 0

15. Una masa m descansa sobre una mesa horizontal
sin rozamiento y estd unida a unos soportes rigidos

mediante dos resortes idénticos de longitud / sin

Respuesta. a) T, = 27{?:] , b)

deformar y constante k. Ambos resortes se estiran
hasta una longitud ¢ considerablemente mayor que

¢, . Los desplazamientos horizontales de m respecto

a su posicion de equilibrio se denominaran x (sobre
AB) ey (perpendicular a AB).

a) Escribir la ecuacién diferencial del movimiento
(es decir, la ley de Newton) que rige las oscilaciones
pequefias en direccion x.

b) Escribir la ecuacion diferencial del movimiento
que rige las oscilaciones pequefias en direccion y
(admitir que y <<1).

c) Calcular el cociente entre los periodos de
oscilaciones sobre x e y en funciénde £y /.

d) Si parat = 0 se deja libre la masa m desde el
punto x =y = Ag con velocidad nula, ¢cuéles son sus
coordenadas x e y en un instante posterior t?

e) Dibujar un gréfico de la trayectoria de m
resultante bajo las condiciones de la parte (d) si

=99,

2
T
Respuesta. c) X = (1 — KOJ , d)

12
2k
X = Ay cos{mj t,

Wo=%0%rw@ %q .

m/

16. Un resorte que tiene su masa M distribuida
uniformemente en toda su longitud tiene colgada una
masa M en su extremo inferior. Si el resorte se
alarga uniformemente cuando el sistema oscila,
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demostrar que cuando la masa suspendida se esta
moviendo con una velocidad v la energia cinética del
sistema viene dada por

K = 1(m +M]v2
2 3

Si el sistema masa-muelle realiza un movimiento
armanico simple, demostrar que tendra un periodo

M
m+—
3
k
17. Si la masa de las poleas mostradas en la figura es

pequefia y la cuerda inextensible, encontrar la
frecuencia natural del sistema.

Respuesta.
Y k.ks rad

dm(k, +ky) s
18. Una placa plana P hace un movimiento arménico
simple horizontal sobre una superficie sin friccion
con una frecuencia f = 1,5 Hz. Un bloque B descansa
sobre la placa, como se muestra en la figura, y el

coeficiente de friccidn estatico entre el bloque y la
placa es u = 0,60. (Cul es la maxima amplitud de

oscilacién que puede tener el sistema sin que resbale
el bloque sobre la placa?

Respuesta. A = 6,62 cm

19. Se observo que el periodo de un determinado
péndulo era T = 1,002 s al nivel del mar. Cuando el
péndulo se llevé a la cima de una montafa, el
periodo resultd ser T = 1,003 s.

a) ¢Qué altura tenia la montafia?

b) ¢Como se veria afectado por la altura un péndulo
de torsion?

Para h << Rt = g=go(1—21) Rr=6
RT
378,13 km

Respuesta. a) h = 6,36 km, b) no, excepto en el
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caso de que la resistencia del aire sea méas pequefia.

20. Un cohete que posee un empuje igual a cinco
veces su peso estd equipado con un reloj de péndulo
vertical. Se dispara el cohete en el instante t =0y se
eleva verticalmente. Después de 5 s se agota el
combustible. ¢Cual es el tiempo leido en dicho reloj
de péndulo si un reloj semejante en el suelo marca
15s?

Respuesta. t=21,2s

21. Un péndulo estd constituido por una pequefia
esfera, de dimensiones que consideramos
despreciables, cuya masa es M = 200 g, suspendida
en un hilo inextensible y sin peso apreciable, de 2 m
de largo.

a) Calcular el periodo para pequefias amplitudes.

b) Supongamos que en el momento de su maxima
elongacion la esfera se ha elevado 20 cm por encima
del plano horizontal que pasa por la posicion de
equilibrio. Calcular su velocidad y su energia cinética
cuando pase por la vertical.

¢) Supongamos que al pasar por la vertical el hilo
encuentra un clavo O' situado 1m debajo del punto de
suspension O y normal al plano de oscilacién.
Describir el movimiento  posterior de la esfera.
Calcular la relacion de las tensiones del hilo cuando
el péndulo alcanza sus posiciones extremas.

d) Calcular el periodo de este péndulo, tal como se
describe en b), para pequefias amplitudes.

Respuesta.

o by |2
a) T1—272'\/;—2ﬂ'\/;—2\/§s

b) v=-/2gh =/2x9,8x0,2 = 0,4m/s
)Ty _cosa L -h 2-02 112
T, cosp L,—2h 2-2x02

0 T:2(22+2

=+2+1=2,4s

22. Un aro delgado y uniforme de diametro d cuelga
de un clavo. Se desplaza un angulo pequefio en su
propio plano y luego se le deja libre. Suponiendo
que el aro no desliza sobre el clavo, demostrar que
su periodo de oscilacion es el mismo que el de un
péndulo ideal de longitud d.

Hugo Medina Guzman

23. a) Una varilla homogénea delgada de longitud
£ oscila alrededor de un eje horizontal que pasa por
uno de sus extremos. Hallar la longitud del péndulo
ideal equivalente y situar el centro de oscilacion y el
centro de percusién.

b) Un disco macizo de radio R est4 oscilando con
una pequefia amplitud alrededor de un eje
perpendicular al plano del disco y situado a una
distancia r de su centro. ;A qué distancia r' sera
maxima la frecuencia?

R
2

24. Se sujeta una masa M en el extremo de un barra
uniforme de masa M y longitud L, la cual se pivota en
la parte superior Determine las tensiones en la barra
en el pivote y en el punto P, cuando la barra se
encuentra en reposo. Calcule el periodo de oscilacion
para pequefios desplazamientos del equilibrio y
determine el periodo para L = 2 m. (Sugerencia:
Suponga que la masa en el extremo de la barra es una
masa puntual.)

Respuesta. a) £, =:23€,b) r'=

F '
L
J
Respuesta.
T :4—7[ @ =2,68s.
3198

25. Un bloque clbico de 20 cm de arista esta
colgado por dos cuerdas de 15 cm de largo, como se
indica en la figura.

a) ¢Cual es el periodo de oscilacion cuando el
movimiento es paralelo al plano de la figura?

b) ¢Cuando el movimiento es perpendicular al plano

de la figura?
LY,

-

* 20 cm h(_//?
Respuesta. a) T =0,78s,b) T =11s

15 em

1

26. Un alambre delgado se dobla en forma de una
semicircunferencia de radio R. Se le hace oscilar en
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su propio plano alrededor de un eje perpendicular a
su plano y que pasa por el punto medio del alambre.
Hallar la longitud del péndulo ideal equivalente.

Respuesta. ¢/, = 2R

27. Un semicirculo de radio R y masa m esta
pivotado alrededor de su centro como se muestra en
la figura. Determinar su frecuencia natural de
oscilacion para pequefios desplazamientos.

!'\
Respuesta: @, = ;Tgrad/s
7

28. Un arco circular de diametro d se cuelga de un
clavo. ¢Cual es el periodo de sus oscilaciones
cuando las amplitudes son pequefias?

12
d
Respuesta. Zﬂ(j
g

29. Una tabla horizontal de masa m y longitud L se
pivota en un extremo, y en el extremo opuesto se
sujeta a un resorte de constante de fuerza k . El
momento de inercia de la tabla respecto del pivote es

1
§mL2. Si la tabla se desplaza un angulo pequefio 6

de la horizontal y se suelta, demuestre que se movera
con un movimiento arménico simple, con una

frecuencia angular dada por @ = 3% .

30. Un péndulo de longitud L y masa M tiene
conectado un resorte de constante de fuerza k a una
distancia h por debajo del punto de suspension.
Encuentre la frecuencia de vibracion del sistema para
valores pequefios de la amplitud (€ pequefio).
(Suponga que el soporte vertical, de longitud L, es
rigido, pero de masa despreciable.)

38

Hugo Medina Guzman

mgL + kL?

Respuesta. @ = 3
mL

31. Un motor eléctrico estd apoyado por 4 resortes,
cada uno de constante K como se muestra en la
figura. Si el momento de inercia del motor alrededor
del eje central de rotacion es lp, encontrar la
frecuencia natural de oscilacion.

Respuesta.

k
®, =2a - rad/s
0

32. a) Se cuelga una bola de acero maciza del
extremo de un alambre de acero de 2m de longitud y
radio 1 mm. La carga de rotura del acero es 1,1 x 10°
N/m?. ¢Cuéles son el radio y la masa de la bola de
mayor tamafio que puede soportar el alambre?

b) ¢Cudl es el periodo de las oscilaciones de torsién
de este sistema? (Mddulo de cizalladucha del acero
= 8 x 10" N/m® Momento de inercia de la esfera

respecto a un eje que pasa por centro = 2MR2/5 )
Respuesta. a) 22 cm radio, 360 kg b) 66 s.

33. La lenteja de un péndulo de torsion como el de la
figura es un disco de momento de inercia
desconocido I. Su periodo es T = 3 s. Cuando se
coloca sobre el disco un anillo delgado de 3 kg de
masa y un radio de 10 cm, de forma que el hilo de
suspension pasa por el centro exacto del anillo, el
nuevo periodo de oscilacion es T = 4 s. Hallar el
momento de inercia I.

LA,

2

LS
Respuesta. | =0,0386 kg.m?

34. Un resorte de 20 cm de longitud cuelga de un
soporte fijo. Al colocarse una masa de 0,5 kg en el
extremo inferior la longitud aumenta a 25 cm. Al
poner en oscilacién el sistema se observa que en el
tiempo 7/0,65 segundos ejecuta 10 oscilaciones.
Analice y diga si el movimiento arménico es simple
0 amortiguado. Justifique.

Respuesta.
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k , 05x98 N

Wy =,|—, k="""""-98—, =
m 0,05 m

o= [38 _y4red
05 S

La frecuencia medidaes » =2 10 :13@

%,65 >

La diferencia se debe a que el movimiento es
amortiguado.

35. Se cuelga un objeto de masa 0,2 kg de un resorte
cuya constante es 80 N/m., Se somete el objeto a una
fuerza resistente dada por - bv, siendo v su velocidad
en m/s.

a) Plantear la ecuacion diferencial del movimiento
en el caso de oscilaciones libres del sistema.

b) Si la frecuencia con amortiguamiento es «@/2

de la frecuencia sin amortiguamiento, ;cual es el
valor de la constante b?
Respuesta. b) 4 N.s/m,

36. Se conecta un bloque de masa m él un resorte
cuyo otro extremo se mantiene fijo. Existe también
un mecanismo de amortiguamiento viscoso. Sobre
este sistema se han realizado las siguientes
observaciones:

(1) Si se empuja horizontalmente el blogue con una
fuerza igual a compresion estatica del muelle es
igual a h.

(2) La fuerza resistente viscosa es igual a mg si el
blogue se mueve con una cierta velocidad conocida
u.

a) Para este sistema completo (en el que se incluye
tanto el resorte el amortiguador) escribir la ecuacién
diferencial que rige las oscilaciones horizontales de
la masa en funcién de m, g, hy u.

Responder a las siguientes preguntas en el caso de

que. U :3\@:

b) ¢Cudl es la frecuencia angular de las oscilaciones
amortiguadas?
c) ¢Qué tiempo ha de transcurrir, expresado en

forma de un maltiplo de A/h/g , para que la energia

descienda en un factor 1/e ?

d) ¢Cual es el valor Q de este oscilador?

e) Este oscilador, inicialmente en su posicion de
reposo, se pone en movimiento repentinamente
cuando t = 0 mediante un proyectil de masa
despreciable, pero cantidad de movimiento no nula,
gue se mueve en sentido positivo las x. Hallar el

valor del angulo de fase o en la ecuacion
X = Ae A2 COS(a)t—é) que  describe el

movimiento subsiguiente, y representar x en funcion
de t para los primeros ciclos.
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f) Si el oscilador se impulsa con una fuerza
mgcoswt, siendo @ =-./29/h ;cual es la
amplitud de la respuesta del estado estacionario?

Respuesta. b) (%QJW c) 3 E : dQ=3
PR P zen ) ¥ ) |

&) 5=""1090h
2
37. Un objeto de masa 0,2 kg se cuelga de un resorte
cuya constante es 80 N/m. El cuerpo se somete a una
fuerza resistente dada por - bv, siendo v su velocidad
(m/s)y b =4 N.mfs.

a) Plantear la ecuacion diferencial del movimiento
en el caso de oscilaciones libres del sistema y hallar
su periodo.

b) Se somete el objeto a una fuerza impulsora
sinusoidal dad F(t) = Fy sen at, siendo Fo = 2N y
w= 30 rad/s. En estado estacionario, ¢Cual es la
amplitud de la oscilacion forzada?

T
5.3

38. Un Pontiac Grand Prix de 1550 kg se soporta
mediante cuatro resortes en espiral, cada uno con
una constante de 7,00 x 10* N/m.

a) ¢Cuadl es la frecuencia natural de este sistema?

b) El automovil vibra al rodar sobre los baches en
una autopista de concreto. Si los baches estan
separados 18,5 m, ;qué tan rapido se estd moviendo
el automdvil cuando la frecuencia de los baches esta
en resonancia con la frecuencia natural?

Respuesta. a) 2,14 Hz b) 39,6 m/s

Respuesta.a) T = S,b)1,3cm

39. Un motor pequefio de velocidad variable tiene
una masa de 9 kg se monta en una viga eldstica tal
como se muestra en la figura. El motor rota con una
masa excéntrica de 1 kg a5 cm. del centro del eje.
Cuando el motor no esta funcionando, el motor y el
peso excéntrico hacen desviar a la viga 1,25 cm.
Determine

a) la velocidad del sistema en la resonancia y

b) la amplitud de las vibraciones forzadas cuando el
motor esta funcionando en 300 rpm.

c) ¢Seria posible reducir la amplitud de la vibracion
forzada del motor en la parte

b) sujetando un peso adicional al motor? ¢Si es asi
qué peso se debe agregar para reducir la amplitud de
la vibraciéna 1,25 cm?

40. Un auto con amortiguadores en mal estado rebota
hacia arriba y hacia abajo con un periodo de 1,5 s
después de pasar por un hoyo. El auto tiene una masa
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de 1500 kg y se soporta mediante cuatro resortes de
igual constante de fuerza k. Determine el valor de k.
Respuesta. k =6580 N/m

41. Un blogue de masa m esta soportado por un
resorte de constante k el cual esta montado sobre una
base de peso despreciable sometida a un movimiento

arménico simple de arriba abajo A;senawt como se
muestra en la figura. Determine el movimiento del

blogue.
Ty
Respuesta.
2
x = Asen(w,t + @)+ ﬂsen(a)t +0)
o’ —of

k
W, = o A, @ y O dependen de las

condiciones iniciales.

42. En el sistema mostrado en la figura, si la masa
de la polea mostrada en la figura es pequefia y la
cuerda inextensible Encontrar:

a) La ecuacion de movimiento para cuando el
soporte A no tiene movimiento alguno.
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b) La ecuacion de Movimiento para cuando el
soporte A segun la siguiente ley  xp = X, coS(at).
(Sugerencia: noétese que la deformacién del resorte
puede expresarla como la diferencia de las
deformaciones de sus extremos)

¢) La solucion estable para el caso b.

T

Respuesta.
a) la frecuencia angular de las oscilaciones de la

k

m

masames: @ =—

o k 1
b) X+ —X=—Coswt
4dm 2m

¢) x = Dcos(at + &)

D:Z%m K

[l ., =
o’ — o’ ° 4m
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CAPITULO 3. Movimiento ondulatorio y ondas

INTRODUCCION.

Existen en la naturaleza muchos fendmenos de los
cuales se dice “tienen naturaleza ondulatoria” pero
(qué es exactamente una onda? ;Qué propiedades
tienen? ;Como se puede formalizar una expresion
matematica de un fenémeno ondulatorio? Estas y otras
cuestiones son el tema objeto de este capitulo.

No obstante, antes de entrar de lleno en lo que es una
onda y su formalismo, vamos a definir onda como:
Una onda es una perturbacion fisica que transmite

energia, pero que no transmite materia.

En las ondas materiales las particulas concretas que
componen el material no se propagan, sino que se
limitan a oscilar alrededor de su posicion de equilibrio.
No obstante cuando una onda se transmite por dicho
material se produce una sincronizacion de oscilaciones
entre las distintas particulas componentes del medio
que posibilita la propagacion de energia.

La onda de choque de una explosion es un buen
ejemplo. La creacion subita de calor en la explosion
eleva a presion muy alta a la masa de gas de su
vecindad inmediata. Esta presion se ejerce sobre el aire
que rodea el cual es comprimido e incrementado en
presion. Esta presion a su vez es ejercida sobre el aire
de mas alld, o sea que hay una onda de presion que se
aleja de la explosion con una velocidad de 335 m/s esta
onda contiene la energia requerida para comprimir el
aire. Esta energia rompe ventanas a grandes distancias
de la explosion. Ninglin material viaja, el movimiento
de cualquier particula de aire relativamente es
pequetio, la perturbacion es la que viaja rapidamente a
grandes distancias y transmite la energia

DEFINICION - CARACTERISTICAS.

Una onda es una perturbacion que se propaga desde el
punto en que se produjo hacia el medio que rodea ese
punto.

Las ondas materiales (todas menos las
electromagnéticas) requieren un medio elastico para
propagarse.

El medio eléstico se deforma y se recupera vibrando al
paso de la onda.

La perturbacion comunica una agitacion a la primera
particula del medio en que impacta, este es el foco de
las ondas y en esa particula se inicia la onda.

La perturbacion se transmite en todas las direcciones
por las que se extiende el medio que rodea al foco con
una velocidad constante en todas las direcciones,
siempre que el medio sea isotropo (de iguales
caracteristicas fisico-quimicas en todas las
direcciones).

Todas las particulas del medio son alcanzadas con un
cierto retraso respecto a la primera y se ponen a vibrar,
recuerda la ola de los espectadores en un estadio de
futbol.

La forma de la onda es la foto de la perturbacion
propagandose, la instantanea que congela las
posiciones de todas las particulas en ese instante.
Curiosamente, la representacion de las distancias de
separacion de la posicion de equilibrio de las particulas
al vibrar frente al tiempo dan una funcién matematica
seno que, una vez representada en el papel, tiene forma
de onda.

Podemos predecir la posicion que ocuparan dichas
particulas mas tarde, aplicando esta funcion
matematica.

El movimiento de cada particula respecto a la posicion
de equilibrio en que estaba antes de llegarle la
perturbacion es un movimiento oscilatorio armonico
simple.

Una onda transporta energia pero no transporta
materia: las particulas vibran alrededor de la posicion
de equilibrio pero no viajan con la perturbacion.
Veamos un ejemplo: la onda que transmite un latigo
lleva una energia que se descarga al golpear su punta.
Las particulas del latigo vibran, pero no se desplazan
con la onda.

Pulso y tren de ondas — Onda viajera

El movimiento de cualquier objeto material en un
medio (aire, agua, etc.) puede ser considerado como
una fuente de ondas. Al moverse perturba el medio que
lo rodea y esta perturbacion, al propagarse, puede
originar un pulso o un tren de ondas.

Un impulso tnico, una vibracion tnica en el extremo
de una cuerda, al propagarse por ella origina un tipo de
onda llamada pulso. Las particulas oscilan una sola
vez al paso del pulso, transmiten la energia y se
quedan como estaban inicialmente. El pulso so6lo esta
un tiempo en cada lugar del espacio. El sonido de un
disparo es un pulso de onda sonora.

Si las vibraciones que aplicamos al extremo de la
cuerda se suceden de forma continuada se forma un
tren de ondas que se desplazara a lo largo de la
cuerda, esto viene a ser una onda viajera.

TIPOS DE ONDAS:
Podemos establecer criterios de clasificacion de las
ondas. Algunos serian:
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Segun el medio por el que se propaguen produce de arriba a abajo, es decir, perpendicularmente
Ondas mecénicas. Son las que requieren un medio a la propagacion

material para propagarse. Ejemplo, el sonido

La onda de sonido ordinario es una forma de
transmision de energia, perturbaciones en el aire entre
fuente vibrante que es la que produce el sonido y un
receptor tal como el oido. El sonido también puede
transmitirse en los liquidos y en los solidos. Las ondas
en una cuerda, en un resorte y las ondas de agua son
otros ejemplos de ondas que necesitan de un medio
elastico para propagarse. A este tipo de ondas se los
denomina “ondas mecanicas”.

Ondas electromagnéticas. Son las que no requieren
un medio material. Ejemplo, la luz.

Existe otro tipo de ondas relacionada con la luz,
transmision de radio y radiacion de calor, esto es las
ondas electromagnéticas que no necesitan de un medio
para propagarse.

Segun el nimero de dimensiones que involucran
Unidimensionales. Ejemplo, la propagacion del
movimiento en una cuerda

2\

Y

P

Bidimensionales. Ejemplo, olas en la superficie de un
liquido.

Longitudinales. En este tipo la propagacion es
paralela a la oscilacion. Como ejemplo, si apretamos
un resorte las espiras oscilan de izquierda a derecha y
de derecha a izquierda, paralelas en cualquier caso a la
direccion de propagacion.

et atRa88080

, ., . ., . ., I Regi.&mumpmsiﬁn
Segun la relacion entre la vibracion y la direccién | —
de propagacion - e a0 onoonaon.
Transversales. Son aquellas ondas en las cuales la i e
oscilacion es perpendicular a la direccion de = 0000880 88 2800000000000 .
propagacion de la onda. Por ejemplo en una cuerda | !

- | " —
normal y tensa la onda se propaga de izquierda a |  Begiéindees mito

derecha (en cierto caso particular) pero, en cambio, la — 00000 A A A8 A R AR A8 000000

. .y A+
oscilacion de un punto concreto de la cuerda se !
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EXPRESION MATEMATICA PARA UNA ONDA
VIAJERA.

En la Figura (Physical Science Study Committee,
1965) se muestra una secuencia de fotografias de un
pulso propagandose de izquierda a derecha a lo largo
de un resorte. En esta seccion haremos uso de estas
fotografias para descubrir la expresion matematica de
una onda viajera y probar el significado de algunos de
los términos utilizados para describir las ondas.

El intervalo de tiempo entre cada fotografia es el
mismo. Estas fotografias indican que la velocidad de
un pulso es constante; y la forma del pulso
practicamente no cambia durante el movimiento de
avance. Un examen mas minucioso muestra que el
pulso se va haciendo gradualmente mas ancho
conforme avanza; la altura del pulso se va haciendo
menor mientras el ancho del pulso crece. Este
ensanchamiento del pulso es una consecuencia de la
dispersion. La dispersion no tiene un interés primordial
en las ondas que deseamos considerar, por lo que la
ignoraremos en nuestro estudio.

J} L 3
L TN
{a) Tiempo #=10 x
J.’ L s
o i ]
fix - vi) /f—\
X

(b} Tiempo ¢
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En la Figura arriba pueden apreciarse dos etapas del
movimiento de un pulso en una cuerda, a dos tiempos
diferentes, cuando el pulso se propaga de izquierda a
derecha con velocidad v. La figura esta dibujada sobre
un sistema de ejes coordenados de modo que el eje X
muestra la direccion en que la cuerda no se distorsiona.
Supongamos que la forma de la cuerda a t =0 esta

dada por la expresion f (X) (Figura a). Después de un

tiempo t el pulso ha avanzado hacia la derecha una
distancia Vt (Figura b). Debe notarse que la funcion

f (X - a) tiene la misma forma que la funcion

f (X) , sin embargo f (X — a) esta desplazada una

distancia a en la direccion +x. Si suponemos que el
pulso mantiene su forma mientras se propaga,
podemos expresar la forma del pulso en un instante de
tiempo t mediante

y(x,t)= f(x—vt)

Una descripcion similar a la anterior, nos proporciona
la expresion de un pulso que se mueve hacia la
izquierda con velocidad v

y(x,t)= f(x+vt)

Se denomina funcion de onda a la funcion y(x, t) que

sirve para describir onda. Para el caso de una onda en
una cuerda, la funcion de onda representa la
coordenada y de un elemento de la cuerda. Por tanto, la
funcion de onda da el desplazamiento y de dicho
elemento desde su posicion de equilibrio y = 0, pero es
una funcion que depende de X y de t.

Esto significa que el desplazamiento de un elemento de
cuerda depende de:

a) la coordenada X del elemento; y

b) el tiempo t de la observacion.

Esto es, X y t deben aparecer combinados en y(x,t)

como (X - Vt) 0 (X + Vt) . Para especificar una

funcion de onda debemos escribirla como una
determinada funcion. Asi por ejemplo la funcion de
onda especifica que vamos a discutir en la seccién

siguiente es y(x,t) = Asen(X - Vt).

Ejemplo 1. De las funciones que se presentan a
continuacion, sélo dos pueden representar ecuaciones
de onda, de ondas unidimensionales que se propagan
en el eje X:

5x107
niet)= 10,25+ (x—2t) |
5x107
alet)= 10,25 + (x* + 4t -2t |
5x107
ot)= 10,25+ (2x+t)|
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a) Decir cuales de las funciones: Y, Y, ¢ Y, son

funciones de onda y justificar la respuesta.

b) (Cuales son las velocidades de propagacion de
dichas ondas?

¢) En la figura se representan varias “fotografias” de
una cuerda tensa, en la cual se estd propagando una
onda que corresponde a una de las dos anteriores. Las
“fotografias” corresponden a instantes separados 0,01
s. (A cual de las ondas corresponden las “fotos”?

¥ (cm)

S

x(cm)
0 2 4 6 8§

x(cm)

] 2 4 6 8

¥ (em)
Ji, e
0 2 4 i} 8
¥ (cm)
. i me
] 2 4 G 8

Solucidén

a) Cualquier perturbacion que obedece en todo instante
a la ecuacion: y(x,t) =f (X + Vt) representa una
onda unidimensional que se propaga hacia la derecha
(signo negativo) o hacia la izquierda (signo positivo)
del eje X, con velocidad v. Asi pues, las funciones y; e
Y3 son las Unicas posibles representantes de ecuaciones
de onda.

b) Para yi, el valor de la velocidad sera V, =2m/s,

hacia la derecha del eje X.
Para y;, la transformamos en:

5x107 1 ,
Y, = =V, = —Em/s,hama

1 2
0,25+ 4(x + 2tj

la izquierda del eje X. .

c¢) Corresponde a Yy, puesto que su propagacion es
hacia la derecha del eje X, y ademas, es claro que su
velocidad es 2 m/s, lo que se deduce de las medidas
dadas en las fotografias sucesivas.

ONDAS ARMONICAS
Un caso especialmente interesante y frecuente es aquel
en que Y es una funcion sinusoidal o armdnica tal

como y(x) = AsenkX , de modo que

y(x,t)= Asenk(x—vt) (1)

La cantidad K conocida como nimero de onda
(diferente a la constante K del resorte) tiene un

Hugo Medina Guzman

significado especial. Reemplazando el valor de X por
2r .
X+ T , obtenemos para y(x,t), el mismo

valor; esto es,

y{x +2k7z,tj = Asenka +2k7[j —vt}

= Asenk[(x - vt)+27]
= Asenk(x —vt)= y(x,t)
2z

Observamos que ? es el “periodo de espacio” de la

curva, repitiéndose cada —— , cantidad la llamaremos

longitud de onda y la designaremos por A .
2r

A=—o
k

Entonces

Para un determinado tiempo
Longiiud de onda
J_F &

Observamos que la ecuacion (1) también puede ser
escrita en la forma

y(x,t) = Asen(kx - kvt) = Asen(kx - a)t)
Donde la frecuencia angular @ =kv y v = %

La funciéon y(x,t) es también periddica en el tiempo,

) 27
conun periodo T = —
w
. w
Y por lo tanto, con una frecuencia f =—
2
Para un determinado espacio X.
Periodo
o — 7 —
pesed/ N /N
T an -
7 7 Tiempo §
— 7 =

Podemos obtener una relacion importante de las ondas.

A

= — = Af , expresion que concuerda con

T
o 244
k 27/4
También es frecuente escribir la ecuacion de la onda
sinusoidal en la forma:

y = Asenzﬁ(z — _;[_j = y= Asen(kx - a)t)
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Onda que viaja a la izquierda. Similarmente para
una onda que viaja a la izquierda se tendria

y = AsenZE(% + %) = y= Asen(kx + a)t)

Funcién sinusoidal desfasada con respecto al
origen. Adicionalmente, podemos tener una funcién
sinusoidal desfasada con respecto al origen de
coordenadas, esto es,

y(x) = Asen(kx — @)

y la onda viajera sera

y(x,t) = Asen(kx — ot — @)

Similarmente para una onda que viaja hacia la
izquierda se tendra

y(x,t) = Asen(kx + ot — (0)

Nota. Una onda real no puede ser perfectamente
armonica, puesto que unas ondas armonicas se
extienden hacia el infinito en ambos sentidos a lo largo
del eje X y no tienen ni principio ni fin en el tiempo.
Una onda real debe tener principio y fin en algan lugar
del espacio y del tiempo. Las ondas existentes en la
naturaleza, como son las ondas de sonido o las ondas
de luz, pueden frecuentemente aproximarse a ondas
armonicas, puesto que su extension en el espacio es
mucho mayor que su longitud de onda, y el intervalo
de tiempo que tardan en pasar por un punto es mucho
mayor que su periodo. Una onda de este tipo se
denomina tren de ondas. Asi que una onda armonica es
una representacion idealizada de un tren de ondas.

Ejemplo 2. Un veraneante que descansa en la playa
observa que durante los ultimos 30 minutos han
arribado 90 olas a la orilla. Luego se mete al mar y se
dirige nadando hacia un bote anclado y ubicado a 450
m mar adentro, tomandole un total de 5 minutos en
llegar. En el trayecto el nadador sorteo 60 olas.
Determine

a) La velocidad con que las olas se acercan a la orilla
es:

b) La separacion entre crestas de 2 olas consecutivas.
Solucién.

Si en 30 minutos llegan 90 olas a la orilla, la
frecuencia de las olas es:
fo 0 _lec
30x60 20s
Si hay 60 olas en 450 metros la longitud de onda de las

olas es:

Z=@=7,50m
60

a) La velocidad con que las olas se acercan a la orilla.

v=Af :7,50><L =0,375 m/s
20
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b) La separacion entre las crestas de 2 olas
consecutivas es una longitud de onda:
450
60

A =7,50m

Ejemplo 3. Una onda sinusoidal es enviada a lo largo
de una de un resorte, por medio de un vibrador fijo en
uno de sus extremos. La frecuencia del vibrador es 20
ciclos por segundo y la distancia entre puntos de
minimo sucesivos en el resorte es 24 cm. Encontrar:

a) La velocidad de la onda

b) La ecuacion de la onda, sabiendo que el
desplazamiento longitudinal maximo es de 4 cm. y que
se mueve en el sentido positivo de X.

Solucidn.

a) Si f=20Hertz y A =24 cm.

la velocidad es

V = Af =24 x 20 =490 cm/seg.

b) La ecuacion de la onda que se mueve en el sentido
positivo es

y = Asen(kx — t)

Siendo

2t 7
A =4cm, szzfy
A

12
a)=2—7z=27zf =40n
T

Luego la ecuacion de la onda es
X
=4sen2z| — — 20t
y(x?t) ( 24 j

y en cm X en cm y t en segundos.

Corno la variable x aparece en la expresion con signo
opuesto a la variable t, la onda se propaga en la
direccién + X.

Ejemplo 4. a) Una onda en una cuerda esta descrita
por Y = 0,00ZSen(O,SX - 6281:). Determine la
amplitud, la frecuencia, periodo, longitud de onda y
velocidad de la onda.

b) Una onda en una cuerda esta descrita

pory = ZSSen[l,ZSE x—=0,407 t] en el sistema

cgs. Determine la amplitud, la frecuencia, periodo,
longitud de onda, la velocidad de propagacion y la
velocidad transversal de la onda.

Solucién.

a) La ecuacion de la onda es

y(x,t) = Asen(kx — ot)
A=0,002m,
k =27”=0,5 = A1=12,6m

wzzT_”=628 — T =0,001s
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f =L _100Hz

T
v=if =12602
S

b) La ecuacion de una onda armoénica, en general, es

X t
= Asen(kx — wt) = Asen27z(—+ —
y sen( wt) sen 7[(2 T)

La ecuacion dada en el problema se puede poner de la
forma siguiente

t

=25sen27m| —— ———
y sen2z| — T
1,25 0,40

Identificando ambas ecuaciones tenemos:
Amplitud A=25cm

2
Longitud de onda A = 125 =1,6cm

2

Frecuencia f = Tl =0,40 Hz

Velocidad de propagacion

V= 4 =0,64 cm/s
T

La velocidad transversal sera
V, = % =25%x0,87 cos 7(1,25x —0,80t)
=207(1,25x - 0,80t) cm/s

Ejemplo 5. Un foco puntual realiza un movimiento
periddico representado por la ecuacion.
Las unidades estan en el sistema cgs.

y=4cos2r £+L
6 240

Se pide determinar:
a) La velocidad de la onda.
b) La diferencia de fase para dos posiciones de la
misma particula cuando el intervalo de tiempo
transcurrido es de 1 s
¢) La diferencia de fase, en un instante dado, de dos
particulas separadas 210 cm.
d) Si el desplazamiento, Y, de una determinada
particula en un instante determinado es de 3 cm,
determinar cual sera su desplazamiento 2 s mas tarde
Solucién.
a) La velocidad de propagacion de la onda es:

_A_240_ ,,cem

S
La velocidad es de sentido contrario al positivo del eje
X.
b) La diferencia de fase es

Hugo Medina Guzman

¢=2ﬂ[tﬂ_tj=27z=ﬂ=3oo

6 6 6 3
c) En este caso, la diferencia de fase viene dada por
X, =X
Q:Z}Z’ 2 l=2ﬂ210:27[z=7l=310
A 240 4

d) Sabemos que

3=4cos Zﬂ(t + }
6

t X 3
=cos2m| —+— |=—
6 240 4

El desplazamiento 2 segundos mas tarde sera
X
240
= 4cos2rm £+L+1
6 240 3

= 4oos| 27| L4+ X 2z
6 240 3
= t X

y =4cos 2”(H62+

6 240) 4
sen2rx £+L = l—zzﬁ
6 240 16 4

Sustituyendo valores
3
40 2 4 2

Ejemplo 6. Una onda sinusoidal que viaja en la
direccion positiva X tiene una amplitud de 15 cm, una
longitud de onda de 40 cm y una frecuencia de 8 Hz.
El desplazamiento de laondaen t=0yXx=0es 15
cm
a) Determinar el nimero de onda, el periodo, la
frecuencia angular y la rapidez de onda.
b) Determinar la constante de fase ¢, y se escribira una
expresion general para la funcion de onda.
Solucion.
a) Utilizando las ecuaciones estudiadas obtenemos:

=-3,79 cm

=2—ﬁ=2—ﬁ=0,157/cm
A 40
T :l:l:0,1255
f 8

o =27 =27(8)=50,3rad/s
v=Af =(40)8)=320cm/s

b) Puesto que la amplitud A = 15 ¢cm, y como se tiene
y=15cmen x=0y t=0, obtenemos

15 = lSsen(— (p) = sen(— gp) =1
Esto puede comprobarse por simple observacion
puesto que la funcion coseno esta desplazada 90°
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respecto de la funcion seno. Sustituyendo los valores
de A, Ky @ en esta expresion, se obtiene

y= 15c0s(0,157t - 50,3X)cm

Ejemplo 7. La ecuacion de una onda arménica que se
propaga en una cuerda es

y = 25sen(1,2572x — 0,87t)

Donde X se expresa en cm y t en segundos.

a) Determinar cual es el desfase para dos particulas de
la soga posicionadas en 2cm y 30cm

b) Cual es la distancia minima entre 2 particulas del
medio cuyo desfase es de m/3.

Solucién.

a)y = 25sen(2,57 — 0,87t) = 25c0s 0,87t
y = 25sen(37,57 —0,87t) = — 25cos 0,87t
El desfase es 7 rad

30,0 e

El desfase entre esos dos puntos en todo instante sera
igual a 77 rad.

2
=)

b) 1,2572%, — 1,257, =§ =
X X ! ! 0,27
— = =— =027 cm
27 3(1,25) 3,75
Otra forma

Si 27t corresponde a 1,6 cm., cuando corresponde a
T

3

=0,27 cm

Ejemplo 8. La velocidad de propagacion de una onda

es de 330 m/s, y su frecuencia,

10° Hz. Calculese:

a) La diferencia de fase para dos posiciones de una

misma particula que se presentan en intervalos de

tiempo separados 5 x 10 s.

b) La diferencia de fase en un determinado instante

entre dos particulas que distan entre si

2,75 cm.

¢) La distancia que existe entre dos particulas que se

encuentran desfasadas 120°.

Solucion.

PRI R
f 10 f

=10"s

Hugo Medina Guzman

a) Si a un periodo T le corresponde una diferencia de
fase 27
a At le corresponde una diferencia de fase Ag

27At  275%107
Ap = = = = rrad
T 10
b) Si a una longitud de onda A le corresponde una
diferencia de fase 27:

a AX le corresponde una diferencia de fase Ag

27AX  272,75x107° &
Ap = = ——=—rad
A 33x10 6
o AX = AN@ _ 0,33x7/6 ~011m
27 27

Ejemplo 9. Sometemos al extremo de una cuerda
tensa a vibraciones sinusoidales de 10Hz. La minima
distancia entre dos puntos cuyas vibraciones tienen una
diferencia de fase 77 /5 es de 20 cm, calcular:

a) La longitud de onda.

b) La velocidad de propagacion.

Solucion.

a) Si la diferencia de fase para dos puntos separados 20
cmes /5, adiferencia de fase para una longitud de
ondaies 27

Luego A =-2%-20=200cm -2 m
z/5

b) La velocidad de propagacion
v=Af=2mx 10s" =20 m/s

Ejemplo 10. Una onda tiene por ecuacion:
y(x,t) = SSenﬂ'(4X 20t + 0,25), expresada en el

sistema CGS. Determinar la amplitud, la frecuencia, la
longitud de onda, el nimero de onda, la frecuencia
angular, la fase inicial y la velocidad de propagacion.
Solucién

La ecuacion general de la onda es:

y(x,t)=y,sen(kx — at + @)

= y,ssen2rx 1—l+£
A T 2rx

que comparada con la dada:

y(x,t)= 5sen27r(2x —10t +éj
1
resulta: Y, =5cm, T = TS

= f=—=10Hz, i=%cm,

1
=
k=4cm™, @=207xrrad/s, (p:%rad,

v =Af :%XIO:SCm/s
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Ejemplo 11. Sometemos al extremo de una cuerda a
un vibrador que le produce una onda sinusoidal. Si la
ecuacion de la vibracion escrita en el sistema

y =5sen0,27t , propagandose en la cuerda con una
velocidad de 10 cm/s. Determine la ecuacion de la
onda producida.

Solucion.

La ecuacion de la onda que se propaga el sentido
negativo del eje OX es:

Y(X,t) = yosen2ﬁ(§ + % + (pj

= y(x,t) = yosen27r(% + (aj
Comparando con la dada: y(O,t) = 5sen(,2 7t
Y, =5cm, 2_|f[=0,27r —>T=10s, =0

Ademas como
A=Vl - A=10x10=100cm
De aqui

y(x,t) = 55en27r[& + %j

Ejemplo 12. Las ecuaciones de dos ondas escritas en
el sistema CGS vienen dadas por:

y,(X,t) = dsen27(4t —0,5x) e

Y, (x,t) = 6sen(472X - 57zt)

Calcular en cada caso:

a) Velocidad en funcion del tiempo, de un punto
situado a 10 cm del foco.

b) Velocidad maxima de ese punto.

¢) Velocidad de fase.

d) ¢En qué instante alcanza su velocidad maxima un
punto situado a 1,5 m del foco?

e) Posicion de los puntos que tienen velocidad maxima
ent=0.

Solucién.

Y, (X,t) = 4sen(872t - 7ZX)
Y, (X,t) = 6S€H(472X - 57zt)
a) V, (X,t) = % =32r cos(87zt - 7ZX)

Vi (X,t) = aéltz =-30r cos(472X - 572t)

Cuando x = 10 cm, entonces:

v,,(10,t) =327 cos(8at —107r) = 327 cos 8t
V,,(10,t) = —307 cos(407z — 57t ) =

— 307 cos Sat
cm
b) En valor absoluto: V... =327 -
cm
Ve max = 307z—s
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cal_87z:8<:m

V,=—=—

M k7 S
v @ _57_5cm
Pk, 47 4 s

d) Para x = 150 cm, obtenemos:

v,,(150,t) = 327 cos(87t —1507)
=327 cos8at

si V,; es maxima, entonces:
n
cosdmt =11 = 8 =nzr = t:§s

En Vy2 sera:
V,,(150,t) = =307 cos(6007 — 57t)
= —30x cos5at

En el maximo:
n
cosdSat==+1 = SaA=nr = tzgs

e) Para t =0, entonces: V,, (X,O) =327 cos niX

y para que sea maxima:
cosXx =11 = zx=nzx = X=n
Para Vi, sera: Vi, (y,O) = —-307x cos4nx

y para que sea maxima:

n
cosdnx==*1 = 4d2x=nr = x:Z

Ejemplo 13. Sometemos al extremo de una cuerda
tensa a un vibrador que le produce vibraciones
sinusoidales. Por este efecto se propaga por la cuerda
una onda transversal que tiene por ecuacion:

y(x,t) =10 Senﬂ(l,6X - 0,8'[), expresada en el
sistema CGS.

a) (Qué condiciones iniciales nos determinan esta
ecuacion de onda?
b) Determinese para esta onda su amplitud, velocidad
de propagacion y longitud de onda.

¢) Tiempo que tarda en comenzar a vibrar una
particula de la cuerda situada a 10 cm del extremo en
que se encuentra el vibrador y ecuaciones horarias del

movimiento de ella [ y(t) , V(t), a(t)] una vez
transcurrido éste.
d) Dibujar la forma que tiene la cuerda [ y(t)] cuando

han transcurrido 5,625 s del comienzo de la vibracion
(perfil de la onda).

Solucion.

a) Si hacemos x =0y t =0, tendremos:

y(0,0)=10sen0 =0
v(x,t)= % =87z cosz(1,6x —0,8t)
= v(0,0)=-87<0

La ecuacion dada nos determina que en el extremo de
la cuerda en que se encuentra al vibrador X =0 y para
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t =0 es cuando comienza a actuar el vibrador con
movimiento vibratorio arménico dirigido hacia abajo
(en el sentido negativo del eje y. La onda se propaga en
la direccion positiva del eje X.

b) Como la ecuacion general de una onda sin fase

inicial (Y = 0)es:

y(x,t)=y, sen2z(kx — at) =y, sen27r(% - %)
Comparandola con la dada:
y(x,t)=10senz(1,6x —0,8t)
=10sen27(0,8x —0,4t)
De aqui
Y, =10cm, 4 :L:l,25cm,
0,8

b

_ 1
0,4
v=Af =1,25x0,4=0,5cm/s

c¢) La particula comenzard a vibrar transcurrido un
tiempo t, tal que:

2,5s, f =i =0,4Hz,
T

X
X=vt=> t=—=—=20s

v 0,5
Pasado éste, la particula comienza a vibrar con
movimiento armoénico de ecuacion:

x=10cm = Y(t)=10sen27(8 - 0,4t)
Luego:

V(t) = % =8 cos 271(8 - 0,4t)

2
a(t)= 3 29 _ 642 sen2r(3—0,41)
dt dt’
Obsérvese que el origen de las elongaciones para este
movimiento vibratorio arménico se encuentra a 20 s
del comienzo de la actuacion del vibrador. El signo
menos de la velocidad nos indica que comienza a
moverse hacia abajo (sentido negativo del eje y), y, por
tanto, la particula se encuentra en fase con el vibrador.
(El tiempo 20 s = 8 T nos indica que han transcurrido 8
periodos y, por tanto, la particula se encuentra a
8 A =10 cm de distancia del origen, y la forma de la
cuerda hasta esa particula sera 8 “bucles” hacia abajo
del eje y y otros tantos hacia arriba).

dt=5625s = y(x)=1sen27(0,8x —2,25)
Interseccion con ejey: x=0 =
y(O) =-10sen4,57 =—10cm

lo que nos indica que el vibrador se encuentra en su
maxima elongacion (amplitud) y por debajo del origen.

Interseccion con eje X:

El trozo de cuerda que se ha puesto en movimiento en
ese tiempo sera:

x=vt=0,5x 5,625 =2,8125 cm, correspondiente a

2,8125i =225 =27 +&
1,25 4

b
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lo que quiere decir es que a partir de esta distancia la
cuerda se encuentra en reposo, con lo que la grafica
(forma de la cuerda en ese instante) sera la de

y
s e 1
U ;\) Ay i o
7N § %
Yy L) %
-‘-_,g -,.% é" .03
DER »;(I-g X2 9o 1 Xy X
4 % f W4
& b S Y A
- T (-
—

La ecuacion es
y(x)=0 = 27(0,8x-2,25)=nz =
n+4,5
X =
1,6
Hay cinco valores de x para y(x) =0.

Xg corresponde an=0 =

x, =2 12’5 = 2,8125¢cm

3

X correspondean=-1 =

x, =13 5 1875em
L6

3

X.2 corresponde an =-2 =

X, =225%5 | s6250m
16

3

X3 corresponde an=-3 =

X, =% _9375¢m

2

X.4 corresponde a n =-4 =

X, =2 0 31950m

b

VELOCIDAD DE PROPAGACION EN FUNCION
DE LAS PROPIEDADES DEL MEDIO.

Forma simple de calcular la velocidad de la onda en
una cuerda en funcion de las propiedades del
medio. Supongamos que tenemos una cuerda de masa
por unidad de longitud ¢, que esta estirada por una

fuerza de tension T. Un pulso se propaga en la cuerda.

"

f\._*

T

_—

Tomamos un pequefio elemento A/ de la cuerda se
muestra en la figura.
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Este elemento, de longitud, en la parte mas elevada de
la onda, esta sujeto a la tension de la cuerda en los dos
sentidos de propagacion de la onda. Podemos dibujar
una circunferencia de radio R, en que R es la amplitud
de la onda. Este elemento de la cuerda, considerado
bien pequefio, esta en el lado de un triangulo cuyo
angulo opuesto esta dado por A@ . Instantdneamente,
es como si este elemento de cuerda estuviese en
movimiento en una trayectoria circular de radio R, con
velocidad v; la velocidad de la onda.

Aplicando la segunda ley de Newton al segmento de

cuerda A/

A A
z Fo=ma, = T Coszg—T COS—H =0
Z F,=ma, = - 2TsenA_9 = —Ama,
2
v’ Y, )

a, = —.Como 7 es pequefio, podemos

. AO A6O
considerar S€N— =~ 7
Reemplazando:

2

2TA70=!‘RAHV* =T =le\/2 yV= I

2 R P

Obtenemos la velocidad de la onda en la cuerda en
funcion de las propiedades de la cuerda: su tension y
su densidad lineal.

Ejemplo 14. La cuerda Si de un mandolina tiene 0,34
m de largo y tiene una densidad linear de 0,004 kg/m.
El tornillo de ajuste manual unido a la cuerda se ajusta
para proporcionar una tension de 71,1 N. ;Cual
entonces es la frecuencia fundamental de la cuerda?

Solucion.
v _ 1T 7LIN
T2l 2L 2(0,34m)7 0,004 kg /m
=196 Hz

Un instrumento de cuerda tal como una guitarra es
templada ajustando la tension en una cuerda por medio
de un tornillo de ajuste manual. La longitud de la
cuerda es fija, asi que el ajuste de la tension da la
frecuencia fundamental. Otras frecuencias
fundamentales pueden ser alcanzadas acortando la
longitud de la cuerda presionando en un traste.
Finalmente, varias cuerdas de diversas densidades se
utilizan para dar una gama de las velocidades de la
onda, de tal modo proporcionando el acceso a una
mayor gama de frecuencias fundamentales.
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Ejemplo 15. Unaonda Yy = Asen(klx - a)lt) viaja
por una cuerda de densidad de masa lineal x. y tension
T. Diga, para cada una de las ondas que se dan a
continuacion, si pueden viajar por la misma cuerda
simultdneamente con la onda dada. ;Por qué? ;Bajo
qué condicion?

y, = Asen(k X + o,t)

y, = Asen(kzx + a)lt)

y, = Asen(k,x + o,t)

y, = Asen(k,x + a,t)

Siendo @, #m, y K, #K,

Solucidn.

La velocidad de propagacion es Unica;

T

@, .,
—, por lo tanto, la relacion — esta

H 1 1

determinada o fija.

\Y

w, _

),
—, lo que
1 1

nos lleva a una falsedad, contra lo supuesto,
w, =0,

Y, - No puede viajar, se requiere:

Y, . No puede viajar, por que similar al caso anterior:

o @ .
— =— también nos lleva a una falsedad contra lo
k, Kk
supuesto, k2 = k1
. - . L, 2
Y, . Si puede viajar, bajo la condicion: —= = k_
2 1

Y, - Si puede viajar, por que tienen igual @, y k1
es la misma onda que viaja en sentido contrario.

Ejemplo 16. Una cuerda de masa M y longitud £
cuelga del techo de una habitacion.

a) Probar que la velocidad de pulso transversal en
funcion de la posicion cuando se propaga a lo largo de

ellaes V=./0X , siendo X la distancia al extremo

libre.
b) Probar que un pulso transversal recorrera la cuerda

en un tiempo 2./¢/g .

Solucioén.
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T
a) La velocidad del punto P es V= _|— ,latension T
\ p

en ese punto es debido a la cuerda que cuelga de
longitud x, cuya masa es £X y supeso T = LgX.

Luego V = @2\/&
\ i

b) para encontrar el tiempo de recorrido del pulso

ECUACION DE LA ONDA.

Ondas transversales en una cuerda. En esta parte
trataremos la ecuacion de la onda y su solucion,
considerando el caso particular de la onda transversal
en una cuerda, resultado que es general también para
los demas casos.

L~

’H
La cuerda tiene una masa uniforme £/ por unidad de

longitud y esta sometida a una tension T. Sobre esta
cuerda esta viajando una onda transversal.
Consideremos un elemento de longitud (de 1 a 2)
como se muestra en la figura, sobre este elemento
actuan dos fuerzas externas a €l, que la jalan en cada
extremo debido al resto de la cuerda. Estas fuerzas son
de igual magnitud que la tenson de la cuerda.

La fuerza horizontal sobre este elemento es:

Z F, =T cosa,-T,cosa, =0

si la curvatura de la cuerda no es muy grande
cosa, = cos «,

de aqui concluimos que T, = T, = T

La fuerza vertical sobre el elemento es:

Z F, =Tsena, -Tseng,

Si los desplazamientos transversales de la cuerda no
son muy abruptos, podemos considerar que, Sen
a= tano

Luego,

2F
Que sera la fuerza total neta que actua sobre el

elemento AX considerado.

Aplicando la segunda ley de Newton,
2

o’y
> F, =Ama, :Amﬁ

=T(tana, — tan, )

Hugo Medina Guzman

2
S denota la aceleracion vertical del elemento de

cuerda.

Como tanoa, = (ayj , tana, = (5}/]
oX ), X ),

y, Am = pAl = K

{(21) —(zﬂ
(2)2)]

0’ T
y7i AX

ot

Vi<

Llevando al limite cuando AX — 0, obtenemos
o’y _Taoy
ot wuox®
Ecuacion diferencial del movimiento.
Como la velocidad de propagacion de una onda en una

T
cuerda tensa es V= _|— , por lo que la ecuacion
\/ y7i

diferencial de la onda la escribimos como:
0’y _ 2 0%y

ot? ox*
Cuya solucion es la ecuacion de la onda

y = Asen(kx — ot

comprobacion
aZy _ 2 k
o ~Aw’sen(kx — ot),
0’y :
—-=—Ak"sen(kx — wt
aXZ ( )
Reemplazando
— Aw’sen(kx — wt) = —v* Ak *sen(kx — wt)
w
= v=—"
k

Expresion valida para toda onda, ya que a)/ k
corresponde a la velocidad de propagacion de la onda.

De manera similar podemos encontrar la velocidad de
propagacion de la onda para:

a) Ondas longitudinales en una barra de metal de
densidad p modulo de elasticidad Y.

11
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b) Ondas transversales en una barra de metal de
densidad p mddulo de elasticidad cortante o de
cizalladura G.

¢) Ondas longitudinales en un gas de densidad p
moddulo de compresibilidad volumétrica B.

Ejemplo 17. Para el cobre el modulo de elasticidad
volumétrica es 14 x 10" N/m” y la densidad es 8920
kg/m®. ;Cual es la velocidad del sonido en el cobre?
Solucion.

\/E
v=_|— =
P

Ejemplo 18. A un alambre de acero (Modulo de
Young: Y =2,0 x 10" N/m?, densidad del acero: p =
7,8 g/em®) que tiene un didmetro de 1 mm y 4 m de
longitud, lo colgamos del techo, calcular:

a) El alargamiento del alambre cuando de su extremo
libre colgamos un peso de 150 kg.

b) La velocidad de propagacion de las ondas
longitudinales y transversales a lo largo del alambre
cuando el cuerpo esté suspendido.

FESP
Re vt

14x10"
8920

=3960 m/s

£+AE

Solucién.
Al F
a)— = —
¢/ YA
Mg/ 150%x9,8x 4
Al = 2 = 2 8
Y 7R 2x10°7225%10
=374x10°m

b) La velocidad de propagacion de las ondas
longitudinales lo largo del alambre

y _ Y _ [2x10"
longitudinal — ,0 - 7,8X103

La velocidad de propagacion de las ondas transversales
a lo largo del alambre

~5.06x10° 2
S

12
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T Mg
Vtransversal = = 2 =
uo| prR
150x9,8
Vtransversal = 3 -8
7,8x10° x 725x10
= 490 ™
S

Ejemplo 19. Se tiene un alambre de acero de 1,3 mm

de diametro, sabiendo que 5 m de este alambre se

alarga 0,5 mm con una carga de 2,1 kg. (densidad del

acero, 7,8 g/cm’)

a) Calcule el médulo de Young en el acero.

b) Calcule la velocidad de propagacion de una onda

Solucion.

Donde p, la densidad es un valor conocido igual a 7,8

g/em’.

a) El moédulo de Young Y puede calcularse de

_F/A F¢
AlJ0 AAL
(2,1x9.8)(5)

i 2

z(13x107 ) /40,5x107)
b) La velocidad de propagacion del sonido en el acero
viene dada por

\F 15,5%10"
V= |—= |/
Yo

7,8x10°
Ejemplo 20. Una cuerda de piano de longitud 40 cm,
seccion 0,4 mm’ y densidad 7,8 g/cm’, emite un sonido
fundamental cuando se aproxima un diapason de
frecuencia 218 Hz.
a) Determine la tension a que esta sometida.
b) Si la tension se multiplica por 4, ;como se modifica
la frecuencia de su sonido fundamental?
Solucidn.

=15,5x 10" N/m?

=4458 m/s

a) En este caso /212 L= A=2L =08m

La velocidad de las ondases: V=Af =0,8x 218 =

174,4 m/s
La velocidad de las ondas transversales en la cuerda
tensa esta dada por:

v=\F:>T=yv2
Y7,

, _ m mA
La densidad lineal es: 11 = f

L
10%)(0,4 x 10°)=3,12x 10 kg/m

Finalmente T = 4V>= (3,12 x 107)(174,4)> =949 N
b) En este caso la velocidad de las ondas transversales

€s.
V'= 4T=2\F=2v.
y H

=pA =(7,8x
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La longitud de onda no cambia y la nueva frecuencia
sera:

=V oY

—="=2f =2x218=436Hz
A A
Ejemplo 21. A un resorte cuya masa es 200 g y cuya
longitud natural cuando esta colgado de un punto fijo
es 4 m, se le pone una masa de 100 g unida a su
extremo libre.

Cuando esta masa se encuentra en equilibrio, la
longitud del resorte es 4,05 m. Determinar la velocidad
de propagacion de las ondas longitudinales en el
resorte.

Solucién.

#

Ay NN L 1L T ARG ATIR LT £ (11
W_.I_:_frlz_l:_'!!_l!!:_u]-_|'=_I-' 3 :I'_I'IJ[I I,';l'l"-!l -II WY L) =£I= l |

Ondas longitudinales en un resorte.

k
V=\/7,paraunresorteY = fo ) p=ﬁ
Yo, A A
ke,
luego para el resorte V =
Y7,
0, =4m, Al=0—(_ =405-4=005m
Fokal = k=19 0198 _ 15N
Al 0,05 m
ﬂ=ﬂ:0’2=5><10*ZE
, 4 m
finalmente
u \5x10 s

ENERGIA E INFORMACION TRANSFERIDA
MEDIANTE ONDAS

Tenemos la experiencia de energia transferida por
ondas en muchas situaciones. Sentimos la fuerza de
una ola en el océano, nuestra piel siente el calor de las
ondas luminosas del sol, escuchamos las ondas de
sonido. Ademas, la mayor parte de la informaciéon que
recibimos nos llega mediante ondas. El habla y la
musica se transmiten por ondas de sonido, la radio y la
television por ondas electromagnéticas. La luz
reflejada por la cual usted lee esta pagina es una onda.
(Como depende la energia (y en consecuencia la
informacion) transmitida por las ondas de las
propiedades de las ondas? Para responder esta
pregunta antes debemos considerar como es transferida
la energia por un solo pulso. Luego, ampliaremos los
resultados con el fin de tener una expresion para la
energia de una onda armoénica.
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A un elemento de masa AM en el punto P se le da una
energia cinética a medida que un pulso de onda pasa
con una velocidad V.

Para el tiempo t = 0, un pequefio segmento de la cuerda
alrededor del punto P de la figura anterior, con masa
Am y longitud Al esta en reposo y no tiene energia
cinética. El movimiento hacia arriba y hacia abajo
proporciona la energia requerida para iniciar el pulso a
lo largo de la cuerda. A medida que el borde que
encabeza el pulso alcanza P, el segmento A/
comienza a moverse hacia arriba. A medida que la
cresta de la onda pasa el segmento A/, el segmento se
mueve a su posicion mas alta y empieza de nuevo a
bajar, teniendo energia cinética mientras esta en
movimiento. Cuando el pulso entero ha pasado P, el
segmento Al regresa al reposo y de nuevo no tiene
energia cinética. El progreso del pulso a lo largo de la
cuerda corresponde al flujo de energia a lo largo de la
cuerda. Otro tipo de pulso, incluyendo un pulso que
viaja a través del aire, transferiria energia a lo largo de
la direccion de la propagacion de modo similar.

(Cuanta energia se ha transferido al pasar P durante un
tiempo t ? Para una onda armoénica que viaja en una
cuerda, cada punto se mueve con movimiento
armoénico simple en la direccidn transversal (y).

Como vimos anteriormente, en ausencia de
amortiguamiento, la energia total de un oscilador
armoénico es igual a su energia potencial en el

1
desplazamiento maximo A, es decir, 5 kA?.

También vimos que la relacion entre masa, constante
K del oscilador (no es el nimero de onda K ) y

frecuencia es f — . Si tratamos el segmento

27 \'m
de la cuerda como un oscilador armonico con masa
AM que se mueve a la frecuencia f, podemos
acomodar la ecuacion para obtener una constante de
. 2 , .
salto efectiva K = (27Zf ) AM . La energia asociada

con el movimiento de este segmento de la cuerda es
entonces

AE = 1xa” = l(27zf ) AmA’
2 2
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AE =27°Amf > A’

Ahora tenemos un resultado importante: la energia de
una onda depende del cuadrado de la amplitud de la
onda. Asi, una onda con ¢l doble de amplitud de otra
onda equivalente (con la misma frecuencia, el mismo
medio) tendra energia cuatro veces mayor.

Para encontrar la rapidez del flujo de energia, o
potencia, observamos que AM se puede escribir corno
PSAL, donde p es la densidad, S el area de la

seccion transversal y Af la longitud del segmento de
la cuerda. En un tiempo At la onda con rapidez V
recorre una longitud A¢ = VAt , de manera que
podemos sustituir AM = pSVAL dentro de la ecuacién

para AE . Obtenemos una expresion para la energia
transportada en el tiempo At .

AE =277Spvf > A’ At
La rapidez a la cual se propaga la energia a lo largo de
la cuerda es la potencia P.

AE
P=—=27"Spvf A’
At -

El parametro mas 1til generalmente es la intensidad

| , que se define como la potencia que fluye a través
de un area unidad. Para este caso, la intensidad en
watts por metro cuadrado (W/m?) es:

=P
S

=27’ ovi A’

Aunque este resultado lo hemos derivado para el caso
especifico de ondas en una cuerda, dan la dependencia
correcta de la densidad del medio, la velocidad de la
onda, la frecuencia y la amplitud apropiada para
cualquier onda armonica viajera.

El oido humano puede acomodarse a un intervalo de
intensidades sonoras bastante grande, desde 1072
W/m? aproximadamente (que normalmente se toma
como umbral de audicion), hasta 1 w/m?
aproximadamente que produce sensacion dolorosa en
la mayoria de las personas. Debido a este gran
intervalo y a que la sensacion fisiologica de fuerza
sonora no varia directamente con la intensidad, se
utiliza una escala logaritmica para describir el nivel de
intensidad de una onda sonora.

Nivel de Intensidad.
El nivel de intensidad, /3, se mide en decibelios (dB)
y se define:

B

I
=log—, donde | es la intensidad del sonido, e
0

- . 12
I, es un nivel de referencia cuyo valor es de 10

W/m® que escogemos como la unidad de audicion.
En esta escala, el intervalo de intensidad sonora para el
oido humano es de 0 dB a 120 dB, que corresponden a
intensidades a partir de 10™'> W/m” hasta cerca de 1
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W/m?. La sensacion de sonido mas o menos fuerte
depende de la frecuencia ademas de la intensidad del
mismo.

Ejemplo 22. Una cuerda de densidad lineal 480 g/m
estd bajo una tension de 48 N. Una onda de frecuencia
200 Hz y amplitud 4,0 mm recorre la cuerda. ;A qué
razon la onda transporta energia?

Solucion.

w =27 = 27(200)=

48N
“\0,48kg/m*

2A2
2/JV

=(0,5)0,48)(10)(400z)*(0,004)" =61 W

4007r@

Ejemplo 23. La conversacion normal se desarrolla a
cerca de 60 dB. ;A qué nivel de intensidad

corresponde?
Solucidn.
I I
60=10log,,—, = —— =10°
o ly
= 1=10°1, =10° w/m®

Ejemplo 24. Una fuente emite el sonido
uniformemente en todas las direcciones en un nivel de
la energia de 60 W. ;Cual es la intensidad una
distancia de 4 m de la fuente?

Solucién.
La potencia se distribuye sobre la superficie de una

esfera de area A =4ar?.
P 60

47r(4Y

5= =0,30W/m’

Ejemplo 25. A una distancia de 5 m de una fuente el
nivel de sonido es 90 dB. ;A qué distancia el nivel ha

bajado a 50 dB?
Solucién.
| P P aui I, r
=——yl,=—— deaqui —=—+
b4 12 ’ 47”22 1 rzz
I I
B, =10log,, - =90dB, = - =10’

I 0
Similarmente,

! !

B, =10log,, 2 =50dB, = -2 =10’
IO IO

2

5
Luego —= = % =107 = %
I, 10 r,

= 1, =10°1, =500 m
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REFLEXION DE ONDAS

Ahora veremos que sucede con una onda al llegar a un
extremo que la confina; para este estudio
consideraremos una perturbacion en una cuerda,
primero veremos cuando el extremo esta rigidamente
atado a la pared y la cuerda no tienen posibilidad de
desplazamiento en ese punto. Luego veremos el caso
en que la cuerda tiene posibilidad de desplazamiento
vertical en el punto de atadura. Esta propiedad de las
ondas que aqui introducimos se aplica a todas las
ondas.

Primer Caso.- Extremo fijo

Cuando el pulso de una onda llega al extremo mas
alejado de una cuerda que esta fija a una pared en ese
extremo, la onda no se detiene repentinamente, sino
que es reflejada. Si no se disipa energia en el extremo
lejano de la cuerda, la onda reflejada tiene una
magnitud igual a la de la onda incidente; sin embargo,
la direccion de desplazamiento se invertira (vea
figura). Esta inversion sucede porque a medida que el
pulso encuentra la pared, la fuerza hacia arriba del
pulso en el extremo tira hacia arriba sobre la pared.
Como resultado, de acuerdo con la tercera ley de
Newton, la pared tira hacia abajo sobre la cuerda. Esta
fuerza de reaccion hace que la cuerda estalle hacia
abajo, iniciando un pulso reflejado que se aleja con una
amplitud invertida (o negativa).

1
— d , e, r
. ey —_ e
2 5
—_— ,,’f ..’“\;‘
- . Ty -?}
3 [
—h—
. —
sramammoere—omenes 5
Extremo Fijo

Segundo Caso.- Extremo Libre

Si la cuerda tiene libertad para moverse en su extremo
lejano. De nuevo, un pulso de onda que viaja a lo largo
de la cuerda se refleja cuando alcanza ese extremo (vea
figura). Pero en este caso vemos que la onda reflejada
tiene la misma direccion de desplazamiento que la
onda incidente. A medida que el pulso alcanza el
extremo de la cuerda, ésta se mueve en respuesta al
pulso. A medida que el extremo de la cuerda empieza a
regresar a su posicion, inicia un pulso inverso a lo
largo de la cuerda, justamente como si el movimiento
final se debiera a alguna fuerza externa. El resultado es
un pulso exactamente igual al pulso de onda incidente.
Pero viajando en el sentido contrario.
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Exivemo Libre

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION DE ONDAS -
INTERFERENCIA

Tratamos en este punto el efecto combinado de dos o
mas ondas que viajan en el mismo medio. En un medio
lineal, esto es, en un medio en que la fuerza de
recuperacion es proporcional al desplazamiento del
mismo, se puede aplicar el principio de superposicion
para obtener la perturbacion resultante. Este principio
es aplicable a muchos tipos de ondas, incluyendo las
ondas en cuerdas, ondas sonoras, ondas superficiales
en el agua y ondas electromagnéticas. El término
interferencia se emple6 para describir el efecto
producido al combinar dos ondas que se desplazan
simultdneamente a través de un medio.

Principio de superposicion.

El principio de superposicion establece que, cuando
dos 0 méas ondas se mueven en el mismo medio lineal,
la onda resultante en cualquier punto es igual a la suma
algebraica de los desplazamientos de todas las ondas
componentes.

Ejemplo 26. Entre dos barras paralelas se mantiene
tensa una cuerda mediante dos anillos, como se indica
en la figura. Se perturba la cuerda partiendo de un
desplazamiento inicial como el indicado en la figura
(muy exagerado en la misma). La longitud de la cuerda
es d y la velocidad de propagacion de las ondas
transversales en dicha cuerda es V.

Cuanto tiempo transcurrira hasta que la cuerda alcance
un estado igual al representado si:

a) Los anillos pueden moverse libremente a lo largo
de las barras.

b) Un anillo esta fijo.

c¢) Estan fijos los dos anillos.
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| d | se produce en t = d /V, y el méximo en un tiempo:
2d

fd
z L=

Solucién.

a) Si los anillos pueden moverse a lo largo de las
barras, cuando los pulsos de la figura llegan a los
extremos la reflexion se realiza sin cambio de fase. El

maximo central se produce en el instante t; tal que:
d/2 d
t,=2— =t =—
Vv \' m‘t.ﬁ' \
S =S

£ Py -

b) En el anillo fijo se produce cambio de fase en la

reflexion. La propagacion sigue los pasos de la figura.
ONDAS QUE VIAJAN EN LA MISMA
DIRECCION.

e e — Se aplicara el principio de superposicion a dos ondas
e\ /.......,..uf . armoénicas que viajan en la misma direccion en cierto
medio.

Ondas con la misma Amplitud y frecuencia.

Si el sentido de avance es el del semieje positivo de las
X, y tienen la misma frecuencia, longitud de onda y
amplitud, pero difieren en fase se pueden expresar sus

P
\......,M\ I W a3 funciones de onda individuales como
—_— P A

y, = Asen(wt —kx) e
y, = Asen(at —kx — @)
La funcion de onda resultante y se obtiene haciendo
ytotal = yl + y2
= Asen(awt — kx)+ Asen(wt — kx — @)
Empleando la identidad trigonométrica siguiente:
A-B A+B
(A-8)  (A+B)
2 2

senA +senB = 2 cos

Se produce un minimo en el centro en el instante: Se obtiene

t= d/2 + d + d/2 - 2d Yiotal = [2Acos%}sen(kx — ot —%)

—— y el tiempo necesario

\" Vv \
para que se produzca el maximo en el centro es el Luego, observamos el movimiento resultante es
44 nuevamente ondulatorio, pues es de la forma
doble que el anterior, es decir: T, = v f (X _ Vt) obien f (kX — a,t)‘

¢) Con los dos extremos fijos hay cambio de fase en
ambos. Como se aprecia en la figura el minimo central
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La onda resultante tiene igual frecuencia y longitud de

4
onda que sus componentes, pero con desfase —

respectoa Y, y — % respectoa Y,
La amplitud de este movimiento ondulatorio es
I:2ACOS ?} , vemos que es diferente al de sus

componentes y con la caracteristica fundamental que
depende de @.

Si ¢=0, 2, 47..., entonces COS% =xlyla
amplitud de la onda resultante es + 2 A. En otras
palabras, la onda resultante es el doble de amplia que
las ondas individuales. En este caso se dice que las
ondas estan en fase en todos los puntos, es decir, las
crestas y los valles de las ondas individuales ocurren

en las mismas posiciones. Este tipo de superposicion
se denomina interferencia constructiva.

5 (N [
VAR
HANAYS
AR,
ANANS
VY,

Si @ = (o cualquier multiplo impar de veces ) w,

entonces COS% =0, y la onda resultante tiene

amplitud cero en cualquier parte. En este caso la cresta
de una onda coincide con el valle de la otra y sus
desplazamientos se cancelan en cada punto. Este tipo
de superposicion se denomina interferencia

destructiva.
AN AN
U
Yoot | m m
VARVARN
» 4 [ Ve <

La amplitud de la onda
resultante es cero
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Si 0 < @ < 7 la onda resultante tiene una amplitud
cuyo valor esta entre 0 y 2A. La figura muestra un

T
desfase @ = ——

2

JANWANEA
Y RVAVARY,
NN NS
ARVAVARY
B AWAWAW
JIRVAYALY,

APLICACIONES:
El estetoscopio y la cancelacion de ruidos.

El estetoscopio.

Este instrumento fue inventado en 1816 por el médico
francés R.T.H. Laennec. A este hombre, por pudor, no
le agradaba la idea de aplicar su oreja sobre el pecho
de las pacientes, por lo que se acostumbr6 a utilizar un
tubo de papel. Posteriormente perfecciond la idea
aplicando el principio de interferencia constructiva.

Cancelacion de ruidos.

La interferencia destructiva puede ser muy util. Es
muy importante que el piloto de un avién oiga lo que
sucede a su alrededor, pero el ruido del motor
representa un problema. Por eso, los pilotos pueden
usar unos auriculares especiales conectados a un
micréfono que registra directamente el sonido del
motor. Un sistema en los auriculares crea una onda
inversa a la que llega a través del micr6fono. Esta onda
es emitida, de forma que neutraliza la primera. En los
automoviles se esta experimentando con un sistema
similar.
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Ruido original

Dn:da comhbinada

Microfono %

Amicﬁl‘ :

Onda invertida

Ejemplo 27. Dos focos puntuales F y F', separados
entre si 1 m, emiten en fase sonidos de 500 Hz de
frecuencia con la misma intensidad.

a) Obtener la posicion de los puntos, si los hay, en los
que no se registra sonido.

b) Obtener la posicion de los maximos y minimos de

intensidad que se registran a lo largo del segmento FF'.

(v =340 m/s).
x=D
F P F
i g — o — — — @
fogli 4.‘
=0 D-x x=D
Solucioén.

a) Si consideramos que ambos sonidos se propagan
con frentes de ondas esféricos y que por tanto la
amplitud disminuye con la distancia, para que se
produzca anulacion total en un punto, éste debera
equidistar de F y F', con lo que los tinicos puntos
serian los de la mediatriz del segmento F F'; pero
precisamente en esos puntos las dos amplitudes se
suman por estar los focos en fase. En consecuencia, no
hay ningtin punto a distancia finita en el que la
intensidad resultante sea nula.

b) Desde un punto P del segmento F* a distancia x
de F, la diferencia de caminos a los focos es:

AX=X,—X, =X—(D-x)=2x-D
MAXIMOS:

AX=n4 = 2x-D=nY = x=2,NV
f 2 2f

oL 13000
2 2500

n=0 = Xx,=0,50m
n=+1 = X, =0,84m

Los maximos estan en valores de x igual a 0,16; 0,50;
0,84 m
MINIMOS:

n=-1=

Ax:(2n+1)i — x=2 @n+yv
2 4 f
n=-1= xlzl—lﬂ: ,33m
2 4500
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n=0 = X,=0,6Tm

Los minimos estan en valores de X igual 0,33 m; 0,67
m.

Los restantes maximos y minimos se localizan fuera
del segmento F F*" .

Ejemplo 28. Dos Fuentes separadas 20 m vibran de
acuerdo a las ecuaciones

y, =0,06senzt m y, =0,02senzt m

Ellas envian ondas de velocidad 3 m/s a lo largo de
una varilla. ;Cual es la ecuacion del movimiento de
una particula a 12 m de la primera fuente y a 8§ m de la
segunda?

Solucion.

I« 20 m .
- #]

I:IJ|‘7 x14+—x24>‘

Referido a la figura. La fuente 1 envia ondas en el
sentido +x, tal que

y, = Asen(kx, — at).

La fuente 2 envia ondas en el sentido -X, tal que

y, = Asen(kx, + ot)

rad w m
como W=7—,yV=—=3—
s k S
o0 T
= k=—==
v 3

También A;=0,06m y A, =0,02m
La perturbacion resultante en el punto
X;=12m, X, =-8 mes.

y=Y,.+Y,
- 0,06sen(§ X, — ﬂt] + 0,02sen(§ X, + ﬂt]

v

= 0,06sennt + 0,02{— %senﬂt - % cos M}

87

= O,O6sen(127” - ﬂtj + 0,02sen(— ?

= 0,06senxat + 0,028611(721: — ZTE)

= (0,05senat —0,0173 cos zt

Ejemplo 29. Dos fuentes F, y F,, que vibran con la
misma fase producen en la superficie libre del agua
ondas representada por las ecuaciones:

y, = 8sen(207rt - 0,27[X) (en cm)
y, = 4sen(407t — 0,477X) (en cm)

Determine la amplitud de la onda que se produce por
interferencia en un punto P que dista 25 cmde F; y 15
cmde F,.

Solucidn.
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Usando la relacion

sen(A—B)=senAcos B —cos AsenB :

y, = 8(sen207ztcos 0,27 - cos207ztsen0,27X)
y, = 4(sen407ztcos 0,47X - cos407ztsen0,47zx)

En el punto P (X; =25 cm, X,= 15 cm):
y, = 8(sen2077tcos Sz~ cos207rtsen57z)
y, = 4(sen407rtcos 67- cos407ztsen67r)

Con senSz =cosz =0, cosSz =cosz =-1

y sen6zr =cos2zx =0, cosbr =cos2z =1
Obtenemos:

y, = 8(— sen207t ): —8sen2rt
y, = 4(sen407rt ) =4sen2rt

La suma:
y=Y,+Y, =-8sen2xt+4sen2rt=
—4sen2xt

La amplitud de la onda que se produce por
interferencia en un punto P es 4 cm.

Ondas que difieren tanto en Frecuencia como en
Amplitud

Sean las ondas y; e Y, que difieren tanto en frecuencia
como en amplitud

y, = Asen(@t+k x)= Asend, ¢

y, = Ajsen(@,t +k,x)= A sen6,

Si las ondas componentes difieren tanto en frecuencia
como en amplitud, existen varios modos de

combinarse, de modo que todos ellos exigen cierta
habilidad en el calculo trigonométrico. Si ponemos

6, =0, + 0 y desarrollamos
sen(91 + 5) =send, cos o + cos f;senod
y=Y,+Y, = Asené, + Asenb,

= Asend, + Azsen(ﬁ1 +5)

= (A + A, cosSkend, + Asenscosd, (1)

Esta expresion puede recombinarse en la forma de una
sola onda

y = Asen(6, + ¢)
= Acos¢send, + Aseng cos 6, ()

Igualando coeficientes de (1) y (2) obtenemos las
ecuaciones:

Acosg= A + A, coso y Aseng = A,send
Elevandolas al cuadrado y sumando obtenemos el
valor de A:

A= \/Alz + Al +2A A, cosS

Y dividiéndolas obtenemos el valor de ¢ :
A,seno

A + A, coso

tan g =
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Si se desea la onda resultante puede sumarse a una
tercera onda y asi sucesivamente. En general esta
superposicion no es simple, puesto que tanto la
amplitud como la fase resultante pueden ser funciones
del tiempo y de la posicion.

Ejemplo 30. Dos ondas armonicas de amplitudes 2 y
4 cm viajan en la misma direccion y tienen idéntica
frecuencia; si su diferencia de fase es w/4, calctlese la
amplitud de la onda resultante.

Solucioén.

T
A una diferencia de fase O = Z , le corresponde una

o_Ao _x

distancia: AX = — 2

k 2r
y como la amplitud de la onda resultante verifica:

A02 = Ajl + Ajz +2A, Ay, coso

Sustituyendo:

A, :\/Aozl + Asz +2A, A, coso

= \/4+16+16cos% =5,6cm

Ejemplo 31. El aparato de Quincke consta de dos
tubos en U, pudiéndose deslizar las ramas de uno de
ellos dentro de las ramas del otro. En las proximidades
de la ramificacion

A se produce un sonido que se escucha poniendo el
oido en B. Deslizando el tubo 1 dentro del 2, se
encuentran posiciones en las que no se percibe sonido;
(por qué? Si el desplazamiento lateral que hay que dar
al tubo 1, desde que no se percibe sonido hasta que, de
nuevo, se deja de percibir, es de 25 cm, (cudles son la
longitud de onda, la frecuencia y el periodo de las
ondas sonoras? Velocidad de propagacion del sonido
en el aire, 340 m/s.
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Solucion.

No se percibira sonido cuando la diferencia de
recorridos A 1 By A 2 B sea un niimero impar de semi
longitudes de onda. Si en tales condiciones se desplaza
el tubo 1 hasta dejar de nuevo de percibir sonido, el
exceso de recorrido que hace el sonido, con respecto a
la posicion anterior, es una longitud de onda.

En la segunda posicion el sonido ha recorrido en la
rama A 1 B, 50 cm mas que en la A 2 B (25 en la parte
superior y de 1 y 25 en la inferior). Por tanto:

A=50 cm

_ V340 oo
205
11

= — =—9
f 680

ONDAS IGUALES VIAJANDO EN SENTIDOS
OPUESTOS. ONDAS ESTACIONARIAS

Un tipo de superposicion de ondas especialmente
interesante es el que tiene lugar entre dos ondas de
idénticas caracteristicas pero propagandose en sentido
contrario. Las ondas resultantes reciben el nombre de
ondas estacionarias, pues no implican un movimiento
de avance de la perturbacion

Este tipo de ondas estan asociadas a reflexiones en los
limites de separacion de medios de propiedades
diferentes. Dichos limites pueden ser basicamente de
dos tipos, libres y fijos. El nudo de unién de dos
cuerdas de diferente grosor seria un ejemplo de limite
libre; por el contrario, el extremo de la cuerda unido a
un punto fijo en una pared seria un limite fijo.

Vimos anteriormente que en un limite libre la onda
reflejada tiene las mismas caracteristicas que la onda
incidente, tan so6lo difieren en el sentido de avance de
la perturbacion. Por el contrario, en un limite fijo la
onda reflejada posee las mismas caracteristicas que la
incidente, pero esta desfasada w radianes respecto a la
onda incidente

Consideremos en primer lugar las ondas estacionarias
(que se propagan en el eje X) por reflexion en un limite
libre. La funcion de onda resultante sera:

Hugo Medina Guzman

y, = Asen(kx — at) ¢ y, = Asen(kx + at), Ia
suma de estas ondas nos da:

ytotal = yl + y2

= Asen(kX — a)t) + Asen(kX + a)t) , haciendo uso
de la suma trigonométrica

Yoot = 2Asenkx cos ot

El movimiento resultante no es ondulatorio, pues no se
propaga al no ser de la forma f (X - Vt).

Una particula en cualquier punto dado x ejecuta
movimiento armoénico simple conforme transcurre el
tiempo. Noétese que todas las particulas vibran con la
misma frecuencia, pero con la particularidad que la
amplitud no es la misma para cada particula del medio,
con la posicion (en un movimiento ondulatorio al
amplitud es igual para cualquier punto).

La amplitud esta dada por 2A sen kx.

Los puntos de minima amplitud (nula) se llaman
nodos. En ellos se debe cumplir:

senkx=0 = kx=nx

27
- —X=Nr =
A

A
X=nN—

2
Paran=0,1,2,3,..........

Los puntos de maxima amplitud (% 2A) se llaman

vientres o antinodos. En ellos se debe cumplir:
T

senkx =+1 = kx= (2n + 1)5

= 2—”x:(2n+1)£ =
A 2

A

=2n+1)=

x = (2n+ )4
Para n=0,1,2,3,..........

Asi pues, tanto los nodos como los vientres aparecen a
intervalos de longitud A/2, mediando entre un nodo y
un antinodo hay una distancia de A/4.

2 —

antinodo atitinodo

ENE

2 —

La figura muestra la envolvente de una onda
estacionaria.

Al no propagarse las ondas estacionarias, no
transportan energia.

La energia se mantiene estacionaria, alternando entre
cinética vibratoria y potencial elastica. Por lo tanto el
movimiento repetimos no es ondulatorio, el nombre
proviene del hecho que podemos analizarlo como
superposicion de ondas.

antinodo

20
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Condiciones de contorno

Las condiciones en los limites, llamadas condiciones
de contorno, imponen restricciones a la hora de
formarse ondas estacionarias en el medio
correspondiente. Asi, si los limites son fijos, en ellos se
tendran que dar nodos necesariamente; si ambos
limites son libres se daran antinodos, y si uno es libre y
el otro es fijo se habran de dar antinodo y nodo
respectivamente.

Limite fijo - Limite fijo: (como en los instrumentos

musicales, violin, arpa, etc., la cuerda esta fija en sus

dos extremos)
Fuente

Cuerdas

Cejilla

................................

En este caso las condiciones a imponer son que, si la
longitud del medio es L, tanto en X=0 como x=L se
habran de dar nodos. Aplicando la condicion de nodo
en un limite fijo, resulta:

A 2L
L=n’r = 4 ===
2 n
o en términos de frecuencias,
Vv
f=t = f =n_—
A, L
Paran=1,2,3,4,..............

Por tanto, tanto la frecuencia como la longitud de onda
s6lo pueden tomar determinados valores, es decir,
estan cuantificadas. La frecuencia mas baja de la serie
recibe el nombre de frecuencia fundamental, y las
restantes, que son multiplos de la fundamental, reciben
el nombre de armonicos.

fundarmental o priter arradnico

|

primer sohretono o segundo armdnico

>

seguridn sobretono o tercer armdnico

XD

tercer sobretonn o cuarto arradnico

L

,
¢

)
0

Estas frecuencias posibles en la cavidad formada por
los limites fijos, se denominan modos de la cavidad

21

Hugo Medina Guzman

Ejemplo 32. Por un medio unidimensional (direccién
del eje Ox) se propagan dos ondas transversales,
vibrando en el plano xOy y dadas por:

y, = Asen(awt +kx), y, = Asen(at — kx + ¢).
a) Comprobar que la superposicion de ambas da lugar
a una onda estacionaria.

b) Si en X = 0 ha de haber un nodo de la onda
estacionaria, comprobar que el valor de ¢ debe ser .
c) Calcular la velocidad de un punto del medio cuya
distancia al origen sea 1/4 de la longitud de onda.
Solucion.
a)
y=Y1+Y,

= Asen(wt + kx)+ Asen(awt — kx + o)

= 2Asen(a)t + (Dj cos(kx - (0) (1)
2 2

Llamando: Y, ,) = 2Acos[kx —%}

®»

)

= y= yosen(a)t + -
Por lo tanto, la expresion (1) es la ecuacion de la onda
estacionaria puesto que cualquier particula en un punto
dado x efectia un movimiento armoénico simple al
transcurrir el tiempo, vibrando todas las particulas con
idéntico periodo; y cada particula vibra siempre con la
misma amplitud, no siendo la misma para cada una
sino que varia con la posicion (x) de cada particula.

@

b) Vo) =0 = cos

oy

C) Vy :a

= yoa)cos[a)t + 7;) = -y, wsenwt
EL

y°(%) =2ACOS[ 13 2)

Finalmente V, = —2Awsenwt

2A

En tal punto existe un vientre.

Ejemplo 33. Laonda Y, = Asen(kx - a)t) viaja
por una cuerda. Después de reflejarse se convierte en

A :
Yy, = —E sen(kX + a)t). Que es lo que se obtiene de

la combinacion de estas dos ondas.

Solucion.

Hagamos Yy =Y, +Y,.
y = Asen(kx — at) - ';sen(kx +ot) =

ésen(kx —ot)+ gsen(kx —ot)- gsen(kx +ot)



Movimiento ondulatorio y ondas Hugo Medina Guzman

A
= 5 sen(kx - Wt) — Asenat cos kx Ejemplo 36. Una cuerda horizontal, de longitud ¢ =
0,80 m, esta sometida en uno de sus extremos a
oscilaciones sinusoidales de frecuencia f = 120 Hz,
esta frecuencia corresponde a uno de los modos
resonantes de la cuerda y se observa que entre sus
extremos aparecen 4 antinodos 0 vientres cuya
amplitud de oscilacion es A =2 cm. Calcular:
a) La velocidad de propagacion de las ondas.
b) La velocidad y aceleraciéon maxima que puede
alcanzar un punto de la cuerda.

c¢) La amplitud de oscilacion de un punto de la cuerda
situado a 0,050 m de un extremo de la cuerda.
d) La amplitud de oscilacion de un punto de la cuerda

El primer término es una onda viajera y el Segundo
una onda estacionaria.

Ejemplo 34. Calcular la frecuencia del sonido
fundamental emitido por una cuerda de 1 m de
longitud y 1 mm de diametro, cuya densidad es 2
g/em’ y esté tensa por un peso de 9231,6 g.

situado a 0,125 m de un extremo de la cuerda.

Solucién. Solucién.
La frecuencia del sonido emitido por una cuerda es:
|- y o)
A

n T |

f - |
n L |
DT SR D e )
T =(9,2316kg )(935_2) =9047N Li 0,80 m g

-6
,usz:(ZOOO kg j(104 ”J A =0,40m, =120 Hz,
K a) La velocidad de propagacion de las ondas.
- 1,57x10° -9 v=2f =040x120 =48 m/s
m b) La velocidad y aceleracion maxima que puede
1 90.47 alcanzar un punto de la cuerda.
f = —— =388 Hz dy
2(1) 1,57 x10 V=T Awsenot
Ejemplo 35. Una cuerda esta estirada por un peso de — V. =Aw=0.02x2407r = 4.87 m/s

10 N. Calcular el peso que debe tensar a otra cuerda de
la misma sustancia, la misma longitud y doble radio

para que emita la octava aguda de la que produce la q2
primera. Se supone que ambas emiten el sonido a= y__ Aw’senmwt
fundamental. dt?
Solucion.
=pA=1"p -
H=p . a_. = A’ =0,02x(2407) =11527> m/s>
.m' pr(2r)L )
= =PREL = —drp - ay
L L c¢) La amplitud de oscilacion de un punto de la cuerda
1 IT situado a 0,050 m de un extremo de la cuerda.
= Z -y Ecuacion de una onda estacionaria:
# y =2 Asenkx cos ot
fronf = 1 T' — frloof = L l La amplitud estd dada por:
2
2L H 2L Vau 2 Asenkx = 2Asen7 X

Relacionando fy f:

F Para 0,050 m
f' 4u T' 0,04sen 2—ﬂO,OSO =0, 0dsen| © =0,028 m
0,40 4
2L

f s
d) La amplitud de oscilacion de un punto de la cuerda
ComoT=10N, T’ = 160 N situado a 0,125 m de un extremo de la cuerda.
Para 0,125 m
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0.04sen| 2% 0,125 | = 0,04sen| = | = 0,037 m
0,40 4

9

Ejemplo 37. Un alambre de aluminio de L, = 60,0

cm y con una superficie transversal 1,00){10'2 cmz, esta
conectado a un alambre de acero de la misma
superficie. El alambre compuesto, cargado con un
bloque m de 10,0 kg de masa, esta dispuesto como se

indica en la figura, de manera que la distancia L, de

la unién con la polea de sostén es 86,6 cm. Se crean
ondas transversales en el alambre utilizando una fuente
externa de frecuencia variable.

a) Determine la frecuencia mas baja de excitacion en
que se observan las ondas estacionarias, de modo que
la unién en el alambre es un nodo.

b) (Cual es el nlimero total de nodos observados en
esta frecuencia, excluyendo los dos en los extremos del
alambre?

La densidad del aluminio es 2,60 g/cm’, y la del acero
es 7,80 g/em’.

=+ Ly :I:: Ly -

L ureinio

Solucion.
La frecuencia para ondas estacionarias en una cuerda
fija en los dos extremos es

Vv T
fn =N——, como para una cuerda tensa V= _|—,
2L y7i

n |T

obtenemos: f —

"2\ u
Como el punto de union de los alambres tiene que ser
un nodo, tenemos N, nodos para el aluminio y N,
nodos para el acero.

Siendo la frecuencia f ,latension T y la seccién de

alambre S comiin para los dos alambres, tenemos:

n |T

Para el aluminio f =—— |— | para el acero

2L\ iy
gl T
2L,V
n, /T n, fT
Luego — . |— = —
2LV 2L, N,

La masa por unidad de longitud
m_ mS ( m

Mo _(Mis_ s
L LS vj P

Reemplazando las expresiones de (4, y ,:
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L L L O B N U i
Lo L\p, n, L, \p,
n,
Reemplazando valores, obtenemos: — = 0,4
n,
Como la menor es la frecuencia se obtiene con el

menor valor de n, tenemos que buscar los menores
valores de n; y n, que tengan la relacién 0,4,

n 2

n, 5
Correspondiendo N, =2 y N, =5.

a) Usando N, = 2, obtenemos la frecuencia que

produce un nodo en la unién
10(9,8)

;o n |T _ 2
2L\ 2(0,6)V2,6x10%(107°)

=324 Hz
b) El nimero total de nodos observados en esta
frecuencia, excluyendo los dos en los extremos del
alambre, se pueden contar en el esquema de la figura,
son 6 (hay un nodo comun para el aluminio y para el
acero).

i" I.1 "I‘ I.g -

Ejemplo 38. Dos ondas armonicas se escriben por
medio de:

y,(x,t)=0,01 5cos(§ - 40‘[] ,

y,(xt)= 0,015cos[§ n 40t]

Donde X,Y, €Y, estan en metros y t en segundos.

Dichas ondas se propagan en una cuerda tensa de gran
longitud e interfieren para producir una onda
estacionaria.

a) Determine la longitud de onda, frecuencia y rapidez
de propagacion de las ondas que interfieren.

b) Determine la funcion de la onda estacionaria.

¢) Determine la posicion de los nodos y antinodos en la
onda estacionaria.

d) (Cual es la amplitud de la onda en X = 0,4 m?
Solucion.

a) La onda viajera es de la forma

y(x,t)= Acos(%r X271 f tj

Luego comparando:

27 1
= = 1=47 =12,56m
A 2

2rf =40 = f :E = 6,37 Hz
VA
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v=Af —(477)(§

=80 m/s
T

b)y=Yy +Y,
y(x,t)= 0,015cos(§ - 40tj + 0,015cos(§ + 40t)

y(x,t)=0,01 5{005[2 - 40tj " cos@ " 40tﬂ

Siendo
cos(a — )+ cos(a + ) = 2cosacos 3 :

y(x,t)= 0,015(2cos ; coS40tj

_ 0,030003)2(0034Ot

Funcion de la onda estacionaria
c¢) Determine la posicion de los nodos y antinodos en la
onda estacionaria.

X
Los nodos son para COSE =0
X T 7T 7T T
—=—=3=5—,..n—
2 2 2 2 2
X=x7,x37,£57x,...£nx

X
Los antinodos son para COSE ==1,

=0,2x,4r...2n1x

N | X<

X=0,X27,+4r,+6x,....£2n71
d) Amplitud de la onda en x = 0,4 m.

A=0,030c0s 024 =0,030(0,98)

=0,0294 m=2,94 cm

Ejemplo 39. En el dispositivo de la figura, una masa
m es colgada de una cuerda que pasa sobre una polea.
El otro extremo de una cuerda es conectada a un
generador de frecuencia f fija. La cuerda tiene una
longitud L de 2 metros y una densidad lineal de 0,002
kg/m. Se observan arménicos Unicamente cuando las
masas colgadas son 16 kg y 25 kg.
a) ;Cuales son los arménicos producidos por estas
masas?
(Cudl es la relacion entre las tensiones y el nimero
armoénico?
b) (Cual es la frecuencia del generador?
¢) (Cual es el valor madximo m para que se produzca un
armonico?

poste de anclaje

&

cuerda

A

vibrador
mecanico

MASA ——m=

Hugo Medina Guzman

Solucion.

a) (Cuales son los armonicos producidos por estas
masas?

Los armoénicos se producen para m; = 16 kg y para m,

=25 kg.
ni:L:Z:&
2
m m
,11f=&f_ _lg,,izf_&f_ m.g
n, H n, H
n, m, [16 4
Luego: —= _|— =,[— =—
n, m, 25 5

Los armonicos son el quinto y el cuarto.
(Cual es la relacion entre las tensiones y el nimero
armoénico?

T,=mg,T,=m,g y%:rr:_i:%
b) ¢(Cual es la frecuencia del generador?
_n, [mg 5 [1609,8)
oL u “2(2)1 0,002
Hz

¢) (Cual es el valor maximo de m que produce un
armoénico?

2¢2
o2l _mg ‘“‘2#
n 7, ng
El mayor valor de m se produce con n =1
2 2
_ 42 (350)(0.002) _, - e

(1°©.8)

Ejemplo 40. El puente colgante de Tacoma, de
aproximadamente 1810m de longitud, fue abierto al
trafico el 1 de julio de 1940, luego de 2 afios de
construccion, uniendo Tacoma y Gig Harbor. 4 meses
después el puente colapso durante una tormenta el 7 de
Noviembre de 1940. Durante la resonancia se observo
al puente oscilando en su segundo modo de vibracién a
razdén de 60 oscilaciones cada minuto.

= 7k
Determine:
a) la longitud de onda de la onda estacionaria formada.
b) la velocidad de propagacion de la onda.

¢) el modulo de corte del puente, asumiendo que la
densidad promedio del puente era de 5x10°kg/m”.

d) la ley de movimiento vertical de un carro que se
hallaba estacionado a un cuarto de la longitud del
puente desde uno de sus extremos.
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Solucioén.

T e
L75=181I]m——‘

A=1810m
b) V= ﬂf— 810m l/s =1810m/s

¢) Como V = \/7:>G vip =

(1810)°(5x10°) = 1,63805x 10

m?
d) Para ondas estacionarias Yy = 2 AsenkX cos wt
Para X = %, senkx =1, luego

y=2Acoswt = y =2Acos2aft

Ejemplo 41. Un lazo de cuerda se gira a una alta
velocidad angular @, de modo que se forma un
circulo tenso del radio R. Se forma un pulso (como se
muestra en la figura) en la cuerda girante.

a) Demostrar que la tension en la cuerda es

T = ,ua)z R?, donde M es la densidad lineal de la

cuerda.
b) Bajo que condiciones el pulso permaneceria
estacionario relativo a un observador en tierra.

Solucion.

a) Segun se muestra en figura tomemos ACB una
pequeiia seccion de la cuerda, que subtiende un angulo
A@ en O, el centro del lazo. Elegimos C en el punto
medio del arco.

Aplicando la segunda ley de Newton:

Hugo Medina Guzman

ZFH =FBcosA9—F cosA—e 0

2 2
=>F,=F=T
ZFV =—Fgsen e—F se nAzez—AmaC

De esta ltima ecuacion:

Con F,=F;, =T, Am=uAl = uRAO y
A6 AH
sen—~
2 2
Obtenemos:

2TA2'9— 1RAO(’R)
= T = uo’R’

b) En una cuerda con densidad lineal xy tension T una
onda viaja con velocidad

2/p2
vo [T |wo'RT o
u u

Luego el pulso debe viajar con una velocidad

T
V = |— relativa a la cuerda. Luego, si el pulso se
\ 1

mueve en sentido horario con respecto a la cuerda,
permaneceria estacionario con respecto a tierra.

Limite libre. Limite libre: (un tubo abierto en ambos
extremos, como en los instrumentos musicales de
viento, ejemplo, la flauta).

S W‘“A i 'f*:’_?::“' ":u

"33"‘3))))

En este caso las condiciones a imponer son que, si la
longitud del medio es L, tanto en x=0 como x=L se
habran de dar antinodos. Aplicando la condicion de
antinodo en un limite libre, resulta:
L=n A = A, = 2L

2 n
o en términos de frecuencias,
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ﬂ’n

f =21

"
Paran=1,2, 3,4,
Por tanto, igual que antes la frecuencia y la longitud de
onda s6lo podran tomar determinados valores, y
estaran cuantificadas. La frecuencia mas baja de la
serie recibe el nombre de frecuencia fundamental, y
las restantes, que son multiplos de la fundamental,
reciben el nombre de armonicos. Se representan a
continuacion los cuatro primeros.

v
= f,=n—
2L

fundarrental o priter armdnico

primer sobretono o segundo armdrdco

segundo sohretono o tercer armdnico

| tercer sobretono o cuarto anndrico |
I L 1

Limite fijo. Limite libre: (una cuerda con un extremo
con libertad de movimiento y el tubo cerrado en un
extremo).

En esta situacion se tendra un nodo en x=0 y un
antinodo en X=L, lo que implica que en la longitud L
de la cuerda han de caber un ntimero impar de cuartos
de onda. Aplicando la condicion de antinodo reflexion
en un limite fijo resulta:

A
L=2n-1)" = 4, = 4L
4 2n—1
0, en términos de frecuencias,
f =Y = f =(n-1)
A 4L

n
Paran=1,2,3,4,
que representan la serie de ondas permitidas por las
condiciones de contorno. Se representan a
continuacion los cuatro primeros.
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fundarmental o priver armdnico

pritner sobretono o segundo arvadmnico
segundo sohretono o tercer arradnico

| tercer sohretono o cuarto armdnico |

FA

Ejemplo 42. Calcular la frecuencia de los sonidos
emitidos por un tubo abierto y otro cerrado de 1 m de
longitud, produciendo el sonido fundamental. Se
supone .que la velocidad del sonido en el aire es 340
m/s.

Solucién.
Para tubo abierto (n=1):
v 340
=—=—==170Hz
2L 2(1)

Para un tubo cerrado (n = 1):

v 340
=— ="__=85Hz
4L

4(1)

Ejemplo 43. Calcular la longitud de un tubo abierto
que lleno de aire y a 0° C

(v =330 m/s) emite como sonido fundamental el DO3.
Solucion.

Frecuencia del DO 3 =264 Hz:

f v \; 330

=— =>L="r=—7—"-=<=0,625m

2L 2f  2(264)
Ejemplo 44. Un tubo de 1 m de largo esta cerrado por
uno de sus extremos. Un alambre estirado se coloca
cerca del extremo abierto. El alambre tiene 0,3 m de
largo y una masa de 0,01 kg. Se sostiene fijo en sus
dos extremos y vibra en su modo fundamental.
Pone a vibrar a la columna de aire en el tubo con su
frecuencia fundamental por resonancia.
Encontrar:
a) La frecuencia de oscilacion de la columna de aire.
b) La tension del alambre.
Velocidad del sonido en el aire 340 m/s.
Solucidn.
a) La frecuencia fundamental (n =1) en el tubo sonoro
cerrado valdra:

v 340
=—=""< =85Hz
4L

4(1)

b) Dicha frecuencia sera la fundamental que se
produce en la cuerda, por lo que:

1T m 001 1kg

T2V L 03 30m

T =4L7f%u = 4(0,3)(85) (%) =86,7N
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Ejemplo 45. El tubo de un érgano representado en la
figura tiene 45 cm de longitud y las onda estacionaria
que se produce por el silbato en espacio libre es de una
longitud de onda de 60 cm. Dicho tubo se puede
considerar abierto en el extremo izquierdo y cerrado en
el derecho.

a) Muéstrese en un diagrama al interior del tubo la
onda estacionaria que se produce ubicando la posicion
de las crestas nodos y vientres de amplitud.

b).Si la maxima amplitud de oscilacion de las

particulas de aire al interior del tubo es de 106 cm.
(cudl serd la maxima amplitud que podran alcanzar
las particulas de aire en el centro del tubo?

1

}‘745 cm"‘*

Solucién.
La frecuencia libre es
FoY 3% se66mz,
A0,
_27% 27 1047 rad
A 06

a) Diagrama al interior del tubo la onda estacionaria
para las tres primeras resonancias.

"0 om

| !
0 '27 om '45 om
b).Si la maxima amplitud de oscilacion de las

particulas de aire al interior del tubo es de 106 cm.
(cual serd la maxima amplitud que podran alcanzar
las particulas de aire en el centro del tubo?

Yot = 2Asenkx cos at

La maxima amplitud de oscilacion es en un vientre
senkx =1y cosat =1, luego: 10° =2A =
A=0,5x10"m

La maxima amplitud que podran alcanzar las

particulas de aire en el centro del tubo

Hugo Medina Guzman

X=225cmy cosat=1
yméx(x:0,225) = 2 Asenkx

=2(0,5x107* Jsen(10,7)(0,225)]
=0,71x10* m

Ejemplo 46. Un ingeniero naval quiere averiguar si
un tubo que presenta externamente una boca circular
abierta esta abierto o cerrado en el otro extremo que no
logra ver. Para esto decide usar una fuente sonora de
frecuencia variable. Tomo para ello dos frecuencias de
resonancia consecutivas, que le dieron los siguientes
valores: 125y 175 Hz.

a) (Cudl es el razonamiento en que se basd?
b) (A qué conclusion llego?
¢) (Para qué frecuencia resonaria en estado
fundamental?
d) Cree que también pudo averiguar la longitud del
tubo. Si se puede ;cual es?
Solucidn.
a) Las frecuencias de resonancia estan dadas:
n
Para tubo abierto: f=—uv.
2L
(2n-1)
Para tubo cerrado en un extremo: f = AL

Paran=1,2,3,4,5, ...................
Y lo que tenemos que hacer es analizar para 125y 175
Hz, con cual de las condiciones concuerdan.

b) Para 125 corresponderia (n— 1) y para 175

corresponderia Nn.

n-1 n

De tal manera que = ——, se cumple para
125 175

n = 3,5 valor que no es entero, lo que descarta esta

posibilidad.
No cumple para tubo abierto
Haciendo lo mismo para el caso de tubo cerrado

2n-3 2n-1

, se cumple para n =4, valor entero

125 175
que si cumple
EL TUBO ES CERRADO .
¢) Como f = @v

4L

La frecuencia fundamental es paran =1
1
f=—V,f=25Hz
4L

\'

100°
Considerando la velocidad el sonido v = 340 m/s, se
obtiene L = 3,40 m.

v
d) Si, — =25,y L=
) Si, yaque AL y

LOS INSTRUMENTOS MUSICALES

La formacién de ondas estacionarias esta relacionada
con los instrumentos musicales tanto de cuerda como
de viento. Asi, el sonido generado por un arpa es
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consecuencia de la propagacion por el aire de las ondas Fundamental
estacionarias que se producen, entre dos limites fijos, |
en las diferentes cuerdas, de modo que los graves i
(frecuencias bajas) se produciran en las cuerdas mas

largas y los agudos (frecuencias altas) en las cuerdas

mas cortas. En los 6rganos, las ondas estacionarias que

se forman en los tubos se corresponden con las

formadas por reflexion en dos limites, uno fijo y otro

libre. Por tanto, cuanto mayor sea la longitud del Para aumentar la intensidad del sonido producido, se
organo menor es la frecuencia: los tubos largos monta el diapasén sobre una caja. Si la caja esta
corresponden a frecuencias bajas (sonidos graves) y cerrada en un extremo, su longitud es ' de la longitud
los cortos a frecuencias altas (sonidos agudos) de onda del sonido en el aire emitido por el diapason.
Si la caja esta abierta en los dos extremos la longitud
OSCILACION DE VARILLAS. DIAPASON de la caja es igual a la mitad de dicha longitud de onda.

Varilla fija por un extremo. Puesta en oscilacién, al Al vibrar, las .dos ramas de un diapasén se mueven en
organizarse la onda estacionaria se debe tomar un nodo fases opuestas. Cuando las ramas se acercan, el punto

en el extremo fijo y un vientre en el opuesto. Los mas bajo del pie del diapason baja, y sube cuando las
razonamientos que se realizan para un tubo cerrado son amas se alejan. Este pie se encuentra afectado de un
vélidos para este caso; por lo tanto, una varilla que movimiento vibratorio de direccion vertical lo que
oscila fija por un extremo responde a la ley puede comprobarse apoyandolo en la mano. Es asi

1 finalmente, como se transmite la vibracion del
(= (2n + 1)7 diapasén a la columna de aire contenida en la caja.

4 Los diapasones se utilizan como patrones de registro
Varilla fija por un punto interior. Si se hace oscilar  de frecuencia, pues pueden construirse de manera que
una varilla fija por un punto interior para que se or- no sean afectados por variaciones de temperatura. Es
ganice una onda estacionaria, se formara alliunnodoy posible lograr diapasones capaces de mantener una
vientres en los extremos. Todo esto depende exclusi- frecuencia de vibracion con una precision de 1 en
vamente del punto por el que se sostenga. Este punto 100000.

(siguiendo el razonamiento de tubos abiertos), debera

estar situado en la mitad, a 1/4 a 1/6, etcétera, deun ~ Resonancia

Se ha visto que un sistema tal como una cuerda
estirada es capaz de oscilar en uno o mas modos
naturales de vibracion. Si se aplica una fuerza
periddica a este sistema, la amplitud resultante del
movimiento del sistema sera mayor cuando la

) ] frecuencia de la fuerza aplicada sea igual o
La frecuencia fundamental depende de la velocidad  aproximadamente igual a una de las frecuencias

extremo.

Téngase presente que varillas de igual longitud,
idénticamente .fijadas, pueden producir sonidos de
distinta frecuencia si se varia la naturaleza de 1a
sustancia, las dimensiones o la forma de excitacion.

de propagacion. Esta observacion es valida para los naturales del sistema, que cuando la fuerza excitadora
tubos sonoros ya que, modificando la naturaleza y las se aplique en alguna otra frecuencia.
condiciongs del gas, se modifica la velocidad de Las correspondientes frecuencias naturales de
propagacion. oscilacion de un sistema generalmente se conocen

. como frecuencias resonantes
DIAPASON
Un aparato de aplicacion en acustica es el diapason Experimento de resonancia. En la figura se muestran
que consta de una barra metalica en forma de “U”, dos diapasones montados en sendas cajas de igual
soportada en su parte media. longitud, lo que indica que ambos tienen igual

frecuencia. A estas cajas se las llama de resonancia,
pues tienen 1a misma longitud que un tubo sonoro
capaz de emitir la misma nota que el diapason.

Si se lo excita, entra en vibracion formandose una
onda estacionaria; los nodos estaran ubicados a 2/3 de
su longitud al emitirse el sonido fundamental. La S e
frecuencia del diapason depende de la elasticidad del Enfrentadas las aberturas de las cajas y excitado un
material y su densidad. diapason, se comprueba que el otro entra

espontaneamente en vibracion, En efecto, si se detiene
con la mano el diapason excitado en un principio, se
percibe nitidamente el sonido producido por el otro y,
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si se libera el diapason detenido, éste vuelve a vibrar,
lo que podra percibirse acercando levemente la mano a
las ramas del diapason. Se ha producido un fendmeno
de resonancia acustica.

Si existe un cristalero cerca podra comprobar que
algunas copas mantienen la vibracion por mas tiempo
que otras y que durante algunos instantes la amplitud
de la vibracion va en aumento. Lo que sucede es que
un cuerpo puede vibrar, entre otras razones, por la
recepcion de ondas. Como cada cuerpo tiene una
frecuencia propia d vibracion, si ésta coincide con la
de la onda recibida la vibracion se mantiene

ONDAS DE DIFERENTE FRECUENCIA
VIAJANDO EN EL MISMO ESPACIO

La figura ilustra la suma de dos ondas sinusoidales de
frecuencia y amplitud diferentes. Esta onda resultante
mantiene la frecuencia del componente mas grave,
pero con el timbre alterado

/ﬁ\\/ r\\\___/

Frecuencia 100 Hz Amplitud 1,0

_|_

Frecuencia 300 Hz Amplitud 0,4

!

PULSACIONES O BATIDOS.

Cuando dos fuentes de sonido que tienen casi la
misma frecuencia se hace sonar al mismo tiempo,
ocurre un efecto interesante. Puede oir un sonido con
una frecuencia que es el promedio de las dos. Sin
embargo, la sonoridad de este sonido crece
repetidamente y después decae, en lugar de
permanecer constante. Estas variaciones repetidas en
amplitud se denominan pulsaciones o batidos, y la
ocurrencia de pulsaciones es una caracteristica general
de las ondas.

Si la frecuencia de una de las fuentes de ondas se
cambia, hay un cambio que corresponde en el grado en
que varia la amplitud. Este grado se llama frecuencia
de pulsacion. A medida que las frecuencias se hacen
mas cercanas, la frecuencia de pulsacion se hace mas
lenta. Asi, un musico puede afinar una guitarra a otra
fuente de sonido escuchando las pulsaciones mientras
incrementa o disminuye la tension en cada cuerda. A la
postre, las pulsaciones se hacen tan lentas que
efectivamente se desvanecen, y las dos fuentes estan
en un tono.

Las pulsaciones se pueden explicar con facilidad
considerando dos ondas sinusoidales Y, ey, a partir
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de la misma amplitud A, pero de frecuencias diferentes
f; y f,. El principio de superposici6bn establece que la
amplitud combinada y es la suma algebraica de las
amplitudes individuales.

ANAAAANA
VVVY VYV

\/

Aaa . afd
UU‘U‘U" I\JUU

Yy=Y1+Y,
Vit = Asen2zf t + Asen2zf t

Usando la identidad trigonométrica para la suma de los
senos de dos angulos, tenemos

Yiota = 2ACOSZ72'[f1;f2Jt Senzﬂ-(fl;fzjt

Esta ecuacion representa una onda que oscila con el
promedio de sus frecuencias. La amplitud resultante
también oscila, con una frecuencia de pulsacion igual a
la diferencia entre las frecuencias de la fuente.

Oseilaciones con e on
Oseilacidnes con

b Dt fremencia promedio

las pulsariones

|7 -l

y tatal

f—f
La primera parte de Yiom s 2ACOS 27[[122}[ ,

esto da la amplitud de las pulsaciones que varian
lentamente, como se indica en la figura anterior.

Como el sonido alto se escucha siempre que el término
sea 2A o — 2A, la frecuencia de las pulsaciones es

fp = ‘ f, - fz‘ . Finalmente, las oscilaciones rapidas

con cada pulsacion son debidas a la segunda parte de

Yiotal » sen27z(%)t
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Estas oscilaciones tienen una frecuencia que es el
promedio de las dos frecuencias de las fuentes. Las
pulsaciones se pueden escuchar hasta frecuencias de
alrededor de 10 Hz. Mas alla son dificiles de distinguir

Ejemplo 47. Cuando se golpea un diapason de 440 Hz
al mismo tiempo que se pulsa la cuerda de una guitarra
que debe dar la nota Sol, se escuchan 3 pulsaciones por
segundo. Después de que la cuerda de la guitarra se
tensa un poco mas para aumentar su frecuencia las
pulsaciones aumentan a 6 por segundo. ;Cual es la
frecuencia de la guitarra con la tension final?

Solucioén.

En este fenomeno de interferencia de dos ondas
sonoras de frecuencia parecida se producen

f+f
pulsaciones que el oido percibe con un tono 2

f, . El

oido responde a la intensidad de la onda sonora que
depende del cuadrado de la amplitud, es decir el
sonido serd fuerte tanto para amplitud maxima como
para amplitud minima. Es decir para el oido la

frecuencia de batido es Af .

y una amplitud que oscila con f = ‘ f, —

En este caso y dado que la frecuencia de batido
percibida por el oido es 3 5™, la frecuencia original
emitida por la cuerda es 437 Hz 6 443 Hz.

La frecuencia de oscilacion de la cuerda es
directamente proporcional a la velocidad de
transmision de las ondas de la cuerda que a su vez
depende de la raiz cuadrada de la tension de la cuerda.
Por tanto al aumentar la tension de la cuerda,
aumentamos la frecuencia de oscilacion.

En este caso, al aumentar la tension, aumenta la
frecuenta de batidos a 6 s'. Por tanto este hecho
implica que la frecuencia original de la cuerda era de
443 Hz y después de aumentar la tension es de 446
Hz. Si hubiese sido 437 Hz se detectaria un
decremento en la frecuencia de batido.

Ejemplo 48. Algunas de las notas bajas del piano
tienen dos cuerdas. En una nota particular una de las
cuerdas se templa correctamente a 100 Hz. Cuando las
dos cuerdas suenan juntas, se oye un batido por
segundo. (En qué porcentaje debe un afinador de
piano cambiar la tension de la cuerda desafinada para
hacerla coincidir correctamente? (el batido es entre los

tonos fundamentales)
1T
2L i

Solucion.
Asumimos que las dos cuerdas son de la misma
longitud, composicion y didmetro, tal que la diferencia

La frecuencia fundamental es f

30

Hugo Medina Guzman

Af es debida a la diferencia de tension AT .

De la ecuacion anterior obtenemos

f
2L2 T,u ZL 2T
df ldT
f 2T
Como ‘Af‘<<f tenemosg l £ )
f 20T

En este caso f =100 Hzy |Af| =1Hz.

At
f

Luego £ =2—
T

1 :
= 2| —— | =2 por ciento.
[100)

(si la cuerda desafina es “baja” su tension debe ser
aumentada; si la cuerda es “alta” su tension se debe
bajar.)

INTERFERENCIA DE DOS ONDAS QUE
VIAJAN EN DISTINTAS DIRECCIONES

Una causa corriente que origina una diferencia de fase
entre dos ondas sonoras, es la diferencia de longitudes
de los trayectos que deben recorrer las ondas desde su
fuente o foco hasta el punto donde se produce la
interferencia. Supdngase que tenemos dos focos que
estan emitiendo ondas arménicas de la misma
frecuencia y longitud de onda. En la figura a
continuacion, el espectador (a) recibe los dos sonidos
en fase, el observador (b) recibe los sonidos con
diferencia de fase.

()

En el caso general, podemos escribir las funciones de
onda como:

y, = Asen(kr, — ot — @), y, = Asen(kr, — wt)

La diferencia de fase para estas dos funciones de onda
estd dada por:

2
5:k(r2 _rl)_(o = 5:77[(5 _rl)_(P

Este término se debe a:
La diferencia de fase inicial entre y; e Y5;

Si las ondas estan oscilando en fase,ent=0y r =0,
entonces ¢ = 0.
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Realizando la composicion de movimientos
obtenemos para la amplitud de la onda resultante:

A= \/Al2 + A +2A A, cosd , siendo el término
de interferencia: 2A A, coso .

Estudiamos ahora los méximos y minimos a partir del
término de interferencia.

La diferencia para los caminos recorridos por las dos
ondas es

2
5:k(r2 _rl)_(o = 5=7ﬂ(r2—r1)—¢

1. Interferencia constructiva: Si la diferencia entre
los caminos recorridos por ambas ondas hasta un cierto
punto es un numero entero de longitudes de onda, la
interferencia es constructiva

-~
oo /1‘“"5 7 s
P e Sl T S
Foco 1 -\"‘--M’ o % ,-“E‘-‘ Funto
=l
=

"

PR
Foco 21,7
&

Para cumplir con esta condicion

o=2nrt=coso=1 n=0, 1, £2,

5=
A

A
(rz - rl)= 2—(2n71' + ¢)
Vs

(r,-r)-p=2n7 =

En conclusion, para que ocurra la interferencia
constructiva la diferencia de caminos debe ser:

J
La amplitud de la onda resultante sera:

A=A+ A2 +2AA,

A=[(A+A) = A+A
Si A=A = A=2A

n+ 2

Arzrz—rlz[ 5
T

Por tanto se puede afirmar que una diferencia en los
trayectos de una longitud de onda o de un niimero
entero cualquiera de longitudes de onda es equivalente
a que no haya ninguna diferencia en absoluto entre las
trayectorias.

2. Interferencia destructiva: Si la diferencia de
trayectos es una semilongitud de onda o un niimero
impar de semilongitudes de onda, el maximo de una
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onda coincidira con el minimo de la otra y la
interferencia sera destructiva.

I

Para cumplir con esta condicion

52(2n+1)7r:>cos5:—1 n=0, +1, 2,

2—”(5 —r)-p=02n+1)r =

(=)= [en+ 1)+ o]

En conclusién, para que ocurra la interferencia
constructiva la diferencia de caminos debe ser:

}g
La amplitud de la onda resultante sera:

A=A+ A2 -2AA,

A= (A-A) - A=A

Si A=A = A=0

L P

Ar=r, -, :[(2n+1) ;
T

Resumiendo, sigp =0 :

Condicion de méximo: (I’1 -, ) =nA

Condicién de minimo: (rl -, ) = (2n + 1)%
APLICACIONES. Cuando se construye una sala de
conciertos hay que tener en cuenta la interferencia
entre ondas de sonido, para que una interferencia
destructiva no haga que en algunas zonas de la sala no
puedan oirse los sonidos emitidos desde el escenario.
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Arrojando objetos al agua estancada se puede observar
la interferencia de ondas de agua, que es constructiva
en algunos puntos y destructiva en otros. La
interferencia puede producirse con toda clase de ondas,
no so6lo ondas mecanicas.

Las ondas de radio interfieren entre si cuando se
reflejan en los edificios de las ciudades, con lo que la
sefial se distorsiona. La luz visible esta formada por
ondas electromagnéticas que pueden interferir entre si.
La interferencia de ondas de luz causa, por ejemplo,
las irisaciones que se ven a veces en las burbujas de
jabon. La luz blanca esta compuesta por ondas de luz
de distintas longitudes de onda. Las ondas de luz
reflejadas en la superficie interior de la burbuja
interfieren con las ondas de esa misma longitud
reflejadas en la superficie exterior. En algunas de las
longitudes de onda, la interferencia es constructiva y
en otras destructiva. Como las distintas longitudes de
onda de la luz corresponden a diferentes colores, la luz
reflejada por la burbuja de jabon aparece coloreada.
T

Ejemplo 49. Dos focos sonoros emiten
simultaneamente ondas de la misma frecuencia f = 425
Hz, siendo la velocidad del sonido en el aire v = 340
m/s. Si colocamos un aparato registrador de sonidos a
X; = 100 m del primer foco y a X, = 101,2 del segundo
(Se registrara sonido en el aparato?

Solucion.

La longitud de onda del sonido emitido por ambos
focos es

\Y

Para que el aparato no registrara sonido seria preciso
que en el punto donde esta situado se produzca un
minimo de interferencia. De otra manera, R debera
estar situado en un punto cuya diferencia de distancias
a S,y S, sea igual a un multiplo impar de
semilongitudes de onda:
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X, — X, :(2n+1)/21

Segun los valores dados:

X, =X =101,2-100 =12m

y A_980_ 4 40m
2 2
yl
Luego X —X, =1,2=3(0,40) = 37

Por tanto, el aparato no registrara el sonido

Ejemplo 50. Dos parlantes S; y S, estan separados
una distancia de 5m, estan conectados a un oscilador
de audio. Un muchacho esté en el punto P, a 12,0 m de
S,y 13,0 m de S,: Formando un tridngulo rectangulo
Si, S, y P. La onda de S, llega al punto P, 2,00
periodos después que la onda de S;. La velocidad del
sonido es 350 m/s.

a) ;Cual es la frecuencia del oscilador?

b) Si el muchacho camina alejandose de S por la linea
que pasa por P, hasta que una interferencia destructiva
ocurre. {En qué punto medido desde S, la onda de S,
llega 1,50 periodos mas tarde?

Solucion.

a)24=13-12=1m = /1=%=0,5m

v 350

A

=700Hz

0,5

b)

L J

- x
-—124>|F‘

1

5

1
Sz I//

(x+1,51) -x* =5"=

X +3Ax+(1,54)* —=x* =25

con A =0,5m: 1,5x +(0,75)* =25

finalmente X =16,3m

a+ 154

Ejemplo 51. Dos altavoces se excitan mediante el
mismo oscilador a una frecuencia de 2000 Hz. La
separacion entre los altavoces es de 3 m, como se
muestra en la figura. Un escucha esta originalmente en
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el punto O, situado a 8 m medidos sobre el eje axial
central. ;Cuanto debe caminar el oyente
perpendicularmente a ese eje, antes de alcanzar el
primer minimo en la intensidad sonora?

-

Solucion.
Puesto que la velocidad del sonido en el aire es 330
m/s y ya que f=2000 Hz, la longitud de onda es

v 330

f 2000

El primer minimo ocurre cuando las ondas que
alcanzan el punto P estan 180° fuera de fase, o cuando

=0,165m

la diferencia de trayectos, r,—r,sea igual a /1/ 2.
Por lo tanto, la diferencia de fase se obtiene de

A 0,165

Ar=r, -, =7 =0,0835m

Del pequeiio triangulo rectangulo de la figura del
enunciado se observa que para una buena

aproximacioén,  sen &= Ar/3 para pequefios valores
de @ o sea
Ar 0,0825
send = — =—"—— =0,0275
0 =1,58°

Del triangulo rectangulo grande de la misma figura se
encuentra que tan =Y/8, o sea

y =8tanf = 8tan1,58° =0,22 m

Es decir, el oyente escuchara minimos en la intensidad
sonora resultante a 22 cm desde cualquier lado de la
linea central. Si el escucha permanece en estas
posiciones, /en qué otras frecuencias se escucharan
minimos?

Ejemplo 52. Dos parlantes S; y S, son activados por
el mismo sistema de audio emitiendo simultaneamente
ondas sonoras armonicas idénticas de frecuencia “f”
que llegan a un observador en P.

Los parlantes S; y S, se encuentran en el origen (0, 0)
my en (7/3, 0) m, respectivamente, mientras el
observador esta en (16/3, 4) m, (v, = 340 m/s).

a) Si la onda emitida por S; llega 10 periodos mas
tarde que la emitida por S,. ;Qué frecuencia emiten los
parlantes?

b) Si ahora el observador se ubica sobre el eje X, diga
justificando que fenémeno ondulatorio percibe entre
las regiones:

- Entre los parlantes.

- A la izquierda de S;.

- A la derecha de S,.
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Solucion.
a)
P s 4
-
e
n ///
Pis
/7
// S
e /
=4
0,0 (7/3,0)
Sl Sl
16) 142 437
r=./| —| +4° =16
1 (3} (42)3%)
-1 > =2
12 3
r, = [1——1 +47 =3 +4%> =5
3 3
rl—r2=§—5=§:10/1 ﬂzi:l
3 3 6
\"
Luego la frecuencia f =—S=%=2040 Hz

b) Si ahora el observador se ubica sobre el eje X
Como la separacion entre las fuentes es 7/3 my la
longitud de onda es 1/6, hay un numero exacto de

, 7/3
longitudes de onda entre las fuentes e =14 .

- Entre los parlantes.

y, = Asen(kx—at), y, = Asen(kx + wt)
_2r 27
A 1/6

y=y, +Yy, = Asen(kx - a)t)+ Asen(kx + a)t)

= 2 Asenkx cos wt

Se forman ondas estacionarias.
- A la izquierda de S;.

y=Yy,+Vy, = 2Asen(kx+ a)t)
Hay interferencia constructiva.

- A la derecha de S.,.

y=y, +y, = 2Asen(kX —a)t)

Hay interferencia constructiva.

=127, w=2xf =4080x

_l'_.=.l:~clﬂ£‘.\'+r"il’] v, = Asenlkx - er)

1, = Asenlky + o) ¥= i:cni fov — eor )

+= 2 Asen(ky — er )

¥ =2dsenkvcosmr

ondas estacionanias

1 =2dsen(kx+mr)

AR i8] | 111111 11t 1t it Rl
WEN 1

<t

T3m
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EFECTO DOPPLER

La mayoria de nosotros estamos familiarizados con la
elevacion y descenso posterior del tono de la sirena de
una ambulancia o la bocina de un automévil cuando
éste se aproxima y cuando ha pasado. Este cambio en
el tono, debido al movimiento relativo entre una
fuente de sonido y el receptor se llama el efecto de
Doppler, en honor del fisico austriaco Christian
Doppler (1803 -1853). Si usted escucha
cuidadosamente el efecto Doppler, usted notara que el
tono aumenta cuando el observador y la fuente se
acercan y disminuye cuando se alejan. Uno de los
aspectos mas interesantes del efecto Doppler es el
hecho que se aplica a todos los fenomenos
ondulatorios, no solamente al sonido. La frecuencia de
la luz también experimenta el efecto Doppler cuando
hay movimiento relativo entre la fuente y el receptor.
Para la luz, este cambio en frecuencia significa un
cambio en color. En efecto, la mayoria de las galaxias
distantes se observan cambiadas a rojo lo que significa
que se estan moviendo alejandose de la tierra. Algunas
galaxias, sin embargo, se estdn moviendo hacia
nosotros, y su luz muestra un cambio a azul.

En el resto de esta seccion, nos centramos en el efecto
Doppler en ondas acusticas. Demostramos que el
efecto es diferente dependiendo de si el observador o
la fuente se esta moviendo. Finalmente, el observador
y la fuente pueden estar en el movimiento, y
presentamos los resultados para tales casos también.

Observador en movimiento

Si tenemos una fuente sonora estacionaria en aire
quieto. El sonido radiado es representado por frentes
de onda circunferenciales que se alejan de la fuente
con una velocidad v. La distancia entre los frentes de
onda es la longitud de onda A , y la frecuencia del
sonido es f. Para las ondas estas cantidades estan

relacionadas por V = Af .
Para un observador que se acerca con una velocidad

V, , como se muestra en la figura, el sonido parece

tener una mayor velocidad V + V, (considerando que

la velocidad del sonido relativa al aire es siempre la
misma). Como resultado llegan al observador en un
determinado tiempo un mayor namero de frentes de
onda que si hubiera estado en reposo. Para el
observador el sonido tiene una frecuencia, f’, que es
mas alta que la frecuencia de la fuente, f.

Fuente estacionaria

de frecuencia f

v
R v, o
A

Podemos encontrar la frecuencia f* notando que la
longitud de onda del sonido no cambia, sigue siendo
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A . Sin embargo la velocidad se ha incrementado a
Vi=V+y,.
Entonces, V' = Af ', y de aqui

’
Vi VY,

A A

Como A =V/f , reemplazando, tenemos

- Yo sy Ve
A v/f v v

Notamos que f* es mayor que f.
En el caso de alejarse de la fuente sonora el
observador, para el observador el sonido parecera tener

!

, V' vty

una velocidad reducida V' =V — V, , repitiendo los

calculos encontramos que
oV VYo g VVe ] gy Vo
A v/ v v

En general el Efecto Doppler para un observador en
movimiento es

fro f(livf’j
\

El signo mas ( + ) corresponde cuando el observador se
mueve hacia la fuente, y el signo menos (—) cuando
el observador se aleja de la fuente.

Fuente en movimiento

Con el observador estacionario y la fuente en
movimiento, el efecto Doppler no se debe a que el
sonido parece tener una mayor o menor velocidad
como en el caso del observador en movimiento. Por el
contrario, el sonido una vez que la fuente emite una
onda sonora, viaja a través del medio con su velocidad
caracteristica v, sin importar lo que la fuente haga.

Por analogia, consideremos una onda de agua. La
figura muestra una bolita oscilando hacia arriba y hacia
abajo sobre la superficie de con recipiente de agua. Su
movimiento causa ondas de agua circulares que se
extienden alejandose del punto de contacto.

Cuanto la fuente de ondas (la bolita) es movida hacia
la derecha (vea la figura), cada cresta de onda se
mueve alejandose como un circulo en expansion, pero
dado que la fuente se esta moviendo, emite cada onda
a una ubicacion diferente. Como resultado, las ondas
que se mueven en la misma direccion que la fuente se
juntan apretandose, en tanto que las que se mueven en
la direccion opuesta se separan alejandose unas de
otras. La velocidad de la onda es constante si la fuente
se mueve o no. Por tanto, donde la longitud de onda la
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frecuencia es incrementada, y donde la longitud de
onda es alargada, la frecuencia es reducida. Esto es
valido también para las ondas de sonido.

Consideremos Una fuente que se mueve hacia el
observador con una velocidad V; tal como muestra la
figura. Si la frecuencia de la fuente es f , emite un

frente de onda cada T segundos, donde T =1/ .
Por consiguiente, durante un periodo un frente de onda
viaja una distancia VT mientras que la fuente emisora

viaja una distancia V; T . Como resultado el siguiente

frente de onda es emitido a una distancia VT =V, T

detras del frente previo, como muestra la figura.

1’%@} _ % \

Ax=wT

Esto significa que la longitud de onda hacia delante es
I:VT—wT:@—vJT

Como mencionamos antes, la velocidad de la onda
sigue siendo V, de aqui

v=Af'
La nueva frecuencia es
frov_ Y

l”_W—fo

Considerando que T =1/ , tenemos

v B v 1
(V_fol/f)_

!

f = f
(V_Vf) Vi

f” es mayor que f, como esperabamos.

En general el Efecto Doppler para una fuente en
movimiento y observador estacionario es

frof L
_ Vi
1+ —
Vv
El signo menos ( - ) corresponde cuando la fuente se
mueve hacia el observador, y el signo menos (—)
cuando la fuente se aleja del observador.
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Esmcha un sonida
de lontud de onda
mas corta v de

mayor frecuencia

= (#5

Fuente
il
Al A
Esmicha un sonido
de lontad de onda
mis larga ¥ da
menor fremencia
Finalmente
Si ambas se mueven:
V+YV
Acercandose uno aotro f'= f ( 9 )
iv—vfi
V-V
Alejandose unoaotro  f'=f M
V+V,

La situacion es mas complicada para otras direcciones,
pero puede analizarse sencillamente si la distancia de
la fuente al punto de observacion es grande comparada
con la longitud de onda. En este caso se llega al
resultado siguiente

Observador

ucosd
ﬂ(g) = /10 (1 - v )
o bien
1 .
f(g) = f,———————— para la frecuencia.

0 (1_ UCOS@)
\Y

Estas tltimas ecuaciones nos indican que el efecto
Doppler depende de la componente de la velocidad de
la fuente en la direccion del observador

APLICACION: Medidor de flujo doppler

Este dispositivo mide la velocidad del torrente
sanguineo y constituye una aplicacion interesante del
efecto Doppler. El dispositivo consta de elementos
transmisor y receptor colocados directamente sobre la
piel, como se observa en la figura. El transmisor emite
una onda sonora continua cuya frecuencia es de 5
MHz. Cuando los gl6bulos rojos reflejan el sonido su
frecuencia cambia como si se presentara el efecto
Doppler, debido a que se mueven las células. El
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elemento receptor detecta el sonido reflejado y el
contador electronico mide su frecuencia, que esta
corrida por el efecto Doppler con respecto a la
frecuencia de transmision. A partir del cambio en
frecuencia es posible determinar la rapidez con q fluye
el torrente sanguineo. Por lo general, el cambio en
frecuencia es aproximadamente 6 000 Hz para
rapideces de flujo aproximadamente iguales a 0,1 m/s.
El medidor de flujo Doppler puede usarse para
localizar regiones en las que los vasos capilares se
estrechan, ya que en tales regiones se producen
mayores rapideces de flujo, segun la ecuacion de
continuidad. Ademas, el medidor de flujo Doppler
puede utilizarse para detectar el movimiento cardiaco
de un feto de apenas 8 a 10 semanas de edad.

EI efecto Doppler también se emplea en dispositivos
de un radar para medir la velocidad de vehiculos en
movimiento. Sin embargo, se utilizan las ondas
electromagnéticas, en vez de las ondas sonoras, para
tales propositos.

Transmisor

Receptor

Ejemplo 53. La sirena de un auto patrullero
estacionado emite un sonido de 1200 Hz. ;Bajo
condiciones en que la velocidad del sonido en el aire es
340 m/s, qué frecuencia oira un peaton parado si la
sirena se estd acercando a 30 m/s? ;Qué frecuencia
oira cuando la sirena esta alejandose en 30 m/s?
Solucion.

Acercandose
\
fle ' f = (ﬂj(lzoo) = 1316 Hz
Vi =V 340-30
Alejandose

Vi :( 340
Vi +V 340+30

f'= j(lzoo) = 1103 Hz

Ejemplo 54. Una persona se encuentra a una distancia

\/EA/ 2 de linea férrea, por la cual viene un tren a
velocidad constante V y tocando una sirena de
frecuencia f. La velocidad del sonido en el aire es V .

(Qué frecuencia escucha la persona? Cuando:

a) Eltren esta acercandose a una distancia A de él.

b) Cuando se encuentra frente a él.

¢) Cuando se ha alejado una distancia A de él.

d) (Qué frecuencia escucha un nifio que se asoma por
la ventanilla de uno de los vagones del tren?
Solucion.

En el grafico se ve facilmente la situacion geométrica
planteada en el problema.
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(I

8]

a) La velocidad de la fuente V; respecto al

observador sera:
4

a0e
L

v, =V cos60° :\;

s
v \
)
Vemos que aumenta la frecuencia.
b) En este caso, la velocidad de la fuente con respecto
al observador es cero.

Luego, f'=f

V -
Vf =
8]
f'=1
c) Como en el caso a) la velocidad de la fuente

es: V; = E , pero, se aleja del observador , o sea que

la frecuencia disminuye :

" S
f'=1f v
Vo +—
2
d) En el caso del nifio, la velocidad de la fuente
respecto a ¢l es nula, por lo tanto, escucha la
frecuencia f.

Ejemplo 55. Una sirena que emite un sonido de 1000
Hz se aleja de un observador y se aproxima a una
pared con una velocidad de 10m./seg. .

(Cual es la frecuencia que escucha el observador?
Solucion.

El observador escucha dos frecuencias:

La frecuencia directa y la reflejada en la pared.

La frecuencia directa
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1 1
fr=f_—— =1000— =971 Hz
Vv 10

1+— 1+ —
v, 330
Y la frecuencia reflejada en la pared.
La frecuencia que llega a la pared es
1
f,'=f =1000 =1031 Hz

— 1 —
1_V7f [1_10]
v, 330

Las que sumadas producen pulsaciones de frecuencia
f,=1f,'—f'=1031-971=60 Hz

Que es lo que escucha el observador.

Ejemplo 56. Un automovil se mueve hacia la
izquierda con una velocidad v =30 m/s. En direccion
contraria (rebasado suficientemente el punto de cruce)
va un camioén a una velocidad v' =21 m/s, con una
gran superficie reflectora en su parte posterior. El
automovil emite un bocinazo (emision instantanea) con
una frecuencia de 1 000 Hz. Determinar:

a) (Cual es la frecuencia de las ondas percibidas por el
observador de la figura colocado a la derecha del auto?
b) (Cual es la frecuencia de las ondas que llegan a la
superficie reflectora del camion?

¢) (Cual es la frecuencia de las ondas que percibira el
observador después que las ondas se han reflejado en
el camion?

d) ¢Cual es la frecuencia de las ondas que percibiria el
conductor del auto, después de la reflexion en el
camion?

Velocidad del sonido: 330 m/s. Se supone el aire en
calma.

vl‘
V ——
—_—
[ .
=~ T
Solucioén.
a)
3
Eimizor Observador X
v
f, = f075=1000ﬂ = 916, 7Hz
v, +V 330+30

b) La superficie reflectora es ahora el receptor
auditivo.

¥ it
Ermizor Ohzervador =
v, -V —
f,=1f,—= = 1000M = 858,3 Hz
vV, +V 330+30

¢) La superficie reflectora se vuelve foco emisor,
emitirad con la frecuencia f.

Hugo Medina Guzman

vl‘
i — -
Ermuzor Cbzervador &
\Y
f,=1,——= 858,3ﬂ =806,9 Hz
v +V 330+21

d) El receptor es el auto y el emisor el camién y la
frecuencia emitida f,:

A 3
= Gt
Ermizor Ohzervador =
V. -V —
f,=1,-— =858,3M =733,6 Hz
V. +V' 330+ 21

S

Ejemplo 57. Al nadar un pato patalea una vez cada 1,6
s produciendo ondas superficiales en el agua, el pato
avanza con rapidez constante en un estanque en el que
las ondas superficiales viajan a 0,4 m/s. Las crestas de
las ondas estan espaciadas adelante del pato 0,10m

a) Calcule la rapidez del pato.

b) (Cual es el espaciamiento de las crestas detras del
pato?

Nota: En este problema las ondas son producidas por
el pataleo del pato y las ondas se propagan en el agua
(ondas acuaticas).

Solucion.
o
-ﬁl" Wista lateral
&
v}:!ato Wista supetrior
( Vonda g}:l ) ) ) 1Vionéa )
—

AL A
Perturbacion producida por el pataleo del pato:
T=16s. > f=1/1,6Hz
Para la onda: V4, = 0,4 m/s.
v 0,4
a) Como A,' =0,lm = f/'=—28 =2 _—4Hy
Al 01
Efecto doppler de fuente que se mueve, la frecuencia
hacia delante es:

1 v f
" pato
f'=1 1 VR
1— pato onda 1
Vonda
f
= Vpato = Vonda 1__
f,'
Reemplazando valores:
1/1,6
Voo = 0,4(1 = j = 0,3375 m/s.

b) La frecuencia detras del pato
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| =039H
03375 | 20

1+

0,4
04
f,' 039
El espaciamiento de las crestas detras del pato es de
1,18 m.

v

v Yonda __

2

L18 m

Ejemplo 58. El sonar de un patrullero estacionado al
borde de una pista emite hacia delante un corto pulso
de ultra sonido de frecuencia de 34 kHz .Luego de 1,5
s de haberse emitido las ondas se capta un pulso de
retorno de frecuencia de 32 kHz proveniente de un
automovil.
(Vsonido =340 m/s)
a) Determine la velocidad del automévil

b) A que distancia del patrullero se encontraba el
automovil al salir el pulso
Solucion.
a) Determine la velocidad del automoévil
La frecuencia que llega al automovil

f=f = 34000 1 - 2
340

Esta frecuencia vuelve al patrullero

Ve
\'}

S

foo gL (1Yo | - 34000 240V
( vj v, 340 +v,
1+->
VS
=32000 Hz
340-v, ) 32
= | —2 ==
340+v, | 34

34(340-v,)=32(340+Vv, )
= 66V, =340(34-32)

=M=103m/s
33 ’

0

b) A que distancia del patrullero se encontraba el
automovil al salir el pulso

Cuando el pulso llega al automoévil han pasado 1,5/2 =
0,75s

La distancia a la que se encontraba el automoévil del
patrullero fue: 340(0,75)-10,30(0,75) = 240,28 m.

Ejemplo 59. El sonar de un patrullero estacionado al
borde de una pista emite hacia delante un corto pulso
de ultrasonido de frecuencia 60 kHz. Luego de un
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corto tiempo se capta un pulso de retorno de frecuencia
62 kHz proveniente de un automovil.

Determine: la velocidad con que se mueve el carro ¢
indique si el carro se acerca o aleja del patrullero.
(Velocidad del sonido = 340 m/s).

Solucidn.

vV, =340 m/s

V, es la velocidad del automévil.

El sonido se emite del patrullero, llega al automoévil y

regresa al patrullero.

N
AN S
_-_4' g( f " —
T

f=60Hzy f"=62Hz

Al automovil llega

e )
f,:60(340ivxj 0

340
+ 0 -, dependiendo si el automovil se acerca o aleja del

tv

-0

VS

v

S

patrullero en reposo.

Al patrullero llega de retorno

fH:fY \is
v, FV,
Se=f| 0 |
340 F v,

- 0 +, dependiendo si el automovil se acerca o aleja del

patrullero en reposo.

Multiplicando (1) x (2):
6= 60(340+ v, )
(340Fv, )

La tnica posibilidad de tener solucion es en el caso

que el automovil se acerca al patrullero.:

_ 60(340+v,)

62 =
(340-v,)

=V, =557m/s

Luego el automovil se esta acercando al patrullero.

V, = 5,57 m/s.
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Ejemplo 60. Un altavoz es colocado sobre un bloque,
conectado a un resorte (k=50 N/m), como se muestra
en la figura. La masa total (bloque y altavoz) es 0,5kg;
el sistema oscila con una amplitud de 5 cm. Si el
altavoz emite a 500 Hz, determinar:

a) La frecuencia maxima percibida por la persona.

b) La frecuencia minima percibida por la persona.
Asumir ¢ = 340m/s

0); £

A

Solucién.
Oscilacion de la masa:

)

Hﬁ@mﬁ“ﬁﬁ’ X =Asenwt
X
_ |k _ (50 prad
m 0,5 S

X = Asenwt = 0,05sen10t = v =0,5cos10t

+0,5
Vméx =
-0,7

En general el Efecto Doppler para una fuente en
movimiento y observador estacionario es

frof

[Fvvfj

El signo menos ( - ) corresponde cuando la fuente se
mueve hacia el observador, y el signo menos (—)
cuando la fuente se aleja del observador.

a) La frecuencia maxima percibida por la persona.

= 500,74 Hz

_ _
1_V7f (1— O’Sj
v 340

b) La frecuencia minima percibida por la persona.
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i)

§ 1,:??’3 dx i —
LA

b sp0 L

v, ( 0,5 j
1+— 1+

( v j 340

Ejemplo 61. El carro de bomberos que se mueve con

una velocidad de 20 m/s, hace sonar su sirena que

tiene una frecuencia de 1000 Hz.

Un ciclista se acerca al carro alejandose del acantilado

con una velocidad de 10 m/s,

a) (Qué sonido escucha el conductor del carro de

bomberos?
b) ;{Qué sonido escucha el ciclista?

f'=f =49927 Hz

0ms 1000Hz v, =340 mis
Ams
10 m/s
Ao

Solucion.
a) El conductor escucha dos frecuencias f; que es la
frecuencia f (1000 Hz) de la sirena y la frecuencia f’
del eco producido por la presencia del acantilado.
La frecuencia que llega al acantilado se debe a una
fuente que se acerca con Ve =20 m/s

f'= 1, Vs 1000ﬂ: 1062,5 Hz

V, —V; 340-20

Esta frecuencia se refleja y llega a los oidos del
conductor que se acerca con velocidad v, =20 m/s.

340 +20)
34

S

fro f'M=1062,5(
V

Como las dos frecuencias que escucha son muy
cercanas escuchara batidos o pulsaciones
correspondientes a las frecuencia f = 1000 Hz y f** =
1125 Hz.

Es decir f, =1125-1000 = 125 Hz (frecuencia de
los batidos) .

=1125Hz

S

1000 Hz  1125Hz
20 mis
Poshalairty NS

1062,5Hz |

b) Al oido del ciclista llega la frecuencia directa que es
con observador y fuente acercandose

oz g Vet Vo 000 340+10
340-20

Vs — Vi
También llega el eco producido por el acantilado
vV, —V 340-10
lel:fl(s 0):1062’5( ):
Vv 340

S

=1093,75 Hz

1031,25 Hz
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Como las dos frecuencias que escucha son muy
cercanas escuchara batidos

f, =1093,75-1031,25 = 62,5 Hz (frecuencia de
los batidos).

Ways 000HZ  po375HZ  103125Hz 1082, He

V)
Y7 )

)] i

Ejemplo 62. Las ondas sonoras emitidas por el carro
de bomberos (A) se reflejan en el camion (B) y al
regresar interfieren con las ondas emitidas.

Determinar el nimero de pulsaciones por segundo que
detecta un observador sobre el movil A.

f, =400 Hz

Solucion.
Frecuencia que llega a la pared

f'= fo Acercandose fuente y alejandose
“observador”
f 1 f (V — VB)
=
A
(v-v,)
Frecuencia que recibe el pasajero
Alejandose fuente y acercandose “observador”

(M

"_ f|(V+VA) (2)
(V+vg)
Reemplazando (2) en (1):
fr= fo (V_VB)(V+VA) —

(V_VA)(V+VB)

ool 15 5)
o)

(15-1) (25 +1) (14) (26)
D5+ 24) (1e)
=379,17 Hz.

El pasajero escucha f, =400—379,17 =20,83
pulsaciones/s

Ejemplo 63. Una sirena de 420 Hz gira atada al
extremo de una cuerda de 2 m de longitud a razén de
300 r.p.m. ;Qué intervalo de frecuencias percibe un
observador situado en el plano de rotacion de la sirena
y alejado de ésta? Tomar para velocidad del sonido en
el aire 340 my/s.

V!B&\\

A v

Chservedor

Solucioén.
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rad
- =107r—
minx rev x 60s s
La velocidad de la fuente emisora es:
V=al=107(2) =207 m/s
Si el observador esta lo suficientemente alejado,
tomamos la direccion de percepcion en la misma

direccion que tiene la velocidad. Cuando la sirena se
encuentra en la posicion A de la figura, tendremos:

© =300 rev x 2zrad x min

v

fr= f __ 3 _sisoms
v-v, 340-207

En el punto B:

A 30 3540w,

Vv, 340+ 207

El intervalo sera el comprendido entre las dos
frecuencias calculadas

Ejemplo 64. Un carrusel de 5,0 m de radio, tiene un
par de altoparlantes de 600 Hz montados en postes en
extremos opuestos de un diametro. El carrusel gira con
una velocidad angular de 0,80 rad/s. Un observador
estacionario esta colocado a cierta distancia enfrente
del carrusel. La velocidad del sonido es 350 m/s.

a) Calcular la longitud de onda mas larga que llega al
escucha desde las sirenas.

b) Calcular la frecuencia de las sirenas mas alta que
escucha.

¢) Calcular la frecuencia de batido méaxima en la
posicion del escucha.

d) Un escucha montado en una bicicleta que se aleja
directamente del carrusel con una rapidez de 4,5 m/s.
(Cudl es la frecuencia de las sirenas mas alta que
escucha?

Solucion.

a)

£
La longitud de onda mas larga es con la menor
frecuencia
Y eso sucede cuando la fuente se aleja

Fil g A _ 350
S (Vv (350 +0,80x5)
:600ﬂ = 593,2Hz
(354)
350
A= =0,59 m= 59 cm.
5932

b) La frecuencia mas alta sucede cuando la fuente se
acerca.
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Vv 1719,
frof Vs 600 >0 t, =
vV, -V, (350 -0,80x5,0)
d-vt
:6003i = 606,9 Hz Como t, =~ obtenemos:
(346) Vi
1719,4-3,88(10) .

o) f,=f,'—f,' =6069-5932=13,74 Hz b= 138 =433,145=Tmin 13,14s.
d) El tiempo que el buque tardara en alcanzar la costa es

@ =080 radfs

7 min 13,14 s.

Ejemplo 66. Una sirena que emite con una frecuencia
f sube verticalmente hacia arriba, partiendo del suelo y
a una velocidad constante V. El punto de partida de la
sirena esta a una distancia d de un observador.
a) Supuesto el observador parado, calcular en funcion
de los datos la frecuencia que percibiria el observador
después de transcurridos t segundos.
b) Supuesto que el observador se aleja del punto de
% . pgrtida auna VelociQad \(', y que parte de'l punto a esa
. distancia d, en el mismo instante que la sirena.
Calcular en funcion de los datos la frecuencia que
percibiria el observador, después de transcurridos t

|
La fuente se acerca y el observador se aleja.

fro (Vs _Vo) — 600 (350_4,5) _ segundos.
vV, -V, (3 50 — 4) (Velogidad del sonido: V)
Solucidn.
(345,5) a)
(346,0) y
. A
Ejemplo 65. Un buque se acerca a una costa acantilada o - >y
haciendo sonar una sirena de 600 Hz. El sonido se Eﬁ:;ﬂfﬁ-\a T
refleja en la costa y se oye 10 s después, interfiriendo v
con el propio de la sirena, lo que da lugar a 12 i
pulsaciones por segundo. Calcule con estos datos el —®
tiempo que el buque tardara en alcanzar la costa. ! d |
Solucién. Frecuencia cuando la fuente se aleja del observador:
fp=f—-f=1f'=f+f =600+12=612Hz bV
vV, +V 340 +v (Vv )
f'=f7(s b)=6007( b)=612 (v+ve)
(v, —v,) (340-v,) Vit

Ve =V cosep, =V

VVit? +d?

—v, =388
S

De aqui:
Sea d la distancia a la que se encuentra el buque . Y
cuando inicia el sonido de la sirena, 10 segundos fr=f s
después escucha pulsaciones, esto es el tiempo de viaje V4 Vi
de las ondas de ida y v(;lelta. /V 242 4 (2
Tiempo de ida: T, = v f VAV 2t2 + g2
s =
242 2 2
d—v,t VAV tT +dT +V 7t

Tiempo de vuelta: t, = b)

\Y

S
Tiempo total:

d-v.t 2d—-v.t
i bt _ d-v,
Y Y

S S

d
t=t, +t, =—
VS

(v, +vy )t (340+3.88)10
2

=d=

=1719,4 m.
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: pop VoV
! [(V_V a)_VF]
" F Ty,
perepen 1 V' =V, cosp = _ Va4
Vi a a >
o < | vh? +d?
e S e
Frecuencia cuando la fuente y el observador se alejan v.d
mutuamente: V— a
fvzf(V—Vo) fr= f Vh2+d2
(V+ve) s Vad vd
Vo =V 'c0s(90°-¢p, )=V 'seng, Jh2+d?  Jh?+d?

, V't+d 5 3
- W3+ (it +dy - f b <07 v,d]
vh? +d* —v,d -vd)

Ve =V cosp,=V Vt
W +(Vit+dy
V't +d FORMACION DE UNA ONDA DE CHOQUE
v-V' Hemos visto en el efecto Doppler que los frentes de
\/V 242 4 (V t+d )2 onda producidos por una fuente de sonido en
f'=f movimiento estan comprimidos en la direccion hacia la
V2t cual esta viajando la fuente. A medida que aumenta la
V + velocidad de la fuente, la compresion se hace mas
\/V 242 4 (V "t +d )2 pronunciada. ;Qué sucede cuando la velocidad de la
fuente empieza a hacerse mayor que la velocidad de la
[V\/V 2t2 4 (V 't+d )2 —V'(V t+d )} onda? En este caso, la fuente se mueve mas aprisa que
= las ondas y los argumentos usados para describir el
[V \/V 242 4 (V tad )2 LV zt} efecto Doppler ya no son aplicables mas. En su lugar,
las ondas esfoéricas expandiéndose desde la fuente t
posiciones posteriores a lo largo de la trayectoria de la
Ejemplo 67. Un hombre se encuentra en lo alto de fuente, se combinan todas formando un frente de onda
una torre de altura h. A una distancia d del pie de ésta,  Unico conico que se conoce como onda de choque
un automovil que se dirige hacia ella con una (véase la figura). Como la onda de choque esta
velocidad V emite un bocinazo con una frecuencia f. compuesta por muchos frentes de onda actuando
El aire se mueve con una velocidad V, y en direccion ~ Juntos, tiene una gran amplitud.
contraria al automovil. Calcular en funcién de estos \\\
datos la frecuencia percibida por el hombre de la torre. =
(Velocidad del sonido: V). .
Solucion. A
o Ok
Direccién de o= G
percepoidn H_H\a “7 ///
Va ///
@ F, n prd
. B Para el tiempo t = 0 la fuente emite una onda desde el
Fq;__\ / punto O En un tiempo posterior t, el frente de la onda

se ha expandido a un radio r = vt y la fuente ha viajado
a una distancia v,t para alcanzar al punto S. Frentes de
onda posteriores también se expanden como se indica
La velocidad del sonido en la direccion de percepcion  en la figura anterior, de manera que a ese tiempo t

estd afectada por la velocidad del viento, de tal modo alcanzan justamente la linea tangente que se dibuja
que bajo estas condiciones V, = (v -V, ) desde S al frente de onda centrado en O. La envolvente
resultante de frentes de onda forma un cono con un

semiangulo & dado por

T ¥
| |

La frecuencia que percibe un observador en reposo con
la fuente acercandose, bajo estas condiciones es:
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vt VvV
senf=— = —
vt v,

La relacion V / V, llamada nimero Mach, se usa

frecuentemente para dar la velocidad en términos de la
velocidad del sonido. Asi una velocidad de 1,5 veces la
velocidad del sonido se denota como Mach 1,5.
Cuando la onda de choque es producida por un
aeroplano que se mueve a una velocidad mayor que la
velocidad del sonido, es decir, a velocidad supersonica,
la onda de choque se conoce como explosion soénica.

En la figura siguiente se muestra la onda de choque
producida en el aire por un aeroplano supersénico que
se mueve a Mach 1,1. Notese que ademas de la onda
de choque producida en el extremo frontal, en la parte
posterior del aeroplano aparecen ondas de choque
menores. Una nave a alta velocidad produce dos o mas
ondas de choque, las cuales estan asociadas con la
nariz, la cola y otras proyecciones de la nave.

Los aviones supersonicos producen ondas de choque
que se escuchan como explosiones soénicas.
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'i‘.;/ﬂ\lién supersomnico

Presion atmosférical—
El grafico muestra que la presion de aire se eleva
bruscamente a lo largo de la onda de choque formada
por la parte delantera de la nave. Luego la presion cae
por debajo de la presion atmosférica y nuevamente se
eleva bruscamente a lo largo de las ondas de choque
formadas por la parte posterior de la nave. (Los frentes
de onda son curvos porque la velocidad del sonido
depende de la temperatura del aire y la temperatura
varia con la altura.). La segunda elevacion vuelve a la
normalidad a la presion.
El tiempo entre los dos cambios de presion es 1/30 de
segundo, de tal manera que se escucha un simple
“Bum” cuando las ondas de choque pasan.

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un joven en un barco mira las ondas en un lago que
pasan con una pausa de medio segundo entre cada
cresta, ¢Si a una onda le toma 1,5 s pasar los 4,5 m de
longitud de su barco de 4,5 m, cudl es la velocidad, la
frecuencia, el periodo, y la longitud de onda de las
ondas?

2. Los delfines se comunican bajo el agua usando
ondas de compresion de alta frecuencia. (Sila
velocidad del sonido en agua es 1,4 x 10° m/s y la
longitud de onda promedio es 1,4 centimetros, cual es
la frecuencia tipica del sonido de un delfin? ;Es esta
frecuencia audible a los seres humanos?

3 La cavidad del pecho de un ser humano resuena
alrededor de 8 Hz. ;qué longitud de onda causa tal
vibracion?

4. La ecuacion de una onda transversal en una cuerda
es

y=6,0cm sen[(2,0ﬂ rad/m)x + (4,07 rad/s)t] .

Calcule:

a) amplitud

b) longitud de onda

c¢) frecuencia

d) velocidad de propagacion

e) direccion de propagacion de la onda

f) La velocidad transversal maxima de una particula de
la cuerda.

5. Una barra de acero transmite ondas longitudinales
por medio de un oscilador acoplado a uno de sus
extremos. La barra tiene un didmetro de 4 mm. La

amplitud de las oscilaciones es 0,1 mm y la frecuencia
es 10 oscilaciones por segundo. Hallar:

a) ecuacion de las ondas que se propagan a lo largo de
la barra.

b) energia por unidad de volumen.

¢) promedio del flujo de energia por unidad de tiempo
através de una seccion cualquiera de la barra.

d) potencia requerida para operar el oscilador.

6. La ecuacion de una onda transversal en una cuerda
es y=18mm sen[(23,8rad/m)x +(3 17rad/s)t]. La

cuerda se encuentra sometida bajo una tension de 16,3
N. Determinar la densidad lineal de masa.

7. En una eco encefalografia se aplica una sefial de
ultrasonido para detecta la respuesta de un obstaculo
(hueso, tumor, etc.). Suponga la disposicion de la
figura. Calcule el tiempo que emplea el ultrasonido
para obtener un eco en la segunda capa 6sea (hueso 2).
Se sabe que la velocidad de propagacion de las ondas
sonoras en el hueso es de 3,370 m/s y en el tejido
encefalico, de 1550 m/s

1 cm lj

Emisor de
Ulfrazonido

Tejido

encefilico

Hueso 2
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Respuesta. 1,35 x 10" m/s

8. Calcule la distancia a la cual un nadador debe
encontrarse respecto del fondo (o de un obstaculo) para
percibir el fenomeno del eco de un sonido producido
por ¢l mismo (velocidad del sonido en agua 1640 m/s).
Respuesta. 82 m

9. La velocidad de propagacion en un gas y en un
liquido a la misma temperatura es de 330 m/s y 1500
m/s respectivamente. Un dispositivo, por ejemplo, un
diapason, produce ondas sonoras en ambos fluidos de
420 Hz.

Halle la relacion de longitudes de onda en el liquido
respecto del gas y la longitud de onda del sonido en
cada medio.

Respuesta.

Ay
a) 1 = 4,55,b) Ay =0,786m,
/,Lgas

c) A =3,57m

IIl’quido
10. Una ventana de 1,5 m’ se abre en una calle donde
el ruido propio produce un nivel sonoro en la ventana
de 60 dB. Determine la potencia acustica que entra por

la ventana mediante ondas sonoras.
Respuesta. 1,5 x 10* W

11. Un alambre se doblado en un lazo circular del
diametro D. se asegura por medio de una abrazadera
por los extremos opuestos. Se envia una onda
transversal alrededor del lazo por medio de un vibrador
pequetio que actue cerca de la abrazadera. Encuentre
las frecuencias de resonancia del lazo en los términos
de la velocidad v de la onda y el diametro D.
Respuesta. Los soportes del lazo forman nodos en dos

A 7D

puntos; para medio lazo 7—=N— = A =—,
n

NS

\' \'
conesto se encuentra f = —=n| —
7D

12. Una cuerda vibrante sometida a una fuerza de
traccion vibra con frecuencia de 220 Hz. Si la fuerza
de traccion se duplica y se mantienen las otras
condiciones constantes, determine la nueva frecuencia
de vibracion.

Respuesta. f,=311,13 Hz

13. Una cuerda de 80 cm de longitud y densidad lineal
de 1,69 x10™ g/cm, esta fija en sus dos extremos y
emite un sonido fundamental cuando se la somete a
una fuerza de traccion de 1,92 kg.

a) Determine la frecuencia fundamental del sonido

b) Calcule el factor por el cual debe multiplicarse la
intensidad de la fuerza de traccion para que la
frecuencia del nuevo sonido fundamental sea el tercer
armoénico del caso anterior

Respuesta. a) 481Hz, b) 9
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14. La cuerda de un violin de 30 cm de longitud emite
un sonido de 460 Hz. Al fijarla en un punto tal que su
longitud disminuya a 25 cm, emite un nuevo sonido.
Calcule su frecuencia.

Respuesta. f=552 Hz

15. Un diapason emite un sonido de frecuencia
constante. Este diapason (vibrando) se coloca sobre un
tubo cilindrico de vidrio que contiene agua. El nivel de
agua puede variar observandose que, para ciertas
alturas h de la columna de aire en el tubo, la intensidad
del sonido es mucho mayor que para otras. Las alturas
para las -cuales existe resonancia son h; =12 ¢m; h, =
36 cm; h; = 60 cm. Calcule la longitud de la onda
emitida por el diapason.

Respuesta. A4 =48 cm

16. Una probeta tiene 80 cm de profundidad y recibe
la mayor cantidad de agua para que el aire contenido
en el tubo entre en resonancia con un diapason que
emite una onda sonora de periodo T=32x 10" s
(valor de la velocidad del sonido en aire en las
condiciones del problema, 340 m/s).

Calcule la profundidad del agua.
Respuesta. 0,52 m

17. Un altoparlante se coloca en un punto A de una
caja rectangular de seccion C D E F. El sonido emitido
es de 120 Hz. Suponga que un micréfono A, puede
desplazarse a lo largo de la linea AB. El micréfono es
conectado a un registrador de intensidad sonora.
Mediante este experimento se logra demostrar que en
Ay en puntos contados a partir de A hacia la derecha
cada 1,20 m se registra un maximo e intensidad
sonora.

a) calcule la longitud de onda sonora emitida

b) calcule la velocidad de propagacion

¢) (qué intensidad indicara el micréfono cuando llegue
aB?

D

T B

L

/_% Micréfono

i/\’lﬂlllﬂl —
-

‘tb
/’i) o
AT
SN2

62 A%
ﬂé & &

Registrador

Respuesta. a) A =2,40 m, b) v =288 m/s

18. Sea un tubo de Kundt construido con un tubo de
vidrio, un émbolo que ajusta en un extremo y un
altoparlante colocado en el otro (fuente sonora en el
cual se utiliza como “detector” polvo de corcho.
Ajustando, convenientemente la posicion del émbolo
se observa que el polvo de corcho en ciertos lugares se
agita violentamente, mientras que en otros permanece
en reposo. En estas condiciones se mide la distancia
entre de puntos consecutivos en reposo que da 35 cm.
Entonces se retira el aire atmosférico y se lo sustituye
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por otro gas, observandose ahora que distancia entre
los puntos citados precedentemente es de 45 cm,
Sabiendo que la velocidad del sonido en el aire era de
340 m/s, calcule la velocidad del sonido en el gas
introducido.

Respuesta. 437,14 m/s

19. Una fuente sonora F emite ondas de 4 =2 m. A
100 m de la misma encuentra una pared con dos
ventanas separadas entre si. A 100 m otro lado de esta
ultima pared un observador detecta una posicion
maxima intensidad de sonido. ; /A qué distancia
minima debe colocarse observador para dejar de
percibir el sonido?

e g TR

100 m 100 m
Respuesta.
=l B2 som
2 42 s
4

20. Dos altoparlantes estan colocados como se muestra
en la figura con una separacion de 3 m. Los
altoparlantes son puestos a vibrar sinusoidalmente por
un amplificador que hace que emitan ondas sonoras
en fase. Un hombre se encuentra originalmente en el
punto O a 8 m de los altoparlantes en una linea
perpendicular a ambos los altoparlantes y que pasa por
el punto medio del segmento que une los altoparlantes
donde escucha un maximo de intensidad. El hombre
después se desplaza a un punto P situado a 0,350 m del
punto O. En ese punto detecta el primer minimo de la
intensidad sonora.

a) Calcule la diferencia de fase de las ondas sonoras
producidas por los dos altoparlantes para el punto P.
b) Calcule la longitud de onda de las ondas
sinusoidales.

c¢) Determine la frecuencia de la fuente sabiendo que
en estas condiciones (20°C) la velocidad del sonido en
el aire es de 344 m/s.

d) Si la frecuencia de la fuente de ondas se ajusta de
modo que el hombre detecte el primer minimo de
intensidad sonora a 0,75 m del punto O, ;cual sera la
nueva frecuencia?

e 5
1,15m = psm
L T
300m ro_=T ot
155 m
I 2,00 m |
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Respuesta.
a) 13 cm b)26 cm ¢) f=1,3kHzd) f=0.63 kHz

21. Dos altoparlantes estan colocados con una
distancia de 0,5 m entre si emiten ambos una onda
sonora. Los altoparlantes son puestos a vibrar por un
amplificador que hace que emitan ondas en fase. A 10
m de distancia de los altoparlantes hay una fila de
sillas y a una distancia de D = 1 m del punto central

esta situado el primer minimo de intensidad.
0,5m

(o] o)
32

51

HOOEaaE

a) Diga si un oyente en la silla central escucha un
maximo o un minimo de intensidad del sonido.

b) ¢ Cual es la longitud de onda y la frecuencia de las
ondas sonoras considerando que la velocidad del
sonido es 344 m/s (20°C)?

¢) (Cual es la diferencia del camino del sonido emitido
por los dos altoparlantes correspondientes al maximo
siguiente de intensidad?

d) Considere ahora que el amplificador hace que las
ondas producidas por los dos altoparlantes estén
desfasados 180°. Diga si tienen un maximo o minimo
de intensidad en el punto central ya D = 1 m del
punto central.

Respuesta.

a) Méaximo, b) A=10cm, f=3.5 kHz, c) 10 cm, d)
minimo; maximo

22. Una fuente S y un detector D de ondas de radio
estan separados una distancia d, uno del otro. Las
ondas de radio de longitud de onda A llegan a un
detector después de un recorrido en linea recta o
después de ser reflejados por alguna capa en la
atmosfera. Cuando esa capa atmosférica estd a una
altura H las ondas llegan en fase al detector. Si la
altura de la capa reflectora aumenta gradualmente, la
diferencia de fase entre las ondas en el detector cambia
de forma gradual hasta que las ondas estan desfasadas
7 cuando la capa reflectora esta a la altura H + h.

i

H

i
Sé .D‘

/2 -

a) Encuentre la expresion de A en funcion de: d, h, e H.
b) Calcule la longitud de onda sabiendo que la fuente y
el detector se encuentran apartados 100 km, y que H
=6 kmyh=52 m.

iz
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Respuesta.

a)
d

2=
2

b) A=25m

j2+(H +h)’ - (%)2+H2

23. Una fuente sonora emite un sonido de 540 Hz y se
aproxima a un observador detenido con velocidad de
valor 60 km/h. Supuesto que el valor de la velocidad
del sonido en el aire es de 340 m/s, calcule la
frecuencia del sonido recibido por el observador.
Respuesta. 567 Hz

24. Una fuente sonora estacionaria emite un sonido de
frecuencia 680 Hz. Si el valor de la velocidad del
sonido del aire es de 340 m/s, determine en qué sentido
(con relacion a la fuente) debe moverse un observador
y con qué valor de velocidad debe hacerla si desea que
la frecuencia del sonido percibido sea de 694 Hz.
Respuesta. a) hacia la fuente, b) 6,8 m/s

25. Una fuente sonora emite sonido con frecuencia de
840 Hz y se aproxima a un observador a velocidad de
valor 40 m/s. Simultineamente, el observador se
acerca a la fuente con velocidad de valor 10 m/s, Si se
acepta como valor de la velocidad del sonido 340 m/s,
calcule el nuevo valor de la frecuencia percibida por el
observador.

Respuesta. 980 Hz

26. Una fuente sonora se aparta de un observador
partiendo del reposo y con aceleracion constante de
valor 2 m/s”. La velocidad del sonido en este medio
vale 360 m/s. Determine el intervalo entre dos sonidos
recibidos a 20 s y 30 s.

Respuesta. 1,05

27. Cuatro batidos o pulsaciones por segundo se oyen
cuando dos diapasones suenan simultaneamente.
Después de unir un pedazo pequeifio de la cinta a una
rama del segundo diapasoén, los dos diapasones se
hacen sonar otra vez y se oyen dos batidos por
segundo. Si el primer diapason tiene una frecuencia de
180 hertzios, ;cudl es la frecuencia original del
segundo diapasén?
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Respuesta. La frecuencia del segundo diapasén debe
ser mas alta que la del primer diapason o al agregar la
cinta habria aumentado el nimero de batidos. Por lo
tanto, Vo, - 180 =4 o v, = 184 Hz.

28. Un conductor viaja al norte en una carretera a una
velocidad de 25 m/s. Un auto patrullero, conduciendo
al sur a una velocidad de 40 m/s, se acerca con su
sirena que suena en una frecuencia de 2500 hertz.

a) (Qué frecuencia escucha el conductor mientras que
el patrullero se acerca?

b) {Qué frecuencia escucha el conductor después de
pasar el patrullero?

c) (si hubiera estado viajando el conductor al sur,
cuales serian los resultados para (a) y (b)?

Respuesta. a) 3042 Hz b) 2072 Hz c¢) 2625Hz,
2401 Hz

29. Jorge se esta dirigiendo hacia la isla con una
velocidad de 24 m/s cuando él ve a Betty que esta en
orilla en la base de un acantilado. Jorge hace sonar la
bocina de frecuencia 330 Hz.

a) (Qué frecuencia escucha Betty?

b) Jorge puede oir el eco de su bocina reflejado por el
acantilado. ;La frecuencia de este eco mayor que o
igual a la frecuencia es oida por Betty? Explique.

c¢) Calcule la frecuencia que escucha Jorge del eco del
acantilado.

24 'z

30. Dos naves en una niebla espesa estan hacen sonar
sus sirenas, que producen sonido con una frecuencia de
165 hertz. Una de las naves esta en el reposo; la otra
se mueve en una linea recta que pasa por la que esta
en el reposo. (Si la gente en la nave inmovil oye una
frecuencia de los batidos de 3,0 hertzios, cuales son las
dos velocidades y direcciones posibles del movimiento
de la nave movil?

Respuesta. 6,13 m/s 6,35 m/s
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CAPITULO 4. Mecanica de fluidos

INTRODUCCION

La materia puede clasificarse por su forma fisica
como un s6lido, un liquido o un gas. Las moléculas
de los s6lidos a temperaturas y presiones ordinarias
tienen atraccion fuerte entre ellas y permanecen en
posicion fija relativa una a la otra. Luego un sélido
tiene volumen y forma definida y sufre
deformaciones finitas bajo la accion de una fuerza.
Las moléculas de los liquidos a temperaturas y
presiones ordinarias tienen poca atraccion entre ellas
y cambian de posicion relativa una a otra. En
consecuencia los liquidos tienen volumen definido
tomando la forma del recipiente que los contiene,
pero no lo llenan necesariamente.

Las moléculas de los gases a. temperaturas y
presiones ordinarias tienen muy poca atraccion entre
ellas y tienen un movimiento al azar, o sea que los
gases no tienen volumen ni forma definidas, adoptan
la forma del recipiente que los contiene y lo llenan
completamente. : .

A causa de que los liquidos y gases a temperaturas y
presiones ordinarias no resisten la accion de un
esfuerzo cortante y continiian deformandose bajo su
accion, son conocidos como fluidos.

La rama de la Fisica que estudia los efectos de las
fuerzas que actuan sobre 1os fluidos se denomina
Mecanica de Fluidos, tradicionalmente subdividida
en dos partes estatica y dinamica.

Estética de los fluidos, estudia el equilibrio de los
fluidos bajo la accion de fuerzas estacionarias.
Dinamica de los fluidos, estudia el movimiento de
los fluidos y las causas que la producen, sostienen o
se oponen a este movimiento.

DENSIDAD, DENSIDAD RELATIVA'Y PESO
ESPECIFICO

Densidad o masa especifica

En un fluido, es importante la densidad o masa
especifica ella permite calcular el peso del elemento
de volumen que se considere, que es una posible
fuerza exterior actuando sobre cada elemento de
fluido. Para un elemento de volumen 0V ubicado en

algtin punto del fluido y que contenga una masa dm ,
la densidad © en ese punto se define mediante

_an
P=av

La unidad de densidad en SI sera kg/m’ pero se usa
generalmente densidades en g/cm’,
1 g/em® =1000 kg/m”.

Densidad relativa

Es posible utilizar una escala de densidades relativas
a la de alguna sustancia especifica, por ejemplo
existen las densidades de los fluidos respecto al agua,
es decir

, cantidad adimensional.

pr =
P agua

Densidad del agua a 4° C = 1g/cm’

Peso especifico
El peso especifico denotado por ' se define como el

peso por unidad de volumen del fluido, es decir
¥ = pg , la unidad SI serd N/m’.

Ejemplo 1. Suponga que usted es capaz de llevar un
peso de 400 N. ;Cual seria el tamafio del cubo hecho
de oro podria usted llevar? La densidad del oro es
19300 kg/m’.

Solucion.

W =mg = pVg = pa’g =

a=3ﬂ:3¢:013
pg (19300)9,8)

Lado del cubo=a=13 cm

LA PRESION EN LOS FLUIDOS. El concepto de
presion es muy general y por ello puede emplearse
siempre que exista una fuerza actuando sobre una
superficie. Sin embargo, su empleo resulta
especialmente util cuando el cuerpo o sistema sobre
el que se ejercen las fuerzas es deformable. Los
fluidos no tienen forma propia y constituyen el
principal ejemplo de aquellos casos en los que es mas
adecuado utilizar el concepto de presion que el de
fuerza.
Cuando un fluido esta contenido en un recipiente,
ejerce una fuerza sobre sus paredes y, por tanto,
puede hablarse también de presion. Si el fluido esta
en equilibrio las fuerzas sobre las paredes son
perpendiculares a cada porcion de superficie del
recipiente, ya que de no serlo existirian componentes
paralelas que provocarian el desplazamiento de la
masa de fluido en contra de la hipétesis de equilibrio.
La orientacion de la superficie determina la direccion
de la fuerza de presion, por lo que el cociente de
ambas, que es precisamente la presion, resulta
independiente de la direccion; se trata entonces de
una magnitud escalar.
La presion se designa con la letra P,y se define
como la fuerza de compresion por unidad de area
perpendicular a la fuerza.

Fuerza normal sobre un area

~ Areasobrela que se distribuye la fuerza

. . AF dF
Obien p=lim —=—
AA—0 AA dA

Unidades de presion. En el Sistema Internacional
(SI) la unidad de presion es el pascal, se representa
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por Pay se define como la presion correspondiente a
una fuerza de un newton de intensidad actuando
perpendicularmente sobre una superficie plana de un
metro cuadrado.

1 Pa=1N/m’.

Otras unidades:
Atmoésfera (atm) se define como la presion que a 0 °C
ejerceria el peso de una columna de mercurio de 76
cm de altura y 1 cm? de seccién sobre su base.

1 atm = 1,013x10’ Pa.
Bar es realmente un multiplo del pascal y equivale a
10° N/m’.

En meteorologia se emplea con frecuencia el milibar
(mb) o milésima parte del bar

1 mb=10"Paé I atm= 1013 mb.

También tenemos:
Milimetros de mercurio

1 mmHg = 133,322 Pa
Torr

1 torr =133, 322 Pa

1 torr = 1 mmHg

Ejemplo 2. En 1654, Otto Van Guericke, alcalde de
Magdeburgo e inventor de la bomba de aire,
demostr6 que dos equipos de caballos no podrian
separar dos hemisferios de bronce evacuados. ;Si los
diametros de los hemisferios fueron 0,30 m, qué
fuerza seria requerida para separarlos?

Solucién.

y
—

AF,

g

¥

__//ds=rd¢9

Consideremos el hemisferio orientado con su eje a lo
largo del eje X. Tomemos una tira estrecha de la
ancho ds que circunda el hemisferio. El componente
de x de la fuerza en esta tira es

dF, = p,dAcos@ = p,(2arsend)dscos@ y
ds=rdéd
Asi

7/2
F = J.O 27rp,sendcosrd 6

2 7/2
=2nr pajo sendcos @
1 7/2
= 27Zf2pa|:5S€n29:| =ar’p,
0
Reemplazando valores:

F, = 7(0.15)(1,013x10°) = 7160 N

HIDROSTATICA
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PRESION EN UN PUNTO DE UN FLUIDO.

La presion sobre un punto totalmente sumergido en
un fluido en reposo es igual en todas las direcciones.
Para demostrar esto consideremos un pequefio prisma
triangular como se muestra en la figura.

Los valores de presiones promedio sobre cada una de
las tres superficies son Py, P,, ¥ P, en la direccion X
las fuerzas son iguales y opuestas y se cancelan
mutuamente.

Haciendo la sumatoria de fuerzas obtenemos:

ZFX =0 = F,—Fsenfd =0
p,(dydz)— p,(dsdz)send = 0
Con dy = dssené:

p, (dydz)- p,(dydz)=0

= P, =P

También

> F,=0 = F —Fcosd—dW =0

p, (dxdz)— p,(dsdz)cos @ — pg(; dxdydz) =0
Con dX =dscos®:

p, (dxdz) - p,(dxdz) - pg(% dxdydzj =0

1
= Pi= D —Epgdy:O

Cuando el prisma triangular se aproxima a un punto,
F
N
— g
N
r r
F
dy — 0,y las presiones promedio se hacen

uniformes, esto es la presion para un “punto”

P, =Ps.
Por lo tanto finalmente:
P, =P, =DP;

VARIACION DE LA PRESION CON LA
PROFUNDIDAD EN UN LIQUIDO
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Para encontrar la variaciéon de presion con la
profundidad, consideremos el estudio una porcion de
fluido como se muestra en la figura, consistente en un

prisma de drea A y altura dy , a una altura y un
nivel de regencia arbitrario.

-5?’ 1 o +dp) A
| waﬂdy‘

i [ pa

¥

0
La presion a la altura Y es P y la presion en

(y+dy) es (p+dp).
El peso del elemento es pgAdy , donde p es la
densidad del fluido.
Como el elemento esta en equilibrio:
> F, =0 = pA—(p+dp)A- pgAdy =0
Simplificando: — Adp — pgAdy =0
O dp=-pgdy = @:—pg

dy
Esta ecuacion nos da el cambio de presion con la
altura.

DIFERENCIA DE PRESION ENTRE DOS
PUNTOS EN UN FLUIDO.

y=0

Diferencia de presion entre dos puntos cualquiera (1 y
2) en un fluido en reposo, sera

J, do=—"pady = p,—p,=-[" pydy

Para fluidos que pueden considerarse incompresibles
(por lo general los liquidos), O es constante,

adicionalmente para diferencias de altura no muy
grandes J se puede considerar constante.

Enestecaso P, — P, = —pg(y2 - yl), llamando a
(yz - yl): h
P, —p,=-pgh = p, =p, + pgh
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Cuando el punto 2 esta en la superficie [, esla

presion atmosférica P, y se tendra.

pl = pa + pgh
Donde h representa la profundidad de un punto
cualquiera en el fluidoy P su presion:

Ejemplo 3. Un dispositivo de exploracion de las
profundidades del mar tiene una ventana de area 0,10
m”. ;Qué fuerza se ejercida sobre ella por la agua de
mar (densidad 1030 kg/m’) a la profundidad de 5000
m?

Solucion.
F = pA = pghA =(1030)(9,8)(5000)(0,1)
=5,05x 10°N

PARADOJA HIDROSTATICA
Una consecuencia de la ecuacion P, = p, + pgh

es el fenomeno que se ilustra en la figura, llamado
paradoja hidrostatica. Podria parecer que el vaso
conico ejerce una mayor presion en su base que el
que tiene la base mas ancha, con lo cual el liquido
pasaria del conico al otro, y alcanzaria una mayor
altura en este ultimo. Sin embargo, ya hemos visto

que la ecuacién P, = P, + pgh establece que la

presion depende tinicamente de la profundidad, y no
de la forma de la vasija.

Ejemplo 4. Un experimentador desea determinar la
densidad de una muestra de aceite que ha extraido de
una planta. A un tubo de vidrio en U abierto en
ambos extremos llena un poco de agua con colorante
(para la visibilidad). Después vierte sobre el agua
una pequeiia cantidad de la muestra del aceite en un
lado del tubo y mide las alturas h; y h,, segiin como
se muestra en la figura. ;Cual es la densidad del
aceite en términos de la densidad del agua y de h; y
de h29

Solucién.

La presion en el nivel X — X” es igual en ambos lados
del tubo.

h

pagua ghl = paceite ghz = paceite = hil pagua
2
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Ejemplo 5. Si la presion manométrica del agua en la
tuberia a nivel del depo6sito de un edificio es de 500
kPa, ja qué altura se elevara el agua?
Solucion.

p 5%10°

—pgh = h=—P_ _ s
P=/ra0 0.9 10°x98

Ejemplo 6. En unos vasos comunicantes hay agua y
mercurio. La diferencia de alturas de los niveles del
mercurio en los vasos es h = 1 cm. Calcular la altura
de aceite que se debe afiadir por la rama de mercurio
para que el nivel de éste en los dos casos sea el
mismo.

Densidad del mercurio = 13,6 g/cm’.

Densidad del aceite = 0,9 g/cm”.

I e e
=]
=
=
[ k)
=
i)
(&)
-
Lo
o =
o s L
L - | 4
L 3 o
R — g

h\__ Metoutio ___-/ﬂ

Solucion.
La ley de los vasos comunicantes nos da para valor de
la altura del agua:

Mg Pagia 1 1
= - =

hagua pHg hagua 1396

N =13,6 cm

Una vez afiadido el aceite los liquidos quedaran en la
disposicion de la figura segunda. Las presiones en las
superficies de separacion deben ser iguales y, por
tanto:

paguaghagua = paciete ghaceite =
Pagua _ 13,6
paceite O=9

Nyie =N

acite agua

=15,11cm

EL PRINCIPIO DE PASCAL.

Si mediante algiin método o sistema externo
aumentamos la presion en la superficie, la presion en
todos los puntos del fluido sufrira igual aumento, es
decir, “el cambio de presion en alguna parte del
fluido confinado introduce el mismo cambio de
presion en todas partes del fluido”. Enunciado que
corresponde al Principio de Pascal. Frecuentemente
utilizado en la practica de la ingenieria con la prensa
hidraulica.

La prensa hidraulica, representada en la figura a
continuacion. Mediante un pistoén de seccion

transversal pequefia, A se ejerce una fuerza b,
sobre un liquido. La presion se trasmite a un cilindro
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de mayor area A, sobre el que ejerce una fuerza F,
mucho mayor:

p:izi = Fz II:Ii
A A A

Mientras mayor sea la relacion entre las areas de los
pistones, mayor es la fuerza ejercida sobre el piston
mayor.

A

4 4,

|

A

Ejemplo 7. Una gata hidraulica consiste en un
cilindro grande del area A conectado con un cilindro
pequetio del area a.. Ambos cilindros se llenan de
aceite. Cuando la fuerza f se aplica al cilindro
pequeiio; la presion que resulta se transmite al
cilindro grande, que entonces ejerce una fuerza
ascendente F. Suponer que u auto pesa 12.000 N
sobre el cilindro grande de 4rea 0,10 m*. {Qué fuerza
se debe aplicar al cilindro pequefio del area 0,002 m”
para soportar al auto?

F
Solucion. p=-—=—,talque
A a

¢_ag_ 0002
A 010

La gata tiene una ventaja mecanica de 50.

(12000) =240 N

Ejemplo 8. Calcular la presion en los puntos 1,2, 3 y
4 en el sistema mostrado en la figura.
Densidad especifica del aceite = 0,9

| L ) L e
i 125 em 3
Agua 4 25 cm
50 em
+ 2 i Aceite
S0cm
+ A
Solucion.
Considerando la disposicion y geometria mostrada en
la figura:

Presién en 1:

pl = patmf (0325 + Oazs)pagua g
=1,033 x 10° — 4900

= 98400 Pa

Presion en 2:

P2 = patm+ (Oaso)pagua g
=1,033 x 10° + 4900
=108200 Pa

Presion en 3:
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P3=p2- (0775)paire g
Como la densidad del aire es 1000 veces manos que
la del agua podemos considerar
p; = P> = 108200 Pa
Presion en 4:
p4 = p3 + (1»25),0aceite g
=108200 + 11025
=119225 Pa

MEDIDA DE LA PRESION.

Barometro

La presion en la superficie de un fluido que se
encuentra en un recipiente abierto a la atmdsfera no
es nula, sino igual a la presion atmosférica. Esta
ultima se debe a que estamos inmersos en un fluido
compresible constituido por el aire. La atmosfera de
la Tierra ejerce una presion sobre todos los objetos
con los que esta en contacto. La presion atmosférica

sobre la superficie terrestre la denotaremos por P,y

es igual a la presion ejercida por el peso de toda la
columna de aire que esta por encima. La presion

atmosférica P, no es despreciable o insignificante

como algunas personas suelen creer. Por el contrario,
la presion atmosférica juega un papel importante en
numerosos aparatos y maquinas de la vida diaria.
Considere un tubo de 1 m de largo y seccion
transversal A, cerrado por uno de los extremos.
Llenemos el tubo con mercurio y coloquemos el tubo,
con el extremo abierto hacia abajo, en un recipiente
con mercurio. Observaremos que el nivel de mercurio
se situara aproximadamente 760 mm del nivel del
recipiente.

Vacio
Presion =10

It = 760 nun

El extremo superior del tubo queda al vacio.
Apliquemos la segunda ley de Newton a la columna
de mercurio (que sobresale de la superficie del
liquido en el recipiente). ;Cuales son las fuerzas que
actuan sobre ella?

Hay sdélo dos: por una parte esta la presion que el
fluido que esté en el recipiente ejerce sobre el
mercurio que esta en el tubo: tal fuerza es

F, = p,A; por otra, esté el peso del mercurio al
interior de la columna
Peso = p,,, gV = o, GhA . Como el fluido esta

en reposo la fuerza neta debe ser nula, o sea:
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pa A= pHg ghA
La densidad del mercurio es py,, = 13,6 g/em’. Con

esto obtenemos para P, el valor

P, = 1,013x10°Pa=1atm.

La fuerza que eleva al mercurio al interior del tubo es
la presion atmosférica. El dispositivo que acabamos
de describir es un bardmetro de mercurio. La altura
de la columna de mercurio mide la presion
atmosférica. La presion atmosférica promedio a nivel
del mar corresponde a 760 mm de mercurio.

AL repetir el mismo experimento, pero con una
columna de agua, la altura sera

13,6 veces mayor (recuerde que la densidad del
mercurio es 13,6 g/em’ y la del agua

1 g/em®). Multiplicando los 76 cm por 13,6 se
obtienen 10,34 m. Este dato es muy importante, ya
que interviene en varias aplicaciones tecnologicas.
Por ejemplo, al intentar elevar agua de un pozo (cuya
superficie esta en contacto con el aire que nos rodea)
succionando por el extremo superior de un tubo largo,
solo se tendra éxito si el nivel de agua no esta a mas
de 10,34 metros de profundidad (en la practica esta
altura es menor ya que el agua comienza a hervir
bastante antes de llegar a los 10,34 metros).

Barometro de mercurio en U

Considere la figura donde se muestra un tubo cerrado
en un extremo, doblado en forma de U, abierto por el
otro extremo donde actia la presion atmosférica que
se desea medir. El mercurio alcanza una cierta
posicion de equilibrio, donde por el extremo cerrado
por existir vacio, la presion es nula. Al nivel indicado,
la presion debe ser la misma, de modo que podemos
igualar

p, =hmmHg=h torr

Mandmetro simple.
Otra aplicacion practica de la ecuacion

P, = P, + Pgh son los instrumentos de medida de
la presion:

Mandémetro en U de liquido, para presiones relativas
de gases

La columna en U contiene un liquido (liquido
manométrico), por ejemplo agua, de modo que en la
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situacion de equilibrio, cuando la presion p en el
recipiente que contiene un gas es mayor que la
atmosférica, la condicion de equilibrio indicada en la

figurada P = p, + o, gh, de modo que si se mide

la altura h tenemos una medida de la presion relativa.

Py

|

h
P ) |

Presion relativa y la presion absoluta:
La presion relativa (a la atmosférica) sera

pP-p, =p. 00
La presion absoluta P puede también calcularse de

alli si se conoce o se mide la presion atmosférica
mediante un barémetro.

Si la presion en el recipiente que contiene el gas es
menor que la atmosférica, la situacion de equilibrio
sera como se indica en la figura siguiente de modo
que la condicion de equilibrio sera

P+ p, gh = p,, dando para la presion relativa
P—P, =

que la presion en el interior del recipiente es menor
que la atmosférica. Igualmente se puede calcular la
presion (absoluta) si la presion atmosférica es
conocida

P=P,

P gh, un valor negativo que refleja

_pLgh

L

1[}
It

" 'I}d

Ejemplo 9. Determinar la presion p de un gas, en el
manometro mostrado en la figura.

R Ty

R B

_4 _2 L

I
]
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Solucion.
Podemos determinar sucesivamente las presiones de
los puntos indicados en la figura:

p, =P, +p'gh
P, = p, — pgh = p, +(p'-p)gh
Py =D, +p‘gh - pa +(2p"-p)gh

Py =P — +2(p'-p)gh
ps = P, +p gh - pa +(3p'-2p)gh
p=ps=p,+(30-2p)gh

Ejemplo 10. Los compartimientos B y C en la figura
estan cerrados y llenos con aire, el barometro lee 76
cm de mercurio cuando los manémetros leen X y 25
cm. ;Cual sera el valor de X?

Los tubos en U estan llenos de mercurio de mercurio.

A

O g -
2x10d
blim2
X :I:Eﬁ ot
Aire Aire

Solucioén.
Célculo de P
Pec = P, —0,250,,9 =1,033x10° 0,25 x

13700 x 9,8 = 69735 Pa
El valor de la presion en B se lee en el manometro A:

Pg =2x10°Pa

La lectura del manometro entre los tanques By C es
la diferencia entre las presiones de dichos tanques:

Pe — Pc = Puyq g(X)
200000 — 69735 = 13700 x 9,8 X
De aqui se obtiene: x = 0,97 m

Ejemplo 11. En una balanza de gran sensibilidad
fueron equilibrados dos barémetros de mercurio: uno
en forma de platillo (con un plato ancho) y el otro en
forma de U. Los barometros estan hechos del mismo
material, tienen el mismo diametro de los tubos y
contienen la misma cantidad de mercurio. Las
distancias entre las partes soldadas de los tubos y los
niveles superiores del mercurio en ellos son iguales.
(Como variara el equilibrio de la balanza si aumenta
la presion atmosférica?
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Solucion.

Como resultado de la variacion de la presion
atmosférica, la fuerza de Arquimedes que actia sobre
los barémetros por parte del aire se varia tanto por el
cambio de la densidad del aire, como por el cambio
del volumen de los barémetros, cuando se cambian
los niveles del mercurio en sus secciones abiertas.
Tomando en consideracion todas las condiciones del
problema, los barémetros tienen no sélo el mismo
peso, sino también el mismo volumen. Por eso, para
cada uno de ellos la variacion de la fuerza de empuje,
debido a la primera causa, es la misma. La variacion
de los volumenes, como es evidente, sera diferente.
En el barometro en forma de U, para una variacion de
la diferencia de niveles en un determinado valor, el
nivel del mercurio en cada cafo acodado debe
cambiar so6lo en la mitad de este valor. En el
barometro de cubeta el nivel del mercurio en la
cubeta cambia muy poco y en el tubo cambia
practicamente en todo el valor de variacion de la
diferencia de niveles. Ademas, en la misma cantidad
en que cambia el volumen del mercurio dentro del
tubo variara el volumen en la cubeta. Por
consiguiente, para el barometro de cubeta, la
variacion del volumen sera dos veces mayor que para
el barometro en forma de U (a diametros iguales de
los tubos). Al aumentar la presion, el volumen del
barometro de cubeta se hace menor que el volumen
del barometro en forma de U, la fuerza de
Arquimedes que actua sobre el bardmetro de cubeta
también serd menor y por eso ¢l pesa mas.
Explicacién gréafica

ﬁ
[ B e
o+ 4 ¥
—_— T I
h h
ﬁ
RN HEES
T
Ty
[}

La figura ilustra la variacion en los baroémetros con el
aumento de presion.
Las alturas de las columnas de mercurio son iguales a

(h + Ah). Mientras la variacién en el volumen de la
cubeta corresponde al volumen de una columna de
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altura Ah' del tubo, para el barémetro en U solo
corresponde al volumen de una columna de altura
Ah/ 2, por lo tanto desaloja menor volumen y el
empuje es menor que en bardmetro de cubeta.

EL PRINCIPIO DE ARQUIMEDES.

Cuando un objeto se sumerge en un fluido (un liquido
0 un gas), experimenta una fuerza ascendente de la
flotabilidad porque la presion en el fondo del objeto
es mayor que en la parte superior. El gran cientifico
griego Arquimedes (287-212 B.C.) hizo la
observacion cuidadosa siguiente, ahora llamada el
principio de Arquimedes.

Cualquier objeto totalmente o parcialmente
sumergido en un fluido es empujado para arriba por
una fuerza igual al peso del fluido desplazado.

Para ver que esto es verdad, considere una porcion
pequefia de agua en un recipiente como se muestra en
la figura. El agua sobre esta porcion actlia hacia
abajo, al igual que su peso. El agua bajo la porcion
empuja hacia arriba. Puesto que la porcion de agua
esta en equilibrio, la fuerza hacia arriba equilibra las
fuerzas hacia abajo.

F+P=F,

La fuerza neta hacia arriba debido al fluido se llama
la fuerza Empuje, asi

F.=F,-F =P

Aqui P es el peso del fluido desplazado por el objeto.
Si la porcion de agua de peso P es substituido por un
objeto de la misma forma y tamaiio, este objeto
también sentiria la fuerza de empuje hacia arriba
F=P

O sea que la fuerza de empuje F¢ es Fp = pgV |

donde p es la densidad del fluido, y V' es el

volumen del cuerpo sumergido.

Si el peso del objeto es mayor que P (el peso del
fluido desplazado), el objeto se hundira (siempre
experimenta la fuerza de empuje, razén por la que un
objeto no se siente tan pesado cuando se sumerge que
cuando se saca del agua). Si el peso del objeto es
menor que el peso de agua desplazada cuando se
sumerge totalmente, experimentard una fuerza neta
hacia arriba y flotara a la superficie. Algo del objeto
resaltara sobre la superficie, de modo que la porcién
todavia sumergida desplace un peso de fluido igual al
peso del objeto.

CENTRO DE EMPUJE
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Es el punto a través del cual actan las fuerzas de
empuje, y esta en el centro de gravedad del volumen
de liquido desplazado. Si el cuerpo es homogéneo y
esta totalmente sumergido, su centro de gravedad
coincide con el centro de empuje.

EQUILIBRIO ROTACIONAL DE OBJETOS
FLOTANTES.

Un cuerpo tiene estabilidad vertical cuando un
pequeiio desplazamiento vertical en cualquier sentido
origina fuerzas restauradoras que tienden a volver al
cuerpo a su posicion original y tiene estabilidad
rotacional cuando al aplicar un pequefio
desplazamiento angular se origina un par restaurador.
En la figura se muestran los diversos casos de
equilibrio que se presentan.

ANV

PN
fFl‘! 1. *‘Pes
lPes F;z *F

Estable Inestable Indiferente

a) Estable. Ocurre cuando el centro de gravedad del
cuerpo esta por debajo del centro de empuje, para una
pequeiia rotacion el par de fuerzas hara retornar al
cuerpo a su posicion inicial.,

b.) Inestable. Ocurre cuando el centro de gravedad del
cuerpo esta por encima del centro de empuje para una
pequetia rotacion el par de fuerzas tendera a hacer
rotar el cuerpo hacia una nueva posicion de
equilibrio.

¢) Indiferente. Ocurre para cilindro recto horizontal y
esfera, ya que su peso y fuerza de empuje son
siempre colineales al aplicarle cualquier rotacion.

Ejemplo 12. Un hombre que esta pescando en el
Mar Egeo pesca accidentalmente un artefacto antiguo
de oro. La densidad del oro es 19,3 x 10° kg/m’, y la
densidad del agua de mar es 1,03 x 10° kg/m’.
(Mientras esta levantando el tesoro, la tension en su
linea es 120 N. ;Cual sera la tension cuando saque el
objeto del agua?

Nota: Si usted engancha un tesoro o un pez grande,
no lo levante del agua. El cordel puede romperse.
Solucion.

Si el objeto de peso mg se levanta lentamente, esta en
equilibrio y

mg =T, +F¢, donde M= pV ,(p esla
densidad del objeto, V es el volumen del objeto)

T, es la tension en la linea mientras estd en el agua'y

Fe es la fuerza de empuje,

Fc = 0,0V, (p, esladensidad del agua)
T

(o=rpa)g

Cuando el objeto esta en aire, la tension es igual al
peso mg.

Asi: NG =T, + p Vg = V =
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Peso=mg = pgV

_ AT ple o
(p-p)a [lo/p.)-1]"
= (19193’:)(120N)= 127N

Ejemplo 13. Un bloque de madera de la gravedad
especifica 0,8 flota en agua. ;Qué fraccion de
volumen del bloque se sumerge?

Solucion.

Si V es el volumen del bloque y xV es el volumen
sumergido (X es la fraccion de volumen sumergido),
entonces

mg=F; o pgV = p,XVg

= x=" =08
Pa

Ejemplo 14. Consideremos el movimiento de un
objeto de volumen V y masa M que cae a través de un
fluido con viscosidad cero (sin rozamiento).

a) Dibuja las fuerzas que actiian sobre el cuerpo.

b) ¢ La aceleracion del objeto en caida es
independiente de su masa?, ;y de su volumen?
Solucion.

a)

R Empie

¥ e
b) Ecuacion del movimiento
ma = mg — Empuje

pc = densidad del cuerpo,
V = volumen del cuerpo

pcva: pcvg _pfvg

¢ = densidad del fluido,

a= g(l - pf] , a es independiente de la masa y el
Pe

volumen, depende de las densidades del cuerpo y del

fluido.

Ejemplo 15. Una pelota de plastico tiene 25 cm de
radio y flota en agua con el 25% de su volumen
sumergido.

a) (Qué fuerza deberemos aplicar a la pelota para
sostenerla en reposo totalmente sumergida en agua?
b) Si se suelta la pelota, ;qué aceleracion tendra en el
instante en que se suelte?

Solucion.

Primero calcularemos la densidad de la pelota.
Utilizando la primera condicion:
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e

Fuerza de empuje: E = p,0,25V(Q
Peso: P = p Vg

> F, =0

Peso = empuje

pVg = p,0,25Vg =
P, =0,25p, =025 g/em’.

a) Empuje cuando esta totalmente sumergida en agua;

Fuerza de empuje: E = p V(g
Peso: P = p Vg

> F, =0
E-F-P=0= F=E-P
La fuerza que se necesaria para mantenerla en

equilibrio totalmente sumergida es:
Empuje — peso = (0, — o, Vg

= (1 000 — 250{;1 70,25 j9,8

=481,06 N.
b) Sea a la aceleracion de la pelota en el instante en
que se suelte
F=ma =

F 481,06
a=—=

m QSQ{:EQ2§]

Ejemplo 16. Considere las tres mediciones mostradas
en la figura adjunta:

=29.4 m/s%.
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I) P, es el peso de un recipiente con agua con un
objeto sumergido en €l.

I1) P, es el peso cuando el objeto esta sumergido en el
agua, pero colgado de una cuerda sin que toque el
fondo del recipiente.

IIT) P; es el peso del recipiente con agua.
Encuentre la densidad promedio del objeto.
Solucion.

Sean: m masa del objeto, V volumen del objeto, p
densidad del objeto.

Restando (III) de (I):

P, —P, =mg :>mzplgp3,

Como V =

NE]

:>V=u(1)

De (1) y (11):

P,=P,+E= E=P,-P,
como E = p,.. gV

= PZ - P3 = paguagv

P,—P
yV="-"0
paguag
Igualando (1) y (2):
P-P P,—P P-P
1 3 _ 3:/0:1 3pagua
~9 paguag P2 - P3

Ejemplo 17. Disponemos de una plancha de corcho
de 10 cm de espesor. Calcular la superficie minima
que se debe emplear para que flote en agua,
sosteniendo a un naufrago de 70 kg. La densidad del
corcho es de 0,24 g/cm’.

Nota: entendemos por superficie minima la que
permite mantener al hombre completamente fuera del
agua aunque la tabla esté totalmente inmersa en ella.
Solucion.

Peso = empuje
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[70+240(0,1A)]g =1000(0,1A)g

0,1 A es el volumen de la plancha de corcho.

70 =100A - 24A = A=;—2 =0,92m’

Ejemplo 18. Un cable anclado en el fondo de un
lago sostiene una esfera hueca de plastico bajo su
superficie. El volumen de la esfera es de 0,3 m’ y la
tension del cable 900 N.

a) (Qué masa tiene la

esfera?

b) El cable se rompe y la Empue
esfera sube a la superficie.

Cuando esta en equilibrio, 7

(qué fraccion del volumen
de la esfera estara

sumergida?

Densidad del agua de mar

1,03 g/em’

Solucién.

a) E=mg+T E =Empuje,

T = Tension del cable.
1030x0,3x9,8=mx9,8+900 = m=2172kg

b) E =mg V = Volumen sumergido.
1030xVx98=mx9,8 = V=021 m’
., , 0,21
Fraccion del cuerpo sumergido = 03 =0,7
Empiije

#LE

Ejemplo 19. Un pedazo de aluminio se suspende de
una cuerda y se sumerge completamente en un
recipiente con agua. La masa del trozo de aluminio es
de 1 kg. Calcule la tension de la cuerda antes y
después de sumergir el trozo de aluminio.

Solucion.

La tension antes es simplemente el peso del trozo de
aluminio es decir

P=mg=1x9,8=9.8N
Cuando se sumerge la fuerza de empuje es
E= /Oagu‘,ﬂVaI g, pero el volumen del aluminio es

m
VAI =
Pal
de modo que la fuerza de empuje sera:
m 1
E= ——Qg =10"————98 =36N.
Paasa” a9 2.70x10°

y finalmente la tension en la cuerda sera la diferencia
T=9,8-3,6=62N

10
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Ejemplo 20. En un vaso de agua flota un pedazo de
hielo,- ;Como cambia el nivel del agua en el vaso
cuando el hielo se derrite? Analizar los siguientes
casos:

a) el hielo es completamente homogéneo;

b) en el hielo se encuentra una piedra fuertemente
adherida;

¢) dentro del pedazo de hielo hay una burbuja de aire.

Solucion.

a) Como el pedazo de hielo flota, el peso de toda el
agua desplazada por éste es igual al peso del propio
hielo o del agua recibida de éste. Por eso el agua que
se forma después del deshielo ocupara un volumen
igual al volumen de la parte hundida del pedazo de
hielo y por consiguiente el nivel del agua no
cambiara.

b) El volumen de la parte sumergida del pedazo de
hielo con la piedra es mayor que la suma de los
volumenes de la piedra y el agua que se obtiene
después del deshielo. Por lo tanto, el nivel del agua en
el vaso se descendera.

c) El peso del agua desplazada es igual al peso del
hielo (el peso del aire en la burbuja puede
prescindirse). Por eso igualmente como en el caso a),
el nivel del agua no cambia.

Ejemplo 21. Se tiene un cilindro vacio de radio 10
cm, que flota en agua dejando fuera del nivel del
agua una altura de 10 cm cuando de el cuelga
externamente un bloque de hierro de peso 10 kg y
densidad 7,8 g/cm’ tal como lo muestra la figura (a).
Calcular la altura que quedara afuera del agua si el
bloque de hierro se introduce dentro del cilindro
como lo muestra la figura (b).

_I_lO cm

Solucién.
Sea h la altura del cilindro.
De la figura (a):

10
1000g(h—0.1 0,12 +1000g0— =10
g(h-0,1)z 900 =109

= h=0,38m
De la figura (b):

1000g(h — x)z0,1> =10g

= x=0,06 m

Ejemplo 22. Un cuerpo homogéneo y compacto,
colocado en un liquido con peso especifico };, pesa
P1; y colocado en un liquido con peso especifico 7, ,
pesa P, Determinar el peso especifico p del cuerpo.

Solucién: El peso del cuerpo hundido en el liquido
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en el primer caso es iguala P, = (7/ - }/1)\/ ;enel

segundo caso es iguala P, = (]/ - ]/2)\/ . donde V es
el volumen del cuerpo; de alli resulta que

(P271 - P172)
(Pz - Pl)

Ejemplo 23. En el centro de un lago grande
congelado han hecho Un claro. El grosor del hielo
result6 igual a 1,0 m. ;De qué longitud sera necesaria
la cuerda para sacar un balde de agua?

Solucioén.

Solamente en los pequetios lagos el hielo puede
mantenerse suspenso gracias a la orilla. En el centro
de un lago grande éste obligatoriamente flotara. La
relacion de las densidades del hielo y del agua es 0,9.
Por consiguiente, 0,9 de todo el espesor del hielo se
encuentra en el agua. La distancia entre la superficie
del hielo y el aguaes 1 m.

Ejemplo 24. En una taza con agua flota una cajita de
fosforos dentro de la cual hay una piedra pequena.
(Variara el nivel del agua en la taza si la piedra se
saca de la cajita y se pone en el agua?

Solucion.

Al retirar la piedra de la caja se hizo mas ligera en un
peso igual al de la piedra y. por lo tanto, el volumen
del agua desplazada por la caja disminuyo6 en V, =
P/p.g, donde P es el peso de la piedray py, la
densidad del agua. Al sumergirse en el agua, la piedra
desalojara un volumen de agua igual a su propio
volumen, o sea, V, = P/p,g, donde p, es la densidad
de la sustancia de la piedra. Como p, > p. entonces
V1>V, y por consiguiente el nivel del agua en la taza
disminuira.

Ejemplo 25. Un cubo de Hielo flota en agua.
Determine la fraccion del hielo que queda sobre la
superficie del agua.

Solucion.

Sea m la masa de hielo. Su peso sera

P =mg

Su volumen total sera

v="T_

p Hielo

De modo que podemos escribir el peso en términos
del volumen como

P= P Hielovg
Cuando una fraccion Vg del volumen queda
sumergida, la fuerza de empuje es

E= paguavsg .

En la situacion de equilibrio el peso iguala al empuje
de modo que

pHieIng = paguavs g ’
De donde
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Vs _ Prigo _ 917

\Y P agua
O sea hay un 91,7% sumergido y por lo tanto 8,3 %
sobre el nivel del agua.

Ejemplo 28. Un tubo flota en el agua en posicion
vertical. La altura del tubo que sobresale del agua es
h =5 cm. Dentro del tubo se vierte aceite de densidad
o =0,9 g/lem®. ;Cual debera ser la longitud del tubo
para llenarlo totalmente de aceite manteniendo la
altura h?

a0

Solucion.
La longitud del tubo X se halla de la condicion

P'gx = pg(X - h) que expresa la igualdad de las
presiones en la profundidad del extremo inferior del
tubo. Aqui o es la densidad del agua. Obtenemos,
entonces, que

Lh =50 cm.

X= ;
(p-p)

Ejemplo 29. La posicion estable de un cilindro de
longitud L, flotando en un liquido de densidad p, es
como se muestra en la figura (a). Cuando el bloque de
concreto (densidad p") se suspende del cilindro toma
la posicién mostrada en la figura (b) Si se desprecia
el volumen y peso del cable. ;Cual es el volumen del
bloque?

Solucion.
En la posicion (a)
2
) A
En la posicion (b.)
Tomando momentos con respecto al eje vertical por
el que pasa el empuje, tenemos:

Peso(asen30°)=(Vp'g —Vpg )R

peso =
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AR’L(a
2 =VRa(p-
> [2j 9(p-p)

_ RLpa
4(p'-p)

Ejemplo 30. Un corcho cilindrico de masa m; y
seccion transversal A flota en un liquido de densidad
p. El corcho esta conectado por medio de una cuerda
sin masa, de largo L, a un cilindro de aluminio de
masa M, y seccion transversal A,.

El cilindro de aluminio puede deslizarse sin roce por
un orificio hermético en el fondo del recipiente.
Calcular la profundidad h a la que debe hallarse la
base del corcho para que el sistema de los dos
cilindros esté en equilibrio. La presion atmosférica,
(juega algin rol?

=V

|
i ]
Tz
it
R4,
Solucioén.
Al
¢ 1&
Ea mll
T [
¢ |
kg

walk)

E -F,—(m +m,)g=0
El = Alhpg’ Fz =pg(h+ L)Az
Ahpg - pg(h+L)A, —(m, +m,)g =0
Ahpg - Ahpg — A, Lpg = (m, +m, )g
(A=A hp=(m +m,)+ALp
h= (ml +m2)+A2Lp

(Al _Az)p

La diferencia de presion debido a la atmoésfera para un

caso como este, en que las diferencias de altura son
pequeiias no juega un rol perceptible.

Ejemplo 29. Un depdsito de peso P, flota en un
liquido y al mismo tiempo tiene una cantidad del
mismo liquido, de peso P, determinar el peso del
flotador P para que la relacion de las profundidades
X/Y seiguala n.

Sugerencia.

Hugo Medina Guzman

Para la solucion considere lo siguiente
El P tiene una seccion A, la parte sumergida es z.
La seccion del deposito es A,

Solucion.
El peso P tiene una seccion A y esta hundido una
altura z, de tal manera que:

P = pgAz

— F

1z

En el deposito: Peso P = empuje sobre P
La seccion del deposito es A;.

P, :pg(Aly_ AZ) = gAYy - P,

=P, +P=pgAYy (1)

Para el conjunto total:

Peso total = Empuje sobre P,

= P+PR +P, =pgAX (2

Dividiendo (2) / (1):

PIAX  P+P +P,

PeAY  P+P,

= 1 — w =>n=1+
y (P + Pz)

Finalmente:

p__h

(-1

Ejemplo 30. En una tentativa de identificar un
espécimen de roca, un gedlogo pesa una muestra en
aire y también cuando que esta sumergido en agua,
usando una balanza de brazos iguales improvisada...
(Obtiene en su medicion 120 gy 78 g. cuél es la
densidad de la muestra?

Solucion.

-P,

Enaire M= pV =120 y enagua
120-p,V =78 = p,V =42

De estas relaciones obtenemos:

P 120,46
Pa 42

La roca desconocida tiene una densidad 2,86 g/cm’
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Ejemplo 31. Un cuerpo de forma rectangular de 10
cm de espesor esta flotando en una laguna pequefia
con tres cuartos de su volumen sumergido

a) Siun camion cisterna derrama en la laguna aceite
de densidad 0,65 g/cm®, quedando la cara superior del
cuerpo justamente a nivel de la superficie del liquido.
(Cual es el espesor de la capa de aceite?

b) (Qué pasara si se para sobre el cuerpo un pajarito
de masa my luego se sale? Determinar la ecuacion
de movimiento considerando que el agua tiene una
constante de viscosidad bA (A es area del cuerpo
rectangular).

Solucion.
a) Antes que se derrame el aceite, el poste esta
flotando en el agua simétricamente. Sea su seccion

transversal A y su densidad P, si 7% de su volumen

estan sumergidos, sobresalen 2,5 cm y estan
sumergidos 7,5 cm. El peso es igual al empuje. La
densidad del aguaes po.
3
=—P

p,9A(10)= pgA(7.5) = p, J

Cuando el aceite de densidad p, se derrama éste

permanece sobre el agua y se extiende a una altura y
sobre el agua, al agua le corresponde una altura (10 —
y). Como se ha alcanzado el equilibrio:

}Eu
(10-y

P, 9A(10) = pgA(10 - y)+ p, gAY =

3
ZpgA(IO) = pgA(10-y)+ p, gAY =
3

ZpgA(IO) = pgA(10) - pgAy + p, gAY

= p(10)= (o= p.)y

Ly l0p 10(1)
" ao-p,) " 41-0,6)
=7,14 cm

b) Si se para sobre el cuerpo un pajarito de masa my
luego se sale, el cuerpo quedara en movimiento
armoénico simple vertical, como lo demostraremos a
continuacion.

Vamos a considerar antes de derramado el aceite.
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L

e

sz =ma, =

Fuerza recuperadora por empuje extra (debido a y) +
Fuerza de oposicion por viscosidad
= masa de palo moviéndose verticalmente.

= — pgAy—bAY = p, AlY
¢=0,1m, p,= densidad del palo

y 2y A yo,

Pl ™ Pyt
Vi2Byrary=0. 25= "

Pyt
a)(): ﬁ
Pyt

y:yoe_ﬂ[cos(a)t+(p),

_m _ _ 2 2
YO—pAaCD—zya)— ‘ﬂ wo‘-

Ejemplo 32. Un recipiente se llena parcialmente de
agua. Aceite de densidad 750 kg/m’ se vierte sobre el
agua, y flota sin mezclarse. Un bloque de la madera
de densidad 820 kg/m’ se coloca en el recipiente, y
flota en la interfase de los dos liquidos. (Qué
fraccion del volumen del bloque se sumerge en agua?
Solucion.

Sea el bloque de madera de seccion A y altura h, la
parte sumergida en agua es X y la parte en aceite es (h
- X).

El volumen en agua es V, = AX, y el volumen en
aceite es V,, = A(h - X)

El peso del bloque es equilibrado por los empujes
debidos al agua y al aceite.

Pn0AN = p,gAX+ p,gA(h - X)
= puh=px+ p,(h-x)

X

= Pn =paﬁ+po_poﬁ
X

= (pa—po)ﬁ=pm—po
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- (pm _po)
(P = po)
820 — 750
= — "~ =0,
1000 — 750

Ejemplo 33. Un gran bloque de hielo (densidad 917
kg/m®) flota en la agua de mar (densidad 1030
kg/m®). ;Si el area superficial del hielo es 20 m* y
tiene 0,20 m de espesor, cual es la masa del oso polar
mas pesado que puede estar parado en el hielo sin
hacerlo ir debajo de la superficie del agua?

Solucion.

m, = p,Ah. Mg = pg Ah
Mmgg +mg =m.g
= Mm=m, —Mg = (pa_pB)Ah
= (1030 -917)20)0,2) =452 kg

Ejemplo 34. Una varilla de largo L y densidad p,

flota en un liquido de densidad p, (po > P, ) Un
extremo de la varilla se amarra a un hilo a una
profundidad h (ver figura adjunta).

a) Encuentre el angulo « .

b) (Cual es el minimo valor de h para el cual la

varilla se mantiene en posicion vertical?
c) (Cual es la tension del hilo?

Solucion.

P

Seccion A

&
Liguido

a
a) La fuerza de empuje se aplica en el lugar E yla

fuerza de gravedad en el lugar E (medidos desde

0).
Sea A la seccion transversal de la varilla
El volumen de la barra es: AL

El peso de labarraes P = p, ALQ

Hugo Medina Guzman

El largo a de la parte de la varilla sumergida es

h

senar
La fuerza de empuje viene dada por:

a=

E = p,Aag = p,A
séno

La fuerza de gravedad es

El torque ejercido por ambas fuerzas respecto a O

debe ser nulo, o sea,

E(zcosaj = P(Iz_cosaj = Ea=PL

Sustituyendo las expresiones para E y P se deduce
que

Aa’g = p ALl’g = p,a° =p°
Po g=p g Po Pk

Reemplazando el valor de a.

hoY
po( j =pl
seno

Despejando se encuentra finalmente que

sena = &ﬂ
| o L

b) Si el lado derecho de la tltima ecuacion es mayor
o igual a uno, la varilla se mantendra en posicion
vertical. El minimo valor de h para que la varilla
esté en posicion vertical es

_ P
hmin - L T
Po
¢) La tension del hilo se obtiene exigiendo que la
fuerza total sea nula. De esta manera se obtiene que

Sena

- Algp,| [P0 1] =Mmg| P01,
P P
Donde M es la masa de la varilla.

Ejemplo 35. Una barra homogénea de peso P, area

de seccion transversal A y longitud L flota en agua
con uno de sus extremos anclados a una profundidad

H , tal como se muestra en la figura. Considerando
el espesor de la barra pequefio, determinar el angulo
6 de equilibrio.

Densidad del liquido = p .

Solucion.
Geometria del problema
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; |
12
742 ¥ A
5 £ HA l
s 4
tjl—'-|
xi—h
H H L
=—-/, X = , X, =—cosf
send 2tand 2
Determinacion del empuje:
H
E= ngSumergido = pgAy = pgA
send
Estatica, se tendra equilibrio cuando:
z 75 =0
Osea, PX, = EX,
Sustituyendo valores:
P(Lcosﬁj = pgA H ( H j
2 send\ 2tan @
_ PgAH" cos
2sen’d
De aqui
2
sen’f = PIAH
PL
= send=H pg;A
PL
Finalmente:

6 = arc sen wa’og;A
PL

Ejemplo 36. Considere tres cubos del mismo tamaiio,
adheridos tal como se muestra en la figura. La
densidad del material del cual estan hechos los dos
cubos Ay B es p, = 0,5 g/lem’, mientras que el cubo C
estd hecho de un material de densidad p, =2 g/em’.
Observe que la densidad media de los tres cubos es
igual a la del agua p=1 g/cm’) y, por lo tanto, al
sumergirlo en agua, la fuerza de empuje exactamente
cancela el peso. ;Cuadl serd la orientacion de
equilibrio estable que el objeto adquirirla cuando esta
“flotando” rodeado de agua?

Solucion.
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Las tnicas fuerzas que estan actuando sobre el objeto
son el peso P y el empuje
E. Ya sabemos que ambas fuerzas tienen la misma
magnitud y apuntan en direcciones opuestas y, por lo
tanto, la fuerza neta sobre el objeto es nula. Pero para
que se encuentre en equilibrio también el torque neto
debe ser nulo. Esto se logra solo si ambas fuerzas son
colineales (actuan a lo largo de la misma recta).
Encontremos los puntos en que actuan las dos
fuerzas.
La gravedad actia en el centro de masas.
El centro de masas de los cubos A y B se encuentra en
a 'y el centro de masas de C se encuentra en b. El
centro de masas del objeto completo se encontrara
sobre la recta que une a con b. Como el cubo C tiene
el doble de masa de los dos cubos A + B juntos, el
centro de masas del objeto completo se ubicard mas
cerca de b que de a. En la figura mas abajo hemos
designado el centro de masas del objeto completo con
el numero 1. Se tiene que
b1 = 22

3

La fuerza de empuje, por otra parte, acta en el centro
de masas que se obtiene al sustituir los tres cubos por
agua (en la figura lo hemos designado con el numero
2).

A B

a

.
9
N —

«—L—>
Nuevamente el centro de masas de los cubos A + B se
encuentra en a, mientras que el de C se encuentra en
b. El centro de masas de los centros de masas

nuevamente se encontrara sobre la recta ab . Pero
ahora los cubos A+B pesan el doble de lo que pesa C,
luego el centro de masas ahora estara mias cerca de a
que de b. De hecho, el centro de masas cuando los
tres cubos estan hechos de agua debe estar sobre el
plano de simetria indicado en la figura con una linea
punteada.

En resumen, la fuerza de gravedad actua en 1 y el
empuje actia en 2. Para que no haya torque sobre el

sistema la recta @b debe orientarse a lo largo de la
vertical.

Concluimos que el angulo £ de la figura del
enunciado debe coincidir con el de la segunda figura.
Se deduce inmediatamente que tan f= 1/2.
Convénzase de que el equilibrio es estable cuando el
punto 2 esta sobre el punto 1 e inestable cuando 1
esté sobre 2.

FUERZAS SOBRE LAS PAREDES O
COMPUERTAS
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Ya hemos estudiado la variacién de presion con la
profundidad de un fluido, el conjunto de fuerzas que
resultan de la accion del fluido sobre la cara de una
superficie de area finita puede reemplazarse por una
fuerza resultante. Luego, ahora nos ocuparemos de
encontrar la magnitud de esta fuerza resultante y la
determinacion de su linea de accion o punto de
aplicacion.

Las fuerzas horizontales causadas por la presion
sobre superficies que encierran al fluido, aumentan
linealmente con la profundidad, de modo que se
tienen fuerzas distribuidas no uniformes actuando
sobre ellas. La resultante de ese sistema de fuerzas
paralelas es en general una fuerza paralela aplicada en
un punto llamado centro de presion, respecto al cual
el torque de las fuerzas distribuidas es equivalente al
torque de la fuerza resultante.

o O
o
3
—=
=
=
—
-
—
—
—
— F
E— | Yy
—_—
R |
E——
—
]
-
—
¥ y

Para el caso de compuertas y situaciones similares, la
fuerza debido a la presion atmosférica actia por
ambos lados, y entonces la omitiremos del analisis
por no contribuir en forma neta a la fuerza horizontal
actuando sobre la superficie.

La figura siguiente ilustra una situacion tipica, donde
por el interior de una superficie hay un fluido y por el
exterior esta la atmosfera.

¥

Para calcular la fuerza sobre superficie A en la pared
vertical. Tomemos un elemento de drea A de ancho
L yaltura dy que se encuentra a una profundidad

Y . La fuerza sobre este elemento diferencial es:

dF = pdA = pgyLdy

La fuerza tota la encontramos integrando en toda la
superficie: F = IA pdA = ngA ydA
Como IA ydA =y, A

Donde Y es la posicion del centroide del 4rea de la
superficie sobre la que actua la fuerza.
A es el 4rea total de la superficie.

Finalmente: F = pgy; A
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Centro de presion. El centro de presion lo
encontramos de la siguiente manera

Torque de las fuerzas distribuidas = Torque de la
fuerza resultante

Y,F =] ydF = y pay; A= pgy’dA
2
J'Ay dA: |
YA Yo A

Donde | es el momento de inercia con respecto a un
eje.

=y, =

APLICACION: Superficie rectangular

¥

El caso mas simple es si la superficie es rectangular
como se indica en la figura que sigue donde se desea
evaluar la fuerza resultante de las fuerzas distribuidas

entre Y, e Y,.

@]
!
Lyp
Y
¥
F:IApdA:ng'AydA
F:ng.[yylzydy
B LLZ yz_l L( 2 2)
=9 ) yl—ng Y: =Y

También podriamos calcularlo de otra forma
El centroide est4 en

1
Vo =5 Y2+ 1)
Eldrea A = L(y2 - yl)

Y la fuerza es:

F= pgyGA=;ng(y§ -y?)

Para calcular el centro de presion:
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_jAysz_ |
- Yo A _yGA
I :J.Aysz: L.[yylzyzdy

- %L[W]if = % L(y3 - y;)

1
Yo =5(y2 +y,). A=L(y,-y,)

Yo

Reemplazando:

1

3 L(yj -y, )
Yo =

1
EL(yz + yl)(yZ - yl)

Ly Avryyieyi)
" 3(ny)

En particular si la superficie esta entre
Y, =0e Yy, =h resultard

2
yngh

APLICACION: Fuerza sobre una superficie de
forma rectangular inclinada
O

En una seccion anterior se calcul6 la fuerza resultante
y centro de la fuerza para un area vertical de seccion
rectangular. Para una seccion rectangular inclinada un
angulo dcon la vertical, el calculo es muy parecido,
pero ahora, el eje Oy esta inclinado luego resultaran

F= %ng(yz2 —y; )cos@

y su punto de aplicacion sera

2R vy +yi)
3(y, +,)

Note que la expresion para el centro de fuerza es la
misma.

Yo

Ejemplo 37. Considere una caja de dimensiones a, b
y h, llena de agua. Todos los lados de la caja estan
firmemente unidos entre si, excepto uno de los lados
laterales (de dimension b - h). Evalue la magnitud de
la fuerza exterior minima con que debe presionarse
ese lado contra el resto de la caja para que el agua no
escurra. Si la fuerza se aplica en un solo lugar,
encuentre la posicion en la que debe aplicarla.
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agua

]

Solucion.
Elijamos el eje Z alo largo de la vertical, con el
origen al fondo de la caja sobre la tapa movil. La

presion a una altura Z es Pp) = pg(h - Z).

Dividamos la tapa en franjas horizontales de largo b y
ancho (altura) dz. La fuerza que ejerce el fluido sobre
la franja que estd a la altura z es

dF = p(z)bdz .

Integrando la fuerza que el liquido ejerce sobre cada
una de las franjas se obtiene la fuerza total

h h 1
F =j0 P, bdz =pgbj0 (h—z)z = prghz.

Para encontrar a qué altura h b debemos aplicar esta

fuerza sobre la tapa, evaluemos el torque que ejerce el
fluido sobre la tapa respecto al origen.

El torque que el fluido ejerce sobre la franja que esta
alaalturazes

dz =zp,bdz.

Integrando el torque que el liquido ejerce sobre cada
una de las franjas se obtiene el torque total

h h 1
= J:) zp;, bdz = png.O z2(h—z)z = gpgbh3.

Para que la tapa esté en equilibrio el torque que ejerce
la fuerza total externa F debe ser igual en magnitud
con 7 , es decir,

Fh,

1 1 1

= pgbh® = — pgbh*h_ =— pgbh’
5 A > A PTG A

De esta ecuacion se deduce finalmente que hp = g

Ejemplo 38. La figura nos representa el dique de un
embalse en el que el agua alcanza una profundidad h
=60 m en la pared vertical, y tiene una longitud L =
250 m. Calcular:

a) La fuerza resultante que actia sobre el dique.

b) El torque o momento de la fuerza que tiende a
hacer girar el dique alrededor de OO'.

c) Posicion de la linea de accion de la resultante.

Solucion.
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L%-—. "t — o

L
El valor de la fuerza sobre un elemento de area dA

sera:

dF = pdA

Con p=p,gh y dA=Ldy
= dF = p,gLydy

Y la fuerza resultante es, por tanto:

H H 1
F=[ dF =p,oLf] ydy = ~p.gLH’

Expresion que podiamos haber obtenido aplicando
directamente:

F = pgh. A, sustituyendo valores:
F= %(1 000)(9,8)(250)(60)° =4.42x 10°N

b) El torque o momento de la fuerza dF respecto del
eje O O'es:
dr =(H - y)dF = p,gLy(H - y)dy

y el torque resultante es:

= dr=p,gL] y(H -y)dy

Sustituyendo valores:

r= %(1 000)(9,8)(250)60)° =8,82x 10°°N

1
—pgLH’
6Pa9

¢) Llamando h a la distancia por encima de O a la
fuerza F para producir el torque 7 calculado en (b),
obtenemos:

7=hF = épagLH3 :h(%pagLsz

H
= h=—
3
Sustituyendo valores:
60
h=—=20m
3

Ejemplo 39. Determine la fuerza resultante y su
punto de aplicacion debida a la accién del agua sobre
la superficie plana rectangular de altura AB=2my
de ancho 1 m (hacia adentro del papel), donde el
punto A esta a profundidad de 1,2m.
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I ¥
1,2m
11

Solucién.
Calculo de la fuerza resultante

F :J'A pdA:ng'AydA

2 Y2
v

Y1

—;ng(yf -y?)

) %1000(9,8)(1)(3922 -12°)

=43120N
Calculo del centro de presion:

B IA ysz B |
- YA - Y A
I :IAysz: Ljyyz y2dy

—%L[W]if =%L(y§ -y;)

Yo

1
Yo =5(y2 +y,). A=L(y,-y,)

Reemplazando:

1

3 L(y; -y )
Yp =

1
5 L(y, +y, (Y, - V1)

2y vy )
3(y, +v,)

En particular si la superficie esta entre
Yy, =L2 e Yy, =3,2 resultara:
- 2(3,2% +32x12+127)
P 3(3.2+1,2)
=2,35m.

Ejemplo 40. El agua se eleva hasta la altura ¢ en el
tubo soldado al tanque mostrado en la figura.
Despreciando el peso del tubo:

a) Determinar y localizar la fuerza resultante que
actiia sobre el area Lb.

b) Determinar la fuerza total en la base del tanque.
¢) Comparar el peso total del agua con el resultado
obtenido en (b) y explicar la diferencia.
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a) El peso del agua en cada recipiente.

b) La fuerza sobre el fondo de cada uno.

¢) La fuerza sobre las caras BC, EF y HK.

d) La fuerza sobre la cara vertical LMNO del cuarto

recipiente.
g o P o W
L i T
|
f £
)/ | I— l : g0° g0
b o 4 ¢ B D & E H £ 1 L 2 M
l - Solucion.
b, a)
Solucioén. _ 93
) La f bre el area A = Lb Vi=t =
a a Tuerza soore €1 arca = . 3
1 P =0p,0

F, = pghg, A= pg(c+gij

I y’dA LJ.(Hb)yzdy |
Yo = =—= P, =/ 1+Ec0tan60° 0.9

Yor A (c +bij
2

1 3 3
3[(C+b) - ] - 2[(c+b)3—c3]

V, =01+ ;cotan60° =

V, =/ l—icotan600 =

_ 1
- P, =’| 1-—cotan60° |p,g
(C b jb 3(2c+b)p 2
V, = £*(1+cotan60°) =
b) La fuerza total en la base A, = La del tanque. P, =/ (1 P 0tan60°) 0.9
F, = pgh,A,= p9 (C + b)La Sustituyendo valores:
= pg(Lac + Lab) P,=10N P,=12,89N

P;=7,11N P,=15,77N
b) La fuerza sobre el fondo de cada uno.

F = pge(r?)=10N
c) La fuerza sobre las caras BC, EF y HK.

Fec :;€3pag =5N

c) El peso total del agua

P = pg(Lab - Sc)

Resultado diferente al obtenido en (b)
Explicacion: porque el peso es:

Fere = Fox =5.8N
d) La fuerza sobre la cara vertical LMNO del cuarto

recipiente.
F=p.0h A
TTTTTTT};TTTTTTT il R
0 e o,
25 S+ 2 (?)
llllllllllzlllllllllll 3(243) 2
h, = . = 0,440,
P=F,-F, o
—=+/
Donde: F, = pg(Lac + Lab) y J3
F, = pgh,A, = pgc(La—Sc 0?
3 m 3A3 pg( ) A_7+€2:1,58/€2
Luego: P = pg(Lac + Lab)— pg(La—Sc) 3
~ pg(Lab - Sc) F =1000x9,8(0,44¢)(1,58¢> )= 7N
Ejemplo 41. Supongamos los recipientes de la forma TRASLACION DE FLUIDOS.
indicada en la figura. El primer recipiente es cubico, Un fluido puede estar sujeto a traslacion o rotacion
de 10 cm de arista; los otros tres recipientes tienen la con aceleracion constante si movimiento relativo
misma base e igual altura y estan llenos de agua. entre particulas. Esta condicion de equilibrio relativo
Calcular: hace que el fluido este libre de esfuerzos cortantes y
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se aplican las leyes de la estatica de fluidos teniendo
en cuenta los efectos de la aceleracion.

Traslacion horizontal.
Si el recipiente que contiene un liquido de densidad
P se traslada horizontalmente con aceleracion

constante &, , la superficie inicialmente horizontal se

inclina con una pendiente que calcularemos a
continuacion.

En la figura consideremos un prisma de liquido a lo
largo de una linea horizontal. La presion no varia
igual que en un liquido en reposo, por lo tanto el

efecto de la aceleracion @, sera en la direccion X.
Para el cuerpo libre se tiene:
D> F =ma,
plA— p2A= pLAaX, como P, = pgh1 y
p, = poh,
Podemos escribir:

ogh, A— pgh, A= plLAa,

Simplificando
h, —h a
g(hl _hz): Lax = M:_X
L g
. (hl _ hz) . T
Siendo T la pendiente de la superficie libre,
se tendra finalmente:
a
tand = —
g

Como &, es constante, la superficie libre es un plano

inclinado.

Traslacion vertical.
Si el recipiente que contiene un liquido de densidad

P se mueve con aceleracion vertical @, , la

superficie libre permanece horizontal. La presion es
constante en planos horizontales, pero es diferente a
cuando esta en reposo, valor que calcularemos a
continuacion.
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I
2,4

Para el prisma de liquido en la figura tenemos:

sz =ma,

pzA_ plA_pyAg = pyAaX

a
Simplificando: P, — P, = pgy[l +_yj
g

Si el punto 1 estuviera en la superficie del liquido, la
presion en un punto cualquiera bajo la superficie a un

a profundidad h serfa:
a
P=Pa +pgy[1+—yj
g

Rotacién uniforme alrededor de eje vertical.

Si un recipiente abierto parcialmente lleno con un
liquido rota alrededor de un eje vertical con velocidad
angular constante, no hay movimiento relativo entre
las particulas, la superficie que inicialmente era
horizontal toma una forma paraboélica como lo
demostraremos a continuacion.

En la figura, consideremos una particula de masa M
en el punto A, aplicando la segunda ley de Newton se
tiene:

Eneleje X: ZFX =ma

= Psend = mw’x
Eneleje Y: ZFY =0
= Pcosd—-mg=0 o Pcosd=mg (2)
Dividiendo (1) entre (2):

X

g

(M

tan @ =
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dy

Como la pendiente de la curvaen A es tan @ = d_ s
X

tenemos.
dy ’x ’
Y _ = dy =—xdx
dx g

X2
Integrando: Y = +C

29
Para evaluar la constante, tenemos que para X = ()
— Yy =0, por lo tanto C = 0.

Finalmente:

°X*

y= , ecuacion de la parabola.
La presién manométrica a una profundidad h del
vértice de la parabola sera:
e
29

Ejemplo 42. Sobre un automovil de carreras se
instala un tubo en U lleno de agua. El conductor
acelera uniformemente desde el arranque, al cabo de
5 segundos el agua contenida en el tubo tiene la
posicion sefalada en la figura. ;Cuales son la
aceleracion y la velocidad del automovil en ese
instante? (No tome en cuenta los efectos viscosos
transitorios del agua del tubo).

png(h+y)=pg(h+

Solucion.

Observamos en el esquema que la gravedad efectiva
es normal a la linea trazada por los extremos de la
columna de agua. Sus extremos estan a la presion
atmosférica y quedan en una linea de presion
constante. Podemos calcular facilmente la magnitud
de a:

a=gtand = gtan20°=9,81x 0,364
=3,57 m/s’

La magnitud de la velocidad del automovil se

determina de la siguiente ecuacion:

a9 3,57
dt S

Integramos y parat=35s:

V=357t =(3,57)5) = 17,85= = 64%m
S

Ejemplo 43. Un tanque abierto, lleno de agua, rueda
sobre un plano inclinado, que forma un angulo &

con la horizontal. Si el tanque tiene una masa M y
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la fuerza producida por la resistencia del aire y la

friccion en ruedas es F; , ;qué angulo formaria la

superficie del agua con el fondo del tanque?

a )
|

Me sency /I
Lo

Solucion.
Primeramente hallemos la aceleracion @, del tanque

que desciende por el plano.
> F =Ma, =
Mgsena — F, = Ma,
F

-, . f
La aceleracion serd: @, = gsena ——-

La aceleracion perpendicular al fondo del tanque es
a, =gcosa

El dngulo @ que forma la superficie del agua con el
fondo del tanque (direccion X) se encuentra de la
siguiente manera:

a,=a, tand =

g = & gsena — F, /M

a, gcosa

Ejemplo 44. Un tanque sufre una caida libre.
Encuentre la diferencia de presion entre dos puntos
separados por una distancia vertical h .

Solucién.
La diferencia de presiones entre dos puntos de un
fluido que se mueve verticalmente con aceleracion a

a
es(pz—p1)=pgh[l+5j

Luego (p2 - P ) = 0, consecuentemente

P, =0

Ejemplo 45. Se tiene un tubo en U de area A 'y con
un fluido de densidad © , como se muestra en la
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figura. Determinar la diferencia de altura H que se
producir entre las alturas que alcanza el liquido en
cada una de las ramas cuando,

a) Se le imprime una aceleracion lineal horizontal.
b) Rote con una velocidad angular constante a
alrededor de un eje vertical que coincide con una de
sus ramas.

Seccidn A—-,

=~

Solucién.

a) Solamente la masa de liquido que esta en la parte
horizontal podra desplazarse bajo la accion de la
aceleracion, pues, la masa de liquido que esta en las
ramas verticales tiene su movimiento restringido, por
ser perpendiculares.

F+

Como todos los elementos diferenciales de masa en la
parte horizontal tienen la misma aceleracion, la fuerza
total serd:

F =ma = pVa=pAlLa

Esta fuerza, al alcanzarse el equilibrio, debe ser igual
al peso de la columna de liquido de altura H, que es:

P = pA= pgHA
Luego, igualando F =P = pAla = pgHA

De donde H = a L
g

b) En este caso se tiene la accion de la aceleracion
. 2 .
centripeta &, = @"I', al ser horizontal, como en el

caso anterior, solo actian sobre la masa de liquido
que esta en la parte horizontal del tubo, pero, como
es variable, funcion del radio I', la fuerza sobre cada
elemento diferencial de masa sera:

dF = (dm)a = (pAdr)w’r

@

|
| G

Integrando, tendremos la fuerza total F :
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2

L L
F :IdF = a)ZApIO rdr = a)zAp7

Nuevamente, en equilibrio, la igualaremos:

al peso de la columna de liquido de altura H ,
2

F=P = a)zApL?:ngA
o’’’
29

Finalmente: H

TENSION SUPERFICIAL - CAPILARIDAD

TENSION SUPERFICIAL

Entre dos moléculas de un fluido actian fuerzas.
Estas fuerzas, llamadas fuerzas de van der Waals o
fuerzas cohesivas son de origen eléctrico. Una de las
caracteristicas de estas fuerzas es que su alcance es
muy pequefio (rapidamente se desvanecen cuando la
distancia entre las moléculas es dos o tres veces su
tamarfio); otra caracteristica es que mientras las
moléculas no se traslapan, la fuerza es atractiva.

El efecto neto de las fuerzas de cohesion sobre una
molécula que esta en el interior del liquido es nulo,
pero no asi para una molécula que se encuentra en la
superficie.

., Tensidn
* superficial

Para poner una molécula en la superficie hay que
realizar un trabajo. O sea, la existencia de una
superficie en un fluido introduce una energia
potencial. Esta energia es proporcional a la superficie
y se tiene que

dW =y dA

Aqui ¥ esuna constante que depende del fluido y se

llama tension superficial y dA es un elemento
(infinitesimal) de superficie. En realidad la tension
superficial depende de las dos sustancias que estan en
contacto.

Medicion de la tension superficial.

Para medir la tension superficial se puede usar el
dispositivo mostrado en la figura. Un alambre
movible, inicialmente sumergido, se tira lentamente,
extrayéndolo del liquido (con una pelicula del liquido
adosada).
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P
T' ]
P
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Wista superior

¥
o E'”“-a =
Liquida = ¥ A lamhre
WVista lateral
(atmpliada)

La energia para desplazar la longitud d es Fd y el area
de la pelicula se incrementa en 2dL, considerando que
existen dos superficies.

La relacion entre la energia necesaria para realizar el
desplazamiento y el area incrementada es la tension
superficial

Energia

~ Area formada
En el caso del dispositivo empleado:

_Fd _F
YTl T oL

F es la fuerza paralela a la superficie de la pelicula
necesaria para mantener la pelicula extendida. Esta
fuerza por unidad de longitud es la tension superficial
V.

Asi la tension superficial ¥ no sélo es igual a la
fuerza por unidad de longitud; sino también es igual
al trabajo hecho por unidad de incremento del area
superficial. De ahi que y pueda especificarse en N/m
o en J/m’.

Ejemplo 46. Deseamos encontrar la diferencia de
presion entre el interior y exterior de una pompa de
jabon de radio R=1 cm.

Solucion.

Si, soplando con una pajita, aumentamos el radio de
la pompa de R a R + dR, entonces la superficie
aumenta en

dA = 2J47(R + dRY — 47R* | - 167RdR

El factor 2 nuevamente se debe a que hay que
considerar tanto la superficie interior como exterior
de la pompa.

El cambio de energia debido al aumento de la
superficie es por lo tanto

dW =y dA=16y7RdR
Por otra parte, podemos evaluar el trabajo
directamente, multiplicando el desplazamiento

dR por la fuerza Ap(47zR2 ), es decir,
dW = Ap.47R*dR.

Igualando las dos ultimas expresiones se encuentra la
diferencia de presion
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4
Ap = b/l

R
Con y =0,025 N/my R=0,01 m se obtiene
Ap =10 N/m’.

Si se deja de soplar por la pajita, la pompa se
desinfla.

Observe que la presion al interior de una pompa de
jabon es mayor tanto mas pequefio es su radio. De
esta observacion se deduce que al juntarse una pompa
de jabon grande con una pequeila, la pequeiia inflara
a la mas grande. De esta manera la pompa grande
aumentara su tamafio mientras que la pequeiia
disminuira: en otras palabras, la mas grande
absorbera a la més pequefa.

Otra manera.

La pompa es una pelicula delgada sostenida por la
tension superficial de dos superficies (la superficie
externa y la superficie interna).

y24

Ap=p-p,
Fuerza debida a la presion dentro de la pompa.
F, =(p— p,)mR* = ApAR’

Fuerza debida a la tension superficial de las dos caras
de la pompa

F =72(27R)=y4mR

Como estan en equilibrio:

F,=F,
Ap7R® = y4nR
4y
= Ap=—"-
P R

La gota y la burbuja.

En el caso de la gota y la burbuja solamente hay una
superficie que las encierra por lo tanto:

F, =727R
La diferencia de presion es:
2y
Ap =—
P R

Ejemplo 47. Un alambre con forma circular, 0,08 m
de diametro, con un alambre que puede deslizar en €1,
esta en un plano horizontal. Se forma una pelicula
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liquida, limitada por los alambres, en el lado
izquierdo, como se muestra en la figura. La tension
superficial del liquido es 25 mN/m. una fuerza
aplicada F, perpendicular al alambre deslizante
mantiene a la pelicula en equilibrio.

L—D,DE m—-l

a) Cuando el alambre deslizante se encuentra a 0,06
m del punto P, la fuerza aplicada F, es:

b) Cuando la fuerza F es 1,5 mN, la distancia del
alambre deslizante al centro del circulo es:

¢) Cual es el valor maximo de la fuerza F:

Solucién.

a)

ond
0,08 m
L =24/0,04> — 0,02 =0,069 m

F=7(2L)=25——1(2%0,069 m)= 3,46 mN
( )
m

b)

F'=y(2L) = L=t
2y
, 1,5
= =0,03 m
2x25
Luego
d =./0,04> —0,03* =0,026 m
c)
I:max = 7(2 Lmax) = 25(2 x 0908)
=4,0 mN

Ejemplo 48. Cual es el trabajo requerido para formar
una pompa de jabon de radio R, usando una solucion
jabonosa de tension superficial J .

Solucién.
Energia AW
Como y = =
Areaformada AA
= AW =y AA

Hugo Medina Guzman

Siendo AA = 2(472R2 ) =87R*
Obtenemos:

AW = y87R*

INSECTOS QUE CAMINAN SOBRE EL AGUA.

£ - 3
Debido a la tension superficial, los insectos pueden

caminar sobre el agua y cuerpos mas densos que ésta,
como una aguja de acero, pueden flotar realmente
sobre la superficie. La figura muestra como puede
soportar el peso P de un objeto la tension superficial.
En realidad, P es el “peso efectivo” del objeto (su
peso verdadero menos la fuerza de empuje) puesto
que el objeto se sumerge ligeramente en el fluido.

i i
I i
1

Y

Si el objeto tiene forma esférica, que es
aproximadamente la forma que tienen las patas de los
insectos, la tension superficial actiia en todos los
puntos a lo largo de un circulo de radio I'. Soélo la

componente vertical, ¥ C0s @, actia para equilibrar
P. En consecuencia la fuerza neta ascendente debida
a la tension superficial es 221y cos @ .

F F

N\ &
...

Tension superficial actuando sobre la pata de un
insecto.

ADHESION Y COHESION.

En las superficies de un liquido algunas de sus
moléculas dejan el liquido por evaporacion, pero no
todas. Existe una fuerza de atraccion entre las
moléculas de un liquido, por ejemplo una gota de
mercurio tiene la tendencia a asumir la forma
esférica, esto es, una superficie de area minima,
consistente con la fuerza atractiva entre moléculas,
esta propiedad es conocida como cohesién.

La atraccion que existe entre las moléculas de dos
sustancias diferentes, como la atraccion que hay entre
el liquido y las paredes del recipiente que lo contiene,
es la propiedad conocida como adhesién.
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Consideremos una pequefia cantidad de liquido en
contacto con una superficie solida plana y ambos en
contacto con un gas.

Si la fuerza de adhesion (entre el liquido y el s6lido)
es mucho mayor que la fuerza de cohesion (entre las
moléculas del liquido), entonces el liquido tendera a
esparcirse sobre el solido. En este caso se dice que el
liquido moja al soélido,

-

| 2NN |
Si la fuerza de cohesion es mayor entonces el liquido

tendera a concentrarse, adquiriendo una forma
compacta tipo gota

Como resultado de esta competencia entre las
distintas fuerzas de adhesion y cohesion, se forma un
angulo de contacto & bien caracteristico entre el
liquido y el sélido.

Experimentalmente se determina que este angulo de
contacto para las substancias, en el caso & < 90° el
fluido es humectante, o sea moja al solido y cuando
6 > 90° el fluido es no humectante.

CAPILARIDAD

En tubos que tienen diametros muy pequefios se
observa que los liquidos se elevan o se hunden en
relacion con el nivel del liquido de los alrededores.
Este fendmeno se conoce por capilaridad y dichos
tubos delgados se llaman capilares. El que un liquido
suba o baje depende de los esfuerzos relativos de las
fuerzas adhesivas y cohesivas. Asi, el agua sube en
un tubo de vidrio en tanto que mercurio baja.

Tubo de vidrio
en agua

Tubo de vidiio
en mercurio

La cantidad real que sube (o que baja) depende de la
tension superficial (puesto que es ésta la que
mantiene unida a la superficie del liquido), asi como
del angulo de contacto @,y el radio I' del tubo. Para
calcular h, la altura que nos referiremos a la figura
siguiente.

([

et
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La tension superficial 7 actla en un dngulo €
alrededor de un circulo de radio I' . La magnitud de la
fuerza vertical F debida a la tension superficial es
F= (7/ cos (9)(2721’ ) Esta fuerza est4 equilibrada
por el peso del liquido de abajo que es
aproximadamente un cilindro de altura h y volumen

V = zar*h. En consecuencia,
2ary cos@ =mg

Como Mg = pVg = par’hg, donde p esla
densidad del liquido, tenemos:

2arycos@ = par’hg

Resolviendo para h encontramos

h 2y cosf
P9r

Para mayor parte de los liquidos como el agua en un
vaso, @, es casi cero y

h:2—7
ogr

Esta ecuacion también se cumple cuando desciende el
liquido, como en el caso del mercurio en un tubo de
vidrio. En esta situacion, el angulo de contacto mayor
que 90° y coS @ sera negativo; esto hace N negativa
lo que corresponde a un descenso de nivel.

Note que mientras mas delgado sea el tubo mayor
sera el ascenso (o descenso) del liquido.

Ejemplo 49. Un cuadrado cuyas aristas miden 6 cm
hecho de una placa delgada de metal se suspende
verticalmente de una balanza tal que el borde inferior
de la hoja se moja en agua de tal forma que es
paralela a la superficie. Si la hoja esta limpia, el
angulo de contacto es 0°, y la hoja parece pesar 0,047
N. Si la hoja esta grasosa, el angulo de contacto es
180° y el peso parece ser 0,030 N. ;Cual es la tension
superficial del agua?

Solucion.

Cuando la hoja esta limpia

TVp¥T

La fuerza de tension superficial en cada cara de la
placa es:

T=/

No tomaremos en cuenta las partes del espesor, por
ser placa delgada.
Como hay equilibrio vertical

F,=P+2T, (1)

Cuando la hoja esta grasosa
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Cuando el cuerpo cilindrico de vidrio cerrado se
sumerge en agua aparecen las fuerzas de empuje y la
de tension superficial

La tension superficial actaa a lo largo del contacto del
liquido con el cilindro. La fuerza hacia abajo debida a
ella es:

F =2Ry

El empuje vale: E =V, p,g = 7R’ gpag

F,=P-2T 2
Restando (2) de (1):

T F-F — L= F-F
4
= y= Fl — Fz
4L

Reemplazando valores:

~0,047-0,030 0,017 Para volver al equilibrio (balanza horizontal) se

- 4(0 06) - 0.24 colocan las pesas en el platillo izquierdo de la balanza

— 0071 I\; ' ? (peso Mg), esto anula la accién del empuje E y a la

fuerza de la tension superficial F.

Ejemplo 50. Del platillo de una balanza se cuelga un
cuerpo cilindrico de vidrio cerrado por su base
inferior, de 1 cm de radio y 4 cm de altura, y se pone
tara en el otro platillo hasta conseguir el equilibrio. Se
sumerge el cuerpo en agua destilada a 4° C hasta la
mitad de su altura exactamente. Para restablecer el
equilibrio hace falta poner en el platillo del cuerpo
pesas por valor de 5,8 g. Calcular el coeficiente de
tension superficial del agua. El angulo de contacto se
supone de cero grados, es decir, que el menisco es
tangente a la superficie lateral del cilindro. Por lo tanto

E=F+Mg = ﬂRzgpag=27zR]/+|\/|g

_ 7R’hg - 2Mg

4R

_ (102 (4x107)10°f9.8)—2(5,8 10~ )9,8)
47(1072)

=75,36 x 10> N/m

Solucion.

. ) Ejemplo 51. Tenemos unas ampollitas de vidrio de
La tara T equilibra al sistema

paredes muy estrechas en la forma indicada en la
figura. La ampollita va lastrada en su parte inferior
con mercurio para que se mantenga en la posicion de
la figura (a) al dejarla sobre el nivel de un recipiente
con agua. Sumergimos el sistema hasta la posicion de
la figura (b). Deberia recobrar la posicion a, pero se
queda en la b. {Por qué? El dngulo de contacto se
supone de cero grados

26
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(]

—

{a)

Solucion.

Llamamos r y R los radios de la parte cilindrica y de
la esferita, respectivamente: R > r.

En la posicion (a) el valor de la tension superficial es:

F=2xry

Y al estar en equilibrio, el empuje ha de ser igual al
peso mas la fuerza correspondiente a la tension
superficial:

E=P+2xry
Al sumergir la ampollita la fuerza debida a la tension
superficial es: F'=27Ry
Y se habra de verificar:
E'=P+27zRy.
Y como el peso es el mismo, nos queda:
E-2zry=E-27Ry =
Vpog -2zry =V'pg —27Ry
V'V 27y
R-r pg
Condicion que se debe cumplir para que exista el
segundo equilibrio.

Ejemplo 52. Los cilindros huecos y cerrados de la
figura son de vidrio y estan unidos por la varilla
0QO’; el inferior se ha lastrado con el mercurio
necesario para que el sistema flote en un liquido, con
el cilindro inferior sumergido. Sumergimos el sistema
hasta que quede también flotando en la forma de la
figura (b), sin recobrar la primitiva posicion (a).
Demostrar que se debe cumplir:

rh=2y/p9,

¥ es la tension superficial y

P es la densidad del liquido respectivamente.

Se supone la varilla OO’ infinitamente delgada, que
el liquido moja al vidrio y que el 4ngulo de contacto

es nulo.
Solucién.

En el primer equilibrio: Mg =V (g .
V = volumen del cilindro inferior.
En el segundo equilibrio:

Mg +27ry =Vpg + zr*hpg

Luego teniendo en cuenta la primera, nos queda:
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2r

2zry =nr’hpg = rh=

Ejemplo 53. Ocho gotas de mercurio de radio r se
unen para formar una sola. ;Qué relacion existe entre
las energias superficiales antes y después de la union?
Solucion.

El volumen de la gota formada, que tendra por radio
R, sera ocho veces mayor que el volumen de una de
las gotas pequeiias:

i7zR3 =8fzr3 = R*=8r' = E:2
3 3 r

La energia superficial de las ocho gotas sera ocho
veces la energia de una sola:
W =S8ydrzr® =32yxr?
Y de la gota resultante: W'= y47R* = 4y7R*>
2

Dividiendo: ﬂ = 8r— = 8l

W' R? 4
La disminucion que experimenta la superficie del
mercurio (o de otro liquido cualquiera) al juntarse las
gotas pequefias para formar una grande, libera una
determinada energia que se emplea en calentar la
gota. Por el contrario cuando una gota grande se
divide en otras mas pequefias, se produce un aumento
de energia en la pelicula superficial y, como
consecuencia un determinado enfriamiento de las
gotas.

=2

Ejemplo 54. El aceite de olivo tiene una tension
superficial respecto del aire de 32 mN/m. Una gota
esférica tiene un diametro de 4 mm. Calcular:

a) La presion a que esta sometida.

b) La fuerza total a la que estd sometida, debida a la
tension superficial que actia sobre su superficie.

¢) La energia potencial de superficie.

Solucion.
Lol 2(32x10°)
a =
r 2x107
=32Pa
b) F = pA= pdaR? - 32x47(2x107f
= 1,608 mN
OW = A= y4mR> = (32x107 Pr(2x107 |
= 1,608 14

Ejemplo 55. Calcular la energia superficial de una
pompa de agua jabonosa de 1 cm de radio y la
presion debida a su curvatura. Consideramos el
espesor de la pelicula liquida como despreciable.
Tension superficial = 35 x 10” N/cm.

Solucion.
W =278 = 2R = 2asx10 irfio
=87,96 1)
2y _4B5x10° )47z(10‘2 )2
p=2-"= A
r 10
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=14 Pa

Ejemplo 56. En un dispositivo como el de la figura
se han conseguido dos pompas de agua jabonosa en
los extremos D y E de los tubos. La llave A
incomunica el aire interior de las dos pompas. Abierta
tal llave, la pequefia se achica y la grande aumenta de
volumen. ;Por qué?

Solucién.
Las presiones del gas interior de las pompas pequefia
y grande, respectivamente, exceden a la atmosférica

2y 2y
— Pp=L_.

r R
Al ser r <R, se ha de verificar que p; > p,, y el aire
pasa de la pompa pequefia a la grande

en: P, =2

Ejemplo 57. Sabiendo que la tension superficial del
agua es 75 x 10™ N/m. Calcular la altura a que
asciende el agua en un tubo de 1 mm de diametro y
en unas laminas cuadradas paralelas cuya distancia es
0,05 mm. Se supone el angulo de contacto igual a
cero.

Solucion.

Como el liquido no moja: @ =0 = cosf =1,
luego:

2 2(15x107)
g (5x107)10°)9.8)

=0,031 m

La altura alcanzada entre dos laminas paralelas es:
2y cosf 2(75><10*3)
h, = - Y103
dog  (5x107)10°)9.8)
=0,31m

Ejemplo 58. El tubo de un barémetro de mercurio
(tensién superficial, 547 x 10 N/m; angulo de
contacto, 125°) tiene 3 mm de diametro. ;Qué error
introduce en las medidas la tension superficial?
Solucion.

2ycosf  2(547x107 )eos125°
h= _
g (1,5x107(13600)9.8)

=-0,003 m
El signo menos nos indica que la medida es inferior a
la correcta.

Ejemplo 59. Sabiendo que la tension superficial del
mercurio es 547 dina/cm y que el angulo de contacto
con un tubo de 1 mm de didmetro y con unas laminas
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paralelas separadas 0,05 mm es de 125°, calcular la
altura que desciende el mercurio al introducir tubo y
laminas en una cubeta con dicho liquido.

I

-

T

n I

e i
Solucion.

Hacemos este problema y los dos siguientes en el
sistema cgs.
a) En el tubo

he 2ycos@

rpg
~ 2(547)cos125°

~(0,05)13,6)(980)
b) En las laminas

he 2y cosd

dpg

_ 2As47)cos1se
(0,005)(13,6)(980)

-1 cm

El signo menos indica el descenso.

Ejemplo 60. En un tubo en U cuyas ramas son de 0,6
mm y 0,6 cm de didmetro se introduce un liquido de
densidad 1,8 g/cm’ y de 32 dina/cm de tension
superficial. ;Cual sera la diferencia de nivel del
liquido en las dos ramas del tubo, si éste se encuentra
en posicion vertical y el angulo de contacto es 32°?

=
1

Solucion.

2ycosf|1 1
g |h n

2(32)cos32°[ 1 1
= ——— | =1lcm
0,03 0,3

(1,8)(980)
Ejemplo 61. En un experimento para calcular el
angulo de contacto entre un liquido y el vidrio se han
obtenido los siguientes datos: densidad del liquido,
0,8 g/cm3 ; radio del capilar, 0,5 mm; elevacion en el

Ah =
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tubo capilar, 1,2 cm; tension superficial del liquido 28
dina/cm. Calcular dicho angulo.

Solucion.

2y cos@
h=2"27

rpg
. eosg 2 "PAN _ (0,05)0.,8)9.8)(1,2)
2y 2(28)
=0,84

= 0=32°51'36"

Ejemplo 62. Demostrar que la linea de contacto de
un liquido con dos laminas de vidrio verticales que
forman entre si un angulo diedro muy pequefio es una
hipérbola equilatera.

:l‘
A 7

Solucioén.

Tomaremos los ejes sobre una de las laminas:

y= 2y cos® d= 2Xseng
dog 2
Luego
_ ycos®
Xpogsen —
& 2
ycos@
Xy = ——— =constante (. q. d.)
en—
gps )

Ley de Tate de la formacion de gotas mediante un
cuentagotas.

Consideremos un gotero con agujero de salida de
radio R,

El liquido ira saliendo formando la gota, la que se
mantendra unida al cuentagotas mientras la tension
superficial la mantenga. Cuando el peso de la gota
iguale a la tension superficial, esta caerd como gota
suelta.
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R

Sea ¥ la tension superficial del liquido,
consideremos el angulo de contacto cero.

YR =0

P-27Ry=0 = P=Mg=2mR

Ejemplo 63. El estalagmometro, aparato destinado a
la medida de tensiones superficiales, es una pipeta de
la que se vierte gota a gota, en una primera
experiencia, el liquido problema, contandose el
nimero de gotas n correspondientes a un determinado
volumen: se repite el recuento para el mismo
volumen de agua, obteniéndose n’ gotas. Determina

la tension superficial del liquido (}/ ) conocida la del

agua (}/') y las densidades (p y ,0') de ambos
liquidos.
Solucion.

Las masas de una gota de liquido y de agua son:
1

Vv \Y
M = _p M'= _p
n n'
Por division, y teniendo en cuenta la ley de Tate (ley
del cuentagotas):
M  pn vy
M' p'n ¥y

'
p'n

Ejemplo 64. En el platillo izquierdo de una balanza
se coloca una tara; en el derecho un vasito y pesas de
masa M, hasta equilibrarla. Se quitan las pesas y se
vierte en el vaso con un cuentagotas, n gotas de un
liquido; se vuelve a equilibrar la balanza (la misma
tara) con pesas de masa M,. Se quitan éstas y se
vierten en el vasito, sobre el liquido, n gotas de agua.
Se consigue de nuevo el equilibrio con pesas de masa
Mjs. Conocida la constante de tension superficial del

agua ' determinar la del liquido (}/ )

Solucion.
Masa de n gotas de liquido:
nM=M,-M,
Masa de n gotas de agua:
nM'=M, — M,
Por division obtenemos:

M M, -M,

M'™ M, -M,
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Aplicando la formula de Tate al liquido y al agua, nos
da:

P=Mg=2xry My
P'=M'g =27ry' W_?
Igualando:
Y _ M, -M,
7' M, =M,
S

Mz_M3

DINAMICA DE FLUIDOS - MOVIMIENTO DE
UN FLUIDO

El flujo describe el cambio en la posicion de las
particulas del fluido en el tiempo.

La descripcion opleta del movimiento de un fluido es
compleja por lo tanto, en el tratamiento que
utilizaremos sera necesario suponer algunas
simplificaciones.

En particular, no analizaremos el comportamiento de
cada una de las particulas con los conceptos de la
mecanica, sino mas bien describiremos las
caracteristicas del movimiento en cada punto del
espacio conforme transcurre el tiempo.

LINEA DE FLUJO. Es una linea imaginaria
continua que denota en cada uno de sus puntos la
direccion del vector velocidad del fluido. Las lineas
de flujo de un sistema estable nunca se cruzan una a
otra (pues una particula podria seguir dos
direcciones) y representan

Un patrén instantaneo de flujo el cual en otro instante
puede ser completamente diferente.

Si seleccionamos un nimero finito de lineas de
corriente como se muestra en la figura, esta region
tubular se denomina tubo de flujo, las fronteras de
este son lineas de corriente y por lo tanto ninguna
particula puede cruzar este tubo, comportandose
como una verdadera tuberia.

CARACTERISTICAS GENERALES DEL
FLUJO DE FLUIDOS:

El flujo puede clasificarse como estacionario (o
estable) y no estacionario uniforme y no uniforme,
laminar (o irrotacional) o turbulento (o rotacional),
compresible e incompresible y viscoso y no viscoso.
Un flujo es estacionario cuando los parametros del
flujo (velocidad, densidad., presion) son
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independientes del tiempo y la temperatura o sea que
no cambian en el punto (puede ser diferente de punto
a punto del espacio). Cuando ocurre lo contrario el
flujo es no estacionario.

Un flujo en un campo es uniforme cuando el vector
velocidades constante e igual n todos los puntos de
aquel campo y es no uniforme cuando el vector
velocidad esté variando.

Un flujo es turbulento cuando las particulas del
fluido tienen un movimiento irregular, cadtico
causando pérdidas de energia proporcionales al
cuadrado de la velocidad, lo contrario ocurre cuando
el movimiento es suave, ordenado, sus pérdidas son
proporcionales a la velocidad y se conoce como flujo
laminar. (en cada punto no hay velocidad angular
respecto a ese punto).

Experimentalmente se ha encontrado que hay una
combinacion de cuatro factores que determinan si el
flujo por un tubo es laminar. Esta combinacion es
conocida domo el Nimero de Reynolds, Ng.y se
define como

N = pvD
Re —
n
Donde:
L = densidad

V = velocidad promedio
1) = viscosidad .

D = diametro de la tuberia

El nimero de Reynolds no tiene dimensiones, por lo
tanto, es independiente del sistema de unidades
utilizado.

Se observa que hasta el valor de 2000 el flujo es
laminar y para valores mayores de 3000 el flujo es
turbulento.

ECUACION DE LA CONTINUIDAD.

De la conservacion de la masa del liquido en un tubo
del flujo, resulta inmediatamente la ecuacion de la
continuidad.

Consideremos un tubo de flujo constante de un
liquido no viscoso; tal como el mostrado en la figura.
Sean 1 y 2 dos sectores cuyas secciones tienen areas

normales al flujo A; y A,, con velocidades V, y V,

respectivamente.
Considere las porciones sombreadas de los liquidos

en1y2. Luego, en un intervalo de tiempo At la
masa de liquido AM, pasa por la seccion 1y la masa

Am, que pasa por la seccion 2 deben ser iguales,
porque las mismas particulas son las que se mueven
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en el tubo de flujo, sin haber ingresado o salido
particulas. Tal que Am, = Am, .

Pero Am, = p, AV, = p/AV,At y

Am, = p,AV, = p, AV, At

Donde AV, y AV, son los volumenes del liquido
en las secciones 1y 2 respectivamentey 0, y 0,
son las densidades del liquidoen 1 y 2.

De tal manera que: p,A\V,At = p, A,\V,At =
PIAV, = p, AV,

Si consideramos el fluido incompresible o poco
incompresible como los liquidos.

o =Py oA = p,A, = Av = Constante
Ahora Av = Constante

i distancia  Volumen
AV = area x =

= Gasto (G)

tiempo tiempo

A esta razén de flujo de volumen G = Av =

constante, se le conoce con el nombre de GASTO o
CAUDAL y sus unidades son m’/s.

Ejemplo 65. El agua fluye en una manguera de
jardin de diametro interior 2 centimetros a una
velocidad de 1,2 m/s. ;Con qué velocidad emergera
de un eyector del diametro 0,5 centimetros?
Solucion.

2
v, = AAlv1 = ”(0’—01)2(1,2) =480
,  7(0,025) s

Ejemplo 66. Calcule la velocidad media de la sangre
en la aorta (radio 1 centimetro) cuando el caudal es 5
litros/min.

Solucioén.
. 3 3
Caudal = 5 ht'ros _ 5000 cm 8333 cm
min 60s S
Caudal = Av
Caudal 83,33
V= = =26,54 cm/s

A 7[(1)2

Ejemplo 67. Una manguera de 2 cm. de diametro por
la que fluye agua a una velocidad de 3m/s. termina en
un tubo cerrado que tiene 50 orificios pequefios de
0,2cm de didmetro. ;Cudl es la velocidad de salida
del agua en cada agujero?

Solucion.

Por la ecuacion de la continuidad

Av, =50Av, = (1)’ (3)=507(0,2)v,
3 m

2= 50(0,01) s

Ejemplo 68. Cuando se abre poco a poco un cafio de
agua, se forma un pequefio chorro, un hilo cuyo radio
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va disminuyendo con la distancia al cafio y que al
final, se rompe formando gotas.

(Cual es la velocidad del agua cuando a recorrido una
distancia h.?

Solucién. La ecuacion de continuidad nos
proporciona la forma de la superficie del chorrito de
agua que cae del grifo, tal como apreciamos en la
figura.

La seccion trasversal del chorro de
agua cuando sale del cafio es A, y
la velocidad del agua es V. Debido
a la accion de la gravedad la
velocidad v del agua se incrementa.
A una distancia h del grifo la
velocidad es

v’ =V, +2gh

Aplicando la ecuacion de
continuidad

AV, = AV = zrV, =7xr’v

Despejamos el radio r del hilo de agua en funcion de
la distancia h al cafo.

2

v
r=r4l——1— 0
Vv, +2gh

ECUACION DE BERNOULLI.
Al aplicar las leyes de Newton a los fluidos en
movimiento se obtiene la ecuacion de Bernoulli.

Tomemos una particula de fluido de forma prismatica
(seccion A largo AS) que se mueve a lo largo de
una linea de flujo en la direccion S . La particula
prismatica se muestra en detalle en la siguiente
figura.

P tARA
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Considerando un fluido no viscoso, o sea, que no hay
pérdidas de energia, aplicamos la segunda ley de
Newton

D F, =ma,

Las fuerzas que acttian son el peso y las fuerzas
debido a las presiones P y P+ dp,lamasa dela
particula es AM = pAAS

Luego:

pA—(p+Ap)A— pgAAscosd = pAAs a,

Simplificando y dividiendo entre AS:

&+pgcosé?+paszo
AS
En el limite AS = 0
3p+pgcos:9+pa5:0 )
S
Como
dz dv dsdv dv
cos=—y a,=—=—— =V~
ds dt dt ds ds

Por consiguiente la ecuacion (1) puede escribirse:

= dp+ pgdz+ pvdv =0

Si o constante, integrando obtenemos:
1
P+ pgz + Epv2 = constante

Expresion que es la ecuacion de Bernoulli. La misma
que puede ser obtenida por la conservacion de la
energia, siendo por supuesto, equivalente.

Como la ecuacion de Bernoulli es valida para
cualquier seccion, entre dos puntos cualesquiera, se
podra escribir:

1 1
p1+pgzl+5pv12 = p2+p922+5pv§

Adicionalmente podemos decir que cuando existen
pérdidas por la presencia de fuerzas viscosas, ésta
expresion de la ecuacion de Bernoulli se modificara
escribiéndose.

1 2 1 2 T
P, + P9z, +5PV| =p, + 9z, +5pv2 + pérdidas

APLICACIONES:

Fluido en reposo
V,=V, =0 —> p, +09Yy, =p, +00Y,
P, — b =pg(y1 - yz)

Es decir, la presion disminuye con la altura (aumenta
con la profundidad).

Formula de Torricelli: Permite calcular la velocidad
V, con que sale un liquido de un recipiente con un

agujero a una distancia h de la superficie.

P,=P, =P ¥, =0,Y,=-hyv, =0
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1
P, =P —pgh+5pv22 = v, =-/2gh

que es la misma velocidad que tendria en caida libre
desde una altura h .

El atomizador.

La presion en el aire soplado a alta velocidad a través
de la parte superior del tubo vertical de atomizador.
Un atomizador de perfume o de un rociador de
insecticida es menor que la presion normal del aire
que actua sobre la superficie del liquido en el frasco,
asi el perfume es empujado hacia arriba del tubo

debido a la presion reducida en la parte superior.
c B

= ==

A

EFECTO MAGNUS.
Consideremos un cilindro (o una esfera) en un fluido
en movimiento. Si el cilindro rota en torno a un eje
perpendicular a la corriente del fluido, y ademas hay
roce viscoso entre le cilindro y el fluido, entonces el
cilindro arrastrara al fluido haciendo que las
velocidades del fluido a ambos lados del cilindro no
sean iguales. En el caso mostrado en la figura
adjunta, la velocidad es mayor arriba que abajo.

F

O

g

De acuerdo a la ecuacion de Bernoulli, la presion en
el lugar 1 seran inferior que en el lado 2 (pl <p, ) .

Esta diferencia de presion genera una fuerza neta
sobre el cilindro hacia arriba.

Es este efecto, llamado efecto Magnus, el responsable
de los asi llamados “efectos” que pueden observarse
en numerosos juegos de pelota.

Suponga que una bola es pateada de tal manera que
va rotando a la derecha sobre un perpendicular del
eje a su direccion movil durante su movimiento a la
izquierda (véase la figura). Entonces la bola
experimentaria la fuerza de Magnus. Asi la bola se
mueve con una trayectoria curvada hacia la derecha
del arquero.

Arquero R .r.;u ién Tngador
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Una bola en un chorro de aire.

Una bola ligera se puede mantenido en un chorro de
aire como se muestra en la figura. Una pelota de
ping-pong puede hacerse flotar sobre un chorro de
aire (algunas aspiradoras pueden soplar aire), si la
pelota comienza a dejar el chorro de aire, la presion
mas alta de afuera del chorro empuja la pelota de
nuevo hacia éste como se muestra en la figura
siguiente.

Presion
haja

Presion alta
(poco flujo)

O

Levantar una bola con un embudo.

En el espacio entre la superficie del embudo y la
superficie de la bola la presion es menor que la
presion atmosférica, y esta diferencia de presion

soporta la bola contra la accion de la gravedad.

Entra_cla —
de aire

Presion
reclucida

N
Pelota
liviana
Una bola ligera apoyada por un jet del aire. La
presion sobre la bola es menos que debajo de ella.

Efecto chimenea.

(Por qué sube el humo por una chimenea? En parte se
debe a que el aire caliente se eleva (es decir, debido a
la densidad). Pero el principio de Bernoulli también
tiene un lugar importante. Debido a que el viento
sopla a través de la parte superior de la chimenea, la
presion es menor ahi que dentro de la casa. Por eso el
aire y el humo son empujados hacia arriba de la
chimenea. Incluso en una noche calmada, existe el
flujo de aire suficiente en el ambiente en el extremo
superior de 1 chimenea para permitir el flujo
ascendente del humo.

Si las tuzas, perros de la pradera, conejos y otros
animales que viven bajo el no se asfixian, el aire debe
circular en sus madrigueras. Estas siempre tienen por
lo menos dos entradas. La velocidad del flujo del aire
a través de los diferentes hoyos por lo regular sera un
poco distinta. Esto conduce a una pequefia diferencia
de presion que fuerza al flujo de aire a través de la
madriguera por el principio de Bernoulli. El flujo de
aire se intensifica si un hoyo estd mas arriba que el
otro (lo que a menudo hacen los animales) puesto que
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la velocidad del viento tiende a incrementarse con la
altura.

La ventilaciéon en una mina.

Dhreceron de
e e verane

Dhreccion del flupe e mvienss
La ventilacion en una mina responde a tres propdsitos
principales: para proporcionar el aire fresco para la
respiracion de los mineros, diluir los gases nocivos
que puedan ser formados subterraneamente.

En un tinel horizontal simple de mineria
generalmente es suficiente la ventilacion natural
utilizando la diferencia en la presion de aire asociada
a la diferencia en nivel entre dos aberturas, la entrada
de la mina y la parte superior de un eje de ventilacion
(efecto chimenea).

Empuje sobre las alas de un avién.

Una superficie aerodinamica como el ala de un avion
se disefia de tal modo que perturba las lineas de
corriente del fluido en una region de espacio, dejando

la otra no perturbada.
1

N

Las, lineas de corriente encima del ala son
comprimidas y las que se encuentran debajo del ala
permanecen no perturbadas, resultando el flujo mayor
en la parte superior.

1 2 1 5
P, +Epvl =P, +5PV2

Como V, >V, ,resulta P, > [,

Produciendo una fuerza de empuje hacia arriba.

En realidad, el principio de Bernoulli es s6lo un
aspecto de la sustentacion de un ala. Las alas se
inclinan un poco hacia arriba, de modo aire que choca
contra la superficie inferior se desvie hacia abajo; el
cambio en la cantidad de movimiento de las
moléculas de aire que rebotan deviene en una fuerza
ascendente adicional sobre el ala. De igual modo la
turbulencia desempefia una funcion de gran
importancia.

Ejemplo 69. Velocidad de salida de un liquido
Velocidad de salida de un liquido a través de un
orificio

A 1

Ay

N7

A 2
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Solucién. Aplicando la ecuacion de Bernoulli a los
puntos 1 y 2 tenemos

1 1
p1+pgy1+5pv12= p2+pgy2+5pv22

Como en 1 y 2 la presion es la presion atmosférica,
la expresion se reduce a

1, 1 ,
Py, —P9Y, =N, —— PV, =
2 2
_1
2

Por la ecuacion de la continuidad AV, = AV,

v, =Q2v2
1

Como (y1 - y2)= h 3)
Reemplazando (2) y (3) en (1), obtenemos:

2
1 A
gh=— sz _[_2\/2]

2 A
1 2
= gh:E 1—[%} V3

oy, - v,)==(Z-v2) o

(@)

Finalmente:

Si A >> A

v, =./2gh

Resultado que es igual al caso de un orificio lateral.

Tiempo de vaciado. Podemos calcular el tiempo de
vaciado.

Para este calculo usaremos la velocidad con que baja
el fluido, es decir v;

dy _ A
- 2
dt A

Como V, =
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El frasco de Mariotte.

La velocidad de salida de un liquido por un orificio
practicado en su fondo es la misma que la que
adquiere un cuerpo que cayese libremente en el vacio
desde una altura h, siendo h la altura de la columna de
fluido.

v=.2gh

A medida que el fluido sale por el orificio, la altura h
de fluido en el deposito va disminuyendo. Si A es la
seccion del orificio, el gasto G = AV, o volumen de
fluido que sale por el orificio en la unidad de tiempo
no es constante. Si queremos producir un gasto

constante podemos emplear el denominado frasco de
Mariotte.

Consiste en un frasco lleno de fluido hasta una altura
ho, que esta cerrado por un tapon atravesado por un
tubo cuyo extremo inferior estd sumergido en el
liquido. El fluido sale del frasco por un orificio
practicado en el fondo del recipiente. En el extremo
inferior 2 del tubo, la presion es la atmosférica ya que
estd entrando aire por el tubo, a medida que sale el
liquido por el orificio.

La velocidad de salida del fluido no correspondera a
la altura hy desde el orificio a la superficie libre de
fluido en el frasco, sino a la altura h o distancia entre
el extremo inferior 2 del tubo y el orificio.

Dado que h permanece constante en tanto que el nivel
de liquido esté por encima del extremo inferior del
tubo, la velocidad del fluido y por tanto, el gasto se
mantendran constantes. Cuando la altura de fluido en
el frasco hg es menor que h, la velocidad de salida v
del fluido deja de ser constante.

La velocidad de salida v puede modificarse subiendo
o0 bajando el extremo inferior 2 del tubo en el frasco.

Ejemplo 70. En la pared vertical de un depdsito hay
dos pequefios orificios, uno esta a la distancia x de la
superficie del liquido, y el otro esta a una altura z
sobre el fondo. Los chorros de liquido que salen
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encuentran el suelo en el mismo punto, en que
relacion esta X y z.

[

—
zZ
Al B

——

Solucién.
Si V, es la velocidad por la salida superior y ; el
tiempo que se tarda en alcanzar el punto B:

y=v,

Vv, =4/20x h—x—lgy—z—y—2

1 1 27V 4x

h—X:Egtlz

Anaélogamente, para el orificio inferior:

y=wt, 5 5
y y

v, =42g9(h-2)} z=—gL-=

: | . ) 2gv§ 4(h-2z)

225952

Eliminando Y se tiene:
x(h—x)=z(h-2)

Por lo tanto: X =12

Ejemplo 71. Cuando el viento sopla entre dos
edificios grandes, se puede crear una caida
significativa de presion. La presion del aire
normalmente es una atmoésfera dentro del edificio, asi
que la caida de la presion en el exterior puede hacer
que una placa de vidrio de la ventana estalle hacia
fuera del edificio y estrellarse en la calle abajo.;Qué
diferencia de presion resultaria de un viento de 27
m/s? ;Qué fuerza seria ejercida sobre la placa de
vidrio de 2 x 3 m de una ventana? La densidad del
aire es 1,29 kg/m® a 27° C y 1 atmosfera.

Solucion.

Alejado de los edificios la presion es 1 atmosfera, y la
velocidad del viento es aproximadamente cero. Asi

p+;pv2=pa+0

! N = ;(1,29)(27)2 = 470 Pa

y F=pA=(470)2x3)=2820N

Ejemplo 72. Un deposito de agua esta cerrado por
encima con una placa deslizante de 12 m* y 1200 kg.
a) El nivel del agua en el deposito es de 3,5 m de
altura. Calcular la presion en el fondo.

b) Si se abre un orificio circular de 5 cm de radio a
medio metro por encima del fondo, calctlese el
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volumen de agua que sale por segundo por este
orificio. (Se considera que el area del orificio es muy
pequefia frente al area del depdsito).

Considere la presion atmosférica como 10° Pa,

g ~10m/s?

Solucion.
a) Presion en el fondo = p atmosférica + p ejercida por la placa
+ p columna de fluido

p=10° +M+1000x10x3,5

=1,36x 10’ Pa
b) Ecuacion de bernoulli

1

|

1 1
p1+pgy1+5pv12 = p2+pgy2+5pv22

120010

p, =10° + =1,01x 10° Pa

y1=3m,y,=0,v; = 0, p=1000 kg/m’

1
31000 = 51000v22 = V,=7,87 m/s
Gasto =Av, =7 (0,05)%(7,87) = 0,062 m’/s

Ejemplo 73. Un tanque cilindrico de radio 1 my
altura 4 m, lleno de agua, puede desaguar sobre un
recipiente, como se muestra en la figura. El recipiente
receptor se encuentra sobre una espuma de 10 cm de
espesor y modulo de Young 0,79 x 10 N/m’. El
tanque posee 2 agujeros, el primero A de area 5 cm’
ubicado a 3H/4 de su base y el segundo agujero B de
3 cm? de 4rea a H/2 de la base del tanque.

.

T
L
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a) Calcule la velocidad de salida del agua por cada
uno de los agujeros suponiendo abierto solo uno a la
vez.

b) Si se permite desaguar al tanque durante 3 minutos
por s6lo uno de los agujeros, determine en que caso el
esfuerzo de compresion sobre la espuma sera mayor.
Justifique su respuesta

Solucion.

a) La velocidad de salida esta dada por: V = ,/2gh

v, =+20(1) :4,43?,

v, =420(2) = 6,26?

b) El esfuerzo de compresion depende del peso al que
esté expuesto la espuma.

G, = AV, =(5x10*)4.43)
=22,15x 10" m’/s
Gy = AV = (3x107)(4,43)
=13,29x 10* m’/s
Con estos valores obtenemos para un tiempo de 3 min
= 180 segundos:
V,4=0,3987 m’ y Vg = 0,2392 m’
Luego S, > Sg

Ejemplo 74. Un sifén es un dispositivo para sacar el
liquido de un envase que sea inaccesible o que no
pueda ser inclinado facilmente. La salida C debe
estar mas baja que la entrada A, y el tubo se debe
llenar inicialmente del liquido (esto generalmente se
logra aspirando el tubo en el punto C). La densidad
del liquido es po.

a) ¢(Con qué velocidad el liquido fluye hacia fuera en
el punto C?

b) (Cual es la presion en el punto B?

¢) (Cuadl es la altura méaxima H que el siféon puede
levantar el agua?

B
H
Py (f\
INNIRE
Iy
P
Vil
Cp

Solucion.
a) Compare la superficie (donde la presion es la

presion atmosférica P, y la velocidad es

aproximadamente cero) con el punto C.
Aplicando la ecuacion de Bernoulli

P +;p\/2 + pgh = Constante :

p, +0+pg(h+d)= pa+%pv2 +0
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v:1/29ih+di

b) Compare la superficie con el punto B.

p,+0+pg(h+d)= pB+%pV2+pg(h+d+H)

1
= Py =Pa— AV~ pgH
Reemplazando el valor de v, hallado en (a).
1
P = Pa = A29(h+d)]- pgH
p,—pg(h+d+H)

¢) Cuando H es un maximo, la velocidad y la presion
en ese punto se aproxima a cero, asi que comparando
la superficie y el punto B obtenemos:

p,+0+pg(h+d)=0+0+pg(h+d+H)

= P, = pgH , de donde obtenemos:
P, 1,013x10°N/m?
~pg (1000kg/m*)0.8m/s’

) =10,3m

Ejemplo 75. Un tanque de almacenaje abierto grande
se llena de agua. Se hace un agujero pequefio en un
lado del tanque a una profundidad h debajo de la
superficie del agua. ;Con qué velocidad el agua
fluira del agujero?

Solucion.

En la superficie p= P, y V=~ 0. En el agujero

p=p,yV=V,talque
p, +0+ pgh= pa+%pv2+0

= v=4/p0h

Ejemplo 76. Los bomberos utilizan una manguera
del didmetro interior 6,0 centimetros para entregar
1000 litros de agua por minuto. Un inyector se une a
la manguera, y se quiere lanzar el agua hasta una
ventana que estd 30 m sobre el inyector.
a) (Con qué velocidad debe el agua dejar el inyector?
b) (Cual es el diametro interior del inyector?
¢) (Qué presion en la manguera se requiere?
Solucion.

. 3.3
G = 10001005 _ 1500 10" m"

=0,017
minuto 60s

m’/s
a) Cuando el agua deja el inyector, P =P, y

V =V, en el punto mas alto V = 0, tal que aplicando
la ecuacion de Bernoulli:

pa+%pv2 +0=p, +0+ pgh

= v =4/2gh =2(9,8)30)
=242 m/s
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D\’
b) El caudal G = Av = 7[(—) v

2
3
—~ D= E: 410,017 m’/s
\ v 7(24,2m/s)
=0,03m
c) La velocidad en la mangueraes V,,
AV,=G =
, -G _ 4G _40017)
" A, D, z(0,06)

=6,02 m/s

[ [
+— +0=p, +— +0
pm 2p\/m pa 2p\/

= Pp— P, =%p(vz —v2)

- %(1000)(24,22 ~6,027)

=2,75x 10° Pa=2,71 atm

Ejemplo 77. Un tubo horizontal por el que fluye
liquido de densidad py a razén de Q m’/s, se bifurca
en dos ramas en el plano vertical, una superior y otra
inferior, de secciones transversales a; = a, = a,
abiertas a la atmosfera (ver figura). Si la distancia
entre las ramas es h, determinar:

a) Las cantidades q; y g, de liquido (en m*/s) que
fluyen por ambas ramas.

b) La condicion que debe cumplir Q para que haya
flujo en la rama superior.

4
Q Tlg
k
|
N

Solucion.

a) La relacion de Bernoulli se puede aplicar entre los
puntos A y B, y también entre

A 'y B,. Por transitividad, la relacion de Bernoulli
también es valida entre los puntos

B; y B,. Se tiene

2

1 5 1
P, +pgh1 +5PV1 =p, +pgh2 +5,DV2

Pero P, = P, = P, (la presion atmosférica),

h;=hyh,;=0, luego
1 1
Elez + pgh = EPVZZ
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Los flujos que circulan por la rama superior e inferior
vienen dados por ; = av; y g, = avs,
respectivamente. También se tiene que

Q =q; + 0. De las relaciones anteriores se deduce
que

q Q* -2a’gh g Q* +2a’gh
= = y - @@

1 20 2 20

b) Para que circule liquido por la rama superior se
debe tener que

Q>a./2gh.

Ejemplo 78. El tanque cilindrico presurizado de 5,0
m de diametro, contiene agua la que sale por el tubo
en el punto C, con una velocidad de 20 m/s. El punto
A estaa 10 m sobre el punto B y el punto C esta a 3
m sobre el punto B. El area del tubo en el punto B es
0,03 m” y el tubo se angosta a un area de 0,02 m’ en
el punto C. Asuma que el agua es un liquido ideal en
flujo laminar. La densidad del agua es 1000 kg/m’.

e

&

T f—— 5.0 8 ——
10

1

a) (Cual es el gasto o flujo en el tubo ?:

b) (A que razon esta bajando el nivel de agua del
tanque?

c¢) (Cual es la presion en B?

d) (Cual es la presion absoluta del aire encerrado en
el tanque?

Solucion.

a) El gasto o flujo en el tubo:
3
G = AV, = RV, =(0,02)20)= 0,4
S

b) La razdn a la que esta bajando el nivel de agua del

tanque:
3

AV, =G=04""
S

5 2
A, =;z(5j =19,625m’

G __04
A, 19,625

V, =

—0,022
S
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c¢) La presion en B:
Por Bernoulli

1 1
pB+p9hB+5pv;= pc+p9hc+5mé

pB:?

hy =0
v, =24 333
0,03 s
P = P, =1,013x10°Pa
h. =3m
v, =202
S
Py +%(1000)(13,33)2

=1,013x10° +(1000)9,8)(3)+ %(1000)(20)2

= Ps =%(1000)[(20)2 —(13,33)2]

+1,013x10° +(1000)9,8)(3)
=pp=2,418x 10°Pa

d) (Cual es la presion absoluta del aire encerrado
en el tanque ( en atmoésferas)?

1, 1
pA+pghA+5pVA = pB+pghB+EIOVB

1
= Py =Ps +pg(hBB _hA)+Ep(V1§ _Vf\)

= p, =2,418x10° +(1000)(9,8)-10)

¥ %(1 000)(13,33> - 0,02)

= pa =2,32644 Pa

Ejemplo 79. Un bombero lanza agua con su
manguera hacia un incendio formando un angulo de
45° con la horizontal. El agua que emerge del piton
penetra horizontalmente por una ventana del tercer
piso que se encuentra a una altura h =10 m.

La manguera que transporta el agua desde el carro
bomba tiene un diametro D de 6 cm y concluye en un
piton cuya abertura tiene un didmetro d de 1,5 cm.

a) (Cuantos litros de agua emergen del pitéon por
minuto?

b) (Cual es la presion p que debe soportar la
manguera (en atmoésferas)?

Solucioén.
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a) Sea Vv la velocidad con que emerge el agua del
piton.

1 een 45°

4

La velocidad hacia arriba sera:

V2

Vv, =Vvsen45°=v——
2

El agua alcanza a subir una altura h = 10 m, luego su
velocidad es:

V, =420h =

L v 2
uego: V—— =
2

v% =,/2(9.8)(10) = v=19.8m/s

El volumen de agua que emerge del pitéon por minuto:

2 2
V= vm(%j - (19,8)(60)7[[0’(;15 j

=0,212 m*=212 litros.
b) A la salida del piton la presion es la atmosférica
..)‘{d
P i“ 3 y
!

Aplicando el principio de Bernoulli:

| I,
P, +Eng1 = Pa +Epgv

Aplicando la ecuacion de la continuidad:

2gh =

2
Aivlev:>v1=vA=v LS) _ v
A 6 16

Luego tenemos:

2 16

1 1
P—P.= Epgvz(l _Ej
- %(1000)(9,8)(19,8)2(0,996)

=1913312,16 Pa
Como p, = 101325 Pa

1 v Y 1,
Pt S| =PtV =

p; =2014637,16 Pa
Aproximadamente 2 atm.
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Ejemplo 80. El medidor de venturi, es un
mandmetro colocado en el tubo para medir la
velocidad de flujo liquido

Un liquido de densidad p fluye por un tubo de
seccion transversal A;. En el cuello el area se reduce a
A, y se instala el tubo manométrico como se indica en
la figura.

Solucién.
Aplicando la ecuacion de Bernoulli entre 1y 2

1 1
p1+p9y1+5pv12= p2+pgy2+5pv22

Como estan a la misma altura

I, I,
P +EIOV1 =P, +Epvz =

1 2 2
P, =P, = Ep(vz -V )
Por la ecuacion de la continuidad

1

A1V1 = A2V2 =V, =V,
7)
Luego
1 AN -A
P - P, =2pv1{A22 (1)

Por otra parte, la presion en el, nivel 3 por la rama 1
es

p; = p, + pgH

y por la rama 2 es

P; =P, +pg(H —h)+p'gh

Luego

P +pgH =p, +pg(H -h)+p'gh @
y Pp—=Pp, = gh(p'_p)

igualando las expresiones (1) y (2)
1 (A -A
— V| 5 |=gh(p-p
Finalmente
v A 2gh(p'-p)
1~ ( 2 2 )
P\A - A
Ejemplo 81. La seccion transversal del tubo de la
figura tiene 8 cm” en las partes anchas y 4 cm® en el

estrechamiento. Cada segundo salen del tubo 4 litros
de agua a la atmodsfera.
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L

a) (Cudl es la velocidad en A, ?

b) El agua proviene de un gran deposito abierto. ;A
qué altura se encuentra el nivel de agua?

¢) (Cual es la diferencia de presion entre 1y 27

d) (Cual es la diferencia de alturas entre las columnas
de mercurio del tubo en U?

Solucioén.

3

litros _,dm

=4
s s

A =8cm’=8x10" m’

G=Av =

G  4x107

=4x10° m’/s

a) G=4

=5m/s

YA 8x107
b) El agua proviene de un gran deposito abierto. ;A

qué altura se encuentra el nivel de agua?
1 1

T_._
i xijz.

1 1
Py + P9Y; +5pvl? = Pot POVt o2
pl':pZ':pa’ y,l:h’ y2v=0.V,1=0,

yooy o Ax107
7 gx10™
Reemplazando:

p, + ph +%pV(0)2 =p, + pg(0)+%p(5)2

ogh h=
©)
p, + P9y, +Epvl = p, + P9y, +5ﬂV2

y1:y2=0,

_%,0(5)2 =N 5—; =128 m.

8

vV, =5m/s, V, :ﬁv1 =—5=10m/s
4

P+ p9(0)+ 2 plS)' = p. + pg(0)+ pl10)
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I 1000
Py = Py = p(100-25) = —=(75)
=37500 Pa

d) (Cual es la diferencia de alturas entre las columnas
de mercurio del tubo en U?

Py =Py = Py gAYy

:>Ay=p‘_p2 _

pHgg

37500
(13600)9.,8)

Ejemplo 82. Dos depdsitos abiertos muy grandes A y
F, véase la figura, contienen el mismo liquido. Un
tubo horizontal BCD que tiene un estrechamiento en
C, descarga agua del fondo del deposito A, y un tubo
vertical E se abre en C en el estrechamiento y se
introduce en el liquido del depdsito F. Si la seccion
transversal en C es la mitad que en D, y si D se
encuentra a una distancia h; por debajo del nivel del
liquido en A.

a) ;Cual es la velocidad de salida del liquido?

b) (Cual es la presion en el estrechamiento (C)?

¢) (A qué altura h, alcanzara el liquido en el tubo E?
Expresar la respuesta en funcion de h;.

SHE

Solucion.
a) Aplicando la ecuacion de Bernoulli entre 1 y D:

| i
.

1 1
P, +pghl +EIOV12 =P, +pgh2 +EpV22

Con pl = p2 = patm’ h,

=0, =
|
Vi ~0 patm +pgh1+O: patm+0+EpVD
2gh,

b) Por la ecuacion de continuidad entre las secciones

CyD
=[P

Acve = Ay,
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Como A, =2A. = V. =2v,

Por la ecuacion de Bernoulli:

| |
Pc +5pvc = Pam +E/ND

Pe = Pam — (4\/ -V )
Pe = P~ V3

c— patm 2 AVp
Finalmente P = P, — 300N,

¢) Aplicando la ecuacion de Bernoulli entre 2 y C:

—Ye

el | 2

Como Py, = Pe + p9h,
Comparando con Pe = Py — 309N,

Obtenemos h, =3h,

Ejemplo 83. Una regadera de jardin tipo hongo de
las caracteristicas mostradas en la figura, tiene la
velocidad de salida del agua de 1m/s. El diametro del
hongo D es de 30cm, el didmetro de la tuberia
horizontal d es de 5 cm, la altura H del tramo vertical
es de 20 cm, y el espacio entre los platos del hongo e
esigual a2 cm.

a) Encontrar el caudal de agua en la tuberia
horizontal.

b) Calcular la velocidad en el tramo horizontal

¢) Calcular la presion en la parte mas alta del tubo
vertical

d) Calcular la presion en cualquier punto del tramo

horizontal.
Dﬂ

%tdl“

Solucion.
El grafico indica los puntos de interés del problema.

T
)

a) El caudal de agua en la tuberia horizontal.
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G= A1V1 = A2V2 = A3V3

AV, = mDe =(70,3)0,02)
=0,019 m’/s

b) La velocidad en el tramo horizontal

Como AV, = AV, =

c¢) La presion en la parte mas alta del tubo vertical
Aplicando la ecuacion de Bernoulli a los puntos 1y
2:
1, 1,
P, + A0y, +5/7V1 =P, + P9y, +E'DV2
Yi=Y,;

1 2 1 2
Pa +E/)\/l =P, +5ﬂV2

= P, =P, — plvi ;)

v, =1lm/s, v, =9,6m/s,p,=1,013x 10° Pa
Reemplazando valores:

p, =1,013x10° —;103(9,62 -1?)

= 0,5572x 10° Pa

d) La presion en cualquier punto del tramo horizontal.

P, = P, + pgH =0,5572 x 10° - 10° (9,8)(0,20)
=0,5376 x 10° Pa

ARTERIA O VENA CON UNA OBSTRUCCION
Parece que en la medicina es bastante comuin que las
arterias o las venas se taponen con cosas tipo
colesterol y demas.

Mormal Flaca

avanrada

Concretamente la situacion es esta:
OBSTRUCCION

L

—
G _ﬁg L= o
> I

A

ARTERIA

Si se le pregunta a una persona que cree que va a OCurrir

con la arteria cuando se obstruye, la respuesta mas

comun es esta: La sangre se va a frenar al chocar con la

obstruccion, y va a empezar a presionar hacia fuera
porque quiere pasar. Por lo tanto la arteria se va a
dilatar y se va a formar como un globo.

Este razonamiento es muy lindo y muy intuitivo pero

Hugo Medina Guzman

estda MAL. Lo que pasa es justo al revés. El caudal
que manda el corazon es constante. Este caudal no se
frena por ningun motivo.

Para poder pasar por la obstruccion lo que hace la
sangre es aumentar su velocidad.

(La velocidad aumenta porque el diametro de la
arteria disminuye).

Al aumentar la velocidad dentro de la arteria, la
presion adentro tiene que disminuir. Pero afuera de la
arteria la presion sigue siendo la misma. Entonces la
presion de afuera le gana a la presion de adentro y la
arteria se comprime.

LY qué pasa al comprimirse la arteria?

La obstruccion se cierra mas. Esto provoca un
aumento de la velocidad dentro de la obstruccion, lo
que a su vez obliga a la arteria a cerrarse mas todavia.
De esta manera, la arteria se va cerrando mas y mas
hasta que sobreviene el COLAPSO.

Esto significa que la arteria tiende a cerrarse del todo
e impide el pasaje de sangre.

Pesterior | | | ll | | |
t

pinterior T T T t f

pinteriorl | ] ] ] I ! }

! )exteriorl ] I I

STTUACTON FINAL DE
LA ARTERIA OBSTRUIDA

Esto es lo que ocurre cuando una persona tiene un
ataque cardiaco. También pasa en el cerebro y en
otros lados. Los médicos lo 1laman trombosis.
Dependiendo del tamafio y localizacion del trombo
pueden variar algunos de los sintomas, dolor,
isquemia, frialdad, ausencia de pulso, etc.

La trembosis se produce
cuando un coagula
sanguinec bloguea una
artenia cerebral.

VISCOSIDAD

Viscosidad de un fluido es la resistencia de un fluido
a una fuerza cortante. Propiedad que se debe
fundamentalmente al tipo de interaccion entre las
moléculas del fluido.

Para poder definirla, debemos considerar el estudio
de la ley de Newton de la viscosidad. Consideremos
dos placas paralelas muy grandes como se muestra en
la figura, el espacio entre las placas esta lleno con un
fluido
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Helio | 20 [ 1,94x10° |

v
¥ Ay F
7 [
I D
I ¥

Flaca estacionaria

La placa superior bajo la accion de una fuerza
constan te F se mueve con una velocidad constante

V, . El fluido en contacto con la placa superior se

adherird y se movera con velocidad V,, y el fluido en
contacto con la placa fija tendra velocidad cero si la
distancia D y la velocidad V|, no son muy grandes, la

variacion de velocidad sera lineal.
Experimentalmente se ha demostrado que la fuerza F
varia directamente con la superficie A de la placa, con

la velocidad V, e inversamente con la distancia D, o

F o AV,

se€a:

Mas atin, en general, depende como varia V,, con

v, dv
respecto a D, esto es: — = —
dy
dv
Luego: F oc A—
dy

Aqui introducimos una constante de proporcionalidad
17, llamada la viscosidad absoluta (dindmica).

F= UAQ

dy

O sea la fuerza de viscosidad es proporcional al area
Ay al gradiente (derivada) de la velocidad. Los
fluidos que cumplen con esta relacion se llaman
fluidos newtonianos.

F

A N.s
Como 77 = — =, sus unidades son: —-

dv m

dy
Otra unidad usada para medir la viscosidad es el
poise (p): 1 p=0,1 Ns/m’
La siguiente tabla da la viscosidad para algunas
sustancias:

Fluido Temp.°C | 77 (N.s/m?)
Agua 0 1,79 x 107
Agua 20 1,00 x 107
Agua 100 0,28 x 10~
Alcohol 20 1,2x 107
Glicerina 0 12,11
Glicerina 20 1,49

Aire 31,6 1,54 x 107
Aire 20 1,83x 107
Aire 230 2,64x 107
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De la tabla se observa que la viscosidad es mucho
mayor para los liquidos que para los gases. También
se observa una fuerte dependencia de la temperatura.
Para los liquidos la viscosidad disminuye al aumentar
la temperatura, mientras que para los gases aumenta.

FLUJO VISCOSO EN UNA TUBERIA
CIRCULAR

Para poder encontrar la expresion para la caida de
presion en una tuberia circular debido a la viscosidad
consideremos un elemento de fluido que se desplaza a
velocidad constante como se muestra en la figura,
corno el fluido no esta acelerado, las fuerzas
asociadas con la presion y la viscosidad se cancelan.

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento, se
tiene;

> F =0
plﬂrz_pzmz_szo

Donde FV e s la fuerza viscosa (Tangencial).

F, = (Zj x (area)

o F/A F dv
Por viscosidad 77 = — = —=-n—
dv/dr A dr
El signo menos indica que la velocidad disminuye
con un incremento del radio I .

Siendo el area = 2arL , tenemos:

F, ——772ng
dr

Reemplazando

plﬂfz— pzﬂr2

Simlificando y agrupando términos

+ ZﬂnLry =0
dr

dv

(py = pa)==2mLr

= —dv:i(pl — IDZ)rdr
2nL

Integrandode r a R,

- J'VO dv = (plz_Lpz )J'rR rdr

(pl P, ) ( _r? )
4nL

Esta ecuacion corresponde a una parabola.

La velocidad maxima en la parte central (r = 0) es:

> V=———"
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(p -p )R2 petréleo son conducidos diariamente. ;Cudl es la
Vi = BLut E VA presion maxima permitida por el oleoducto?
4L
[ ]

—
p—

1= —
—

Para determinar el gasto Q, consideremos el fluido
que pasa por un elemento diferencial de seccion como
se muestra en la figura siguiente:

dr

El volumen que atraviesa el elemento en un tiempo

dt es I
Solucion.
dV = vdAdt, donde dA = 2zrdr ) 10 ke/dia
Luego ~ (850kg/m’ \24hr/dia ) 60min/hr{66s/min)
dv = (p, - p2)<R2 r )(27zrdr =1,36x 107 m’/s
4nL La formula de Poiseuille:
y el gasto en la seccion diferencial es _T R4 PPy
dv
de = 2% (p1 p2)(R2—r2X27zrdr) 8 n L
dt 4nL 8G7L
Por lo tanto el gasto total, sera = Pi=P,= R
G= J‘ dG = (pl — P, ) J' (R2 —r? sz'dr) Entre dos estaciones de bombeo la distancia es:
4L 0 7,2x10° 2% 10°
_£R4(p1_p2) 6 it m
8 nL 1 poise = 0,1 Ns/m?
Esta expresion podemos escribirla como Luego la diferencia de presion entre las estaciones de
) bombeo es:
{(pl‘pz)R} - 8(1,36 x102m*/s0,INs/m (1,2 x10°m)
G = 7R? Bl L 7(0,15m)’
2 =8,2x 10°N/m’ = 8,1 atm

Como el oleoducto finalmente da el petroleo a

La expresion entre corchetes corresponde a V4, ° o o e ¢
presion atmosférica, la presion maxima permisible es

luego 9,1 atm.
2
G=7R (Tj FORMULA DE STOKES
Una burbuja de aire el agua, particulas de polvo
Como la velocidad promedio es \_/ _ Vinax. cayendo en el aire, objetos que caen en fluidos todos
ellos experimentan la oposicion de fuerzas viscosas.
Finalmente George Stokes encontr6 la relacion para esta fuerza

viscosa sobre un cuerpo en un fluido

_ 20, _ i ., .
G = 7R"V = Area de la seccion x velocidad F, = 67Rnv, donde I es el radio, V la velocidad

promedio
de la esferay 77 el coeficiente de viscosidad.
Ejemplo 84. Un oleoducto de 30 cm de didmetro y Esta expresion se denomina férmula de Stokes.
con seis estaciones de bombeo igualmente espaciadas
en sus 7,2 x 10° m, la primera estacion esta al inicio Medida del coeficiente de viscosidad
del oleoducto. El petréleo a presion atmosférica pasa La férmula de Stokes permite determinar el
en cada una de las estaciones y es lanzado a la coeficiente de viscosidad de un liquido, midiendo la
siguiente estacion a la a la maxima presion permitida, velocidad terminal de esferas cayendo en el fluido.

el petroleo finalmente llega al final a la presion
atmosférica. La densidad y la viscosidad del petroleo
son 850 kg/m’ 1 poise respectivamente, y 10° kg de
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oA
Jo
g

La esfera se mueve bajo la accion de las siguientes
fuerzas: el peso, el empuje (se supone que el cuerpo
estad completamente sumergido en el seno de un
fluido), y una fuerza de viscosidad.

El peso es el producto de la masa por la aceleracion
de la gravedad g. La masa es el producto de la
densidad del material p' por el volumen de la esfera

de radio R.
4
mg = p’EﬂR3g

De acuerdo con el principio de Arquimedes, el
empuje es igual al producto de la densidad del fluido
P, por el volumen del cuerpo sumergido, y por la

aceleracion de la gravedad.

E:p:ﬂR3g

Hugo Medina Guzman

La ecuacion del movimiento sera, por tanto:
mg-E-F, =ma.
La velocidad limite, se alcanza cuando la aceleracion

sea cero, es decir, cuando la resultante de las fuerzas
que actian sobre la esfera es cero.

mg-E=F,

PR - p ARG =GR,

Despejamos la velocidad limite V,

_29(p-p)R’
o
2g(p-p)R’
9v,

determinar el coeficiente de viscosidad de un liquido
de densidad p , midiendo la velocidad limite de una

Vi

De aqui: 77 = , ecuacion que permite

esfera de radio Ry densidad p'

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un tubo en U que esta abierto en ambos extremos
se llena parcialmente con agua. Después se vierte
kerosén de densidad 0,82 g/cm’ en uno de los lados
que forma una columna de 6 cm de altura. Determine
la diferencia de altura h entre las superficies de los dos
liquidos.

|

/]
G cm

5

N\
2. Un tubo en U que esta abierto en ambos extremos se
llena parcialmente con mercurio. Después se vierte
agua en ambos lados obteniéndose una situacion de
equilibrio ilustrada en la figura, donde h, =1 cm.

Determine la diferencia de altura h; entre las
superficies de los dos niveles de agua.

L

f,=1cm

3. Considere el sistema de la figura donde el tubo esta
lleno de aceite de densidad o = 0,85gcm’. Uno de los
recipientes esta abierto a la atmosfera y el otro esta

cerrado y contiene aire. Determine la presion en los
puntos A y B.

Respuesta.
Pa=82475 Pa
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Pg= 99135 Pa

4. Considere un vaso comunicante de 2 cm” de seccion
transversal que contiene mercurio pyg = 13,6 g/em’). A
un lado se echan 360 gramos de glicerina pg = 1,2
g/em’) y en el otro 1/4 de litro de alcohol p, = 0,8
g/cm’). Encuentre el desnivel d que existe entre los
niveles superiores de la glicerina y el alcohol. Haga un
grafico cualitativo de la presion “hidrostatica” en
funcioén de la profundidad para cada uno de los dos
“brazos” del vaso comunicante (grafique las dos
curvas en el mismo grafico).

a}

BAlzahal
Glicerina

Tvlercurio

5. Considere un sistema de vasos comunicantes
formado por dos tubos de seccion transversal de 50
cm’ que estan unidos por un tubito corto de seccion
transversal muy pequeiia (o sea, para efectos de este
problema podemos despreciar la cantidad de fluido que
se encontrara en el tubito). Inicialmente en este sistema
de vasos comunicantes se encuentran dos litros de
agua.

a) Encuentre la altura en que se encontraran las
interfases entre los liquidos y el aire en cada uno de los
tubos si en uno de los tubos se le agregan 2 litros de un
liquido cuya densidad es 0,8 g/cm’.

b) Para la situacion descrita en la parte a), encuentre la
presion en el fondo de los vasos comunicantes.

c¢) Encuentre la altura en que se encontraran las
interfases entre los liquidos y el aire en cada uno de los
tubos si en uno de los tubos, en lugar de 2, se le
agregan 3 litros de un liquido cuya densidad es 0,8
g/em’.

6. Considere una prensa hidraulica (ver figura adjunta).
Sean Ry =25 cm y R, = 150 ¢cm los radios de los
émbolos de bombeo y de presion, respectivamente.

Si de la palanca que actua sobre el embolo de bombeo
se tira con una fuerza F; = 100 N, ;qué fuerza ejercera
el émbolo de presion sobre el objeto S?
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£

=

émbolo
de presion

£¢mbolo

estanque
de bombeo

de reserva

| 1

- hvul ﬁ@ valvula
valvula

de retorno

valvula

7. Un cuerpo de material desconocido pesa 4N en el
aire y 2,52 N sumergido en agua. Encuentre la
densidad del material.

8. Una balsa de area A, espesor h y masa 400kg flota
en aguas tranquilas con una inmersion de Scm. Cuando
se le coloca una carga sobre ella, la inmersion es de 7,2
cm. Encuentre la masa de la carga.

9. Un cuerpo homogéneo prismatico de 20cm de
espesor, 20 cm de ancho y 40 cm de longitud se
mantiene en reposo sumergido en agua a 50cm de
profundidad a aplicar sobre ¢l una tension de 50 N.
(Cuanto pesa en aire y cual es su densidad relativa?

10. ;Qué fraccion del volumen de una pieza solida de
metal de densidad relativa al agua 7,25 flotara sobre un
mercurio de densidad relativa 13,577

11. Un tarro cilindrico de 20cm de diametro flota en
agua con 10cm de su altura por encima del nivel del
agua cuando se suspende un bloque de hierro de 100 N
de peso de su fondo. Si el bloque se coloca ahora
dentro del cilindro ;qué parte de la altura del cilindro
se encontrara por encima de la superficie del agua?
Considere la densidad del hierro 7,8gcm’.

12. Un bloque con una seccion transversal de area A,
altura H y densidad p, esté en equilibrio entre dos
fluidos de densidades p, y p, con p, < p < p,.

Suponga que los fluidos no se mezclan. Determine la
fuerza de empuje sobre el bloque y encuentre la

densidad del bloque en funcionde p,, p,, Hyh.

13, En una piscina se encuentra flotando una balsa que
tiene forma de un paralelepipedo de densidad relativa
(al agua) de 0,3 y cuyas dimensiones son 120 cm de
largo, 100 cm de ancho y 25 cm de alto. Determine

a) La fuerza de empuje.

b) La altura medida desde el fondo de la balsa a la que
se encuentra la linea de flotacion.

¢) El peso que deberia colocarse sobre la balsa para
que esta se hundiera 6cm mas.
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14. El rey Hieron de Siracusa pidio a Arquimedes que
examinara una corona maciza que habia ordenado
hacer de oro puro. La corona pesaba 10 kg en el aire y
9,375 kg sumergida en agua. Arquimedes concluyo
que la corona no era de puro oro. Asumiendo que en su
interior contenia plata, ;cuanto oro tenia la corona de
Hierén? La densidad del oro es 19,3 g/cm3; ladela
plata, 10,5 g/cm’.

15. Considere un vaso de agua lleno hasta el borde,
con un trozo de hielo flotando en el. Por supuesto que
el hielo, al flotar, sobrepasara por encima del borde del
vaso. A medida que el hielo se derrite. ;Se derramara
el vaso?

Suponga ahora que en el mismo vaso flota un pequefio
barco de juguete hecho de laton. Suponga ademas que
el barquito tiene un pequeiio orificio por el cual
penetra agua, haciendo que el barquito lentamente se
llene de agua. Durante este proceso, o sea mientras el
barco se llena de agua pero atin no se hunde, el nivel
del agua del vaso ;baja, queda a igual altura o sube?
Cuando finalmente el barquito se hunde, que pasa con
el nivel del agua?

16. Considere un cilindro de masa M, area A y altura h,
que flota “parado” en un liquido de densidad py.

a) (Hasta qué alguna estara sumergido el cilindro en el
liquido?

b) Si el recipiente que contiene le liquido es muy
grande (por ejemplo, un lago), (qué trabajo debe
realizarse para sacar el cilindro del liquido?

¢) ¢ Varia la respuesta si el recipiente que contiene el
liquido es un tambor cilindrico de area A,?

L

17. Considere una varilla de
madera muy liviana, de largo L,
seccion transversal A y densidad p,
que se hace flotar en el agua
(designe la densidad del agua por
P)- )
a) Convénzase de que no es posible

que la varilla flote “parada”.

b) Para lograr que la varilla flote m
parada, agreguémosle una masa

puntual m en el extremo inferior.

(Cual es la minima masa m que debe agregarse para
lograr el objetivo?

18. ;Qué volumen de helio se requiere si debe elevarse
un globo con una carga de 800 kg (incluido el peso del
globo vacio)? Las densidades del aire y del helio, a la
presion de una atmosfera, son pyi = 1,29 kg/m3 y

Hugo Medina Guzman

Pre = 0,18 kg/m’, respectivamente.

21. Se quiere confeccionar aluminio poroso (algo asi
como queso suizo) que se mantenga en suspension en
agua. Determine la razon entre el volumen de los poros
y el volumen del aluminio poroso. (La densidad del
aluminio 2700 kg/m®).

22. Dos globos esféricos inflados con aire, ambos de
radio R, se unen mediante una cuerda de longitud L.
Los dos globos se mantienen bajo el agua con el punto
medio de la cuerda fijo al fondo. Calcular la fuerza de
contacto entre los globos.

23. Una varilla yace en el fondo de un recipiente con
agua formando un angulo de 60° con la vertical. La
varilla es de seccion uniforme y esta formada por dos
pedazos iguales en longitud pero de distinta densidad.
La densidad de una de las porciones de la varilla es la
mitad de la del agua. Determine la densidad de la otra
porcion.

30°

24. Considere un bloque de hielo (densidad = 920
kg/m®) en forma de “L”, formado de tres cubos de 25
cm por lado. Mediante un peso se desea sumergir el
hielo en agua como se indica en la figura.

Determine la masa del peso y la ubicacion en el hielo
donde deberia adherirse de modo que el hielo se

mantenga justo sumergido lo mas estable posible.
a

—

h.iello

25. Repita el problema anterior si la linea OAB forma
un angulo de 30° respecto a la vertical.
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B

26. Determine la ubicacion “y “del pivote fijo A de
manera que justo se abra cuando el agua esta como se
indica en la figura.

2m

-

Im

i

|

27. Una gotita de agua de 1 mm de radio se pulveriza
en gotitas de 10 mm de radio. ¢En qué factor
aumenta la energia superficial (debido a la tension
superficial)?

28. Considere dos placas planas de vidrio, separadas
por una distancia de 0,1 mm, con un extremo
sumergidas en agua en forma vertical. ;Qué distancia
se elevara el agua entre las placas debido a la
capilaridad?

29. Un jardin es regado con un regador casero que
consiste en una botella plastica, con numerosos
agujeros de 1 mm de diametro, acostada sobre el jardin
y conectada aun a manguera. Asuma que una bomba
de agua se encarga de generar un flujo de agua
constante de 0,2 litros por segundo. ;Cuantos agujeros
debe tener la botella para que el agua llegue a mojar el
prado a 8 metros de distancia de la botella? ;Cual es la
presion al interior de la manguera si ésta tiene una
seccion transversal de 4 cm??

Vista lateral

Vista frontal

47

Hugo Medina Guzman

30. Un tubo de largo L, lleno de agua, gira en el plano
horizontal en torno a un eje vertical que pasa por uno
de sus extremos. En el extremo junto al eje, el tubo
esta abierto, coincidiendo por lo tanto la presion del
fluido con la presion atmosférica. El tubo gira con
velocidad angular constante . Si en el otro extremo,
en cierto instante, se abre un pequefio orificio, jcon
qué velocidad emergera el agua del tubo? (Especifique
la rapidez y direccion de la velocidad.)

i)

s
|

<

L

31. Para abastecer de agua a una casa de dos pisos se
recurre a un “hidropack”.

Este sistema consiste en un deposito subterraneo, una
bomba y un cilindro con agua y aire. La bomba inyecta
agua a presion al cilindro, que en su parte superior
queda con aire comprimido. Un medidor de presion
detiene la bomba cuando la presion del cilindro
alcanza el valor deseado (el mismo medidor vuelve a
encender la bomba cuando la presion baja de cierto
nivel). Si el nivel del agua en el cilindro se sitlia 1
metro por debajo del suelo, calcule la presion necesaria
en el aire comprimido para que una llave de 1 cm” de
seccion, a una altura de 5 metros sobre el suelo,
entregue un caudal de 12 litros por minuto. (La seccion
transversal del cilindro es grande respecto a la de la
llave.)

También encuentre la presion del aire al interior del
cilindro.

llave

Sm

1m

T
deposito -

bomba

aire
comprimido

32. La fuerza de sustentacion de un avién moderno es
del orden de 1000 N por metro cuadrado de ala.
Suponiendo que el aire es un fluido ideal y que la
velocidad del aire por debajo del ala es de 100 m/s,
(cudl debe ser la velocidad requerida por sobre el ala
para tener la sustentacion deseada? (La densidad del
aire es 1, kg/m’.)

T
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33. Considere la tuberia que lleva el agua de una
represa hacia una turbina. Suponga que la bocatoma se
encuentra a 10 metros bajo el nivel de las aguas y que
la turbina se encuentra 80 metros por debajo de ese
nivel. Al inicio, es decir a la salida de la represa, la
tuberia tiene un diametro de 40 cm. Suponga que el
fluido se comporta como un fluido ideal.

a) (Cual es el diametro maximo que puede tener la
tuberia en su extremo inferior para que no se
produzcan cortes de la columna de agua al interior de
la tuberia?

b) (Cual seria la cantidad de agua que pasaria en ese
caso por la tuberia y cual la velocidad del agua
emergente?

¢) Si el proceso de generacion de energia eléctrica
usando la presente turbina fuese 100% eficiente, ;cual
seria la potencia de esta central? ;Esto corresponde al
consumo promedio de cuantas casas?

d) Haga un grafico cualitativo de la presion al interior
de la tuberia en funcion de la altura. ;Como cambia
esta presion si la seccion de la tuberia, en el punto
emergente, se disminuye a la mitad? ;A la centésima
parte?

_]0m

20 m

34. Considere una tuberia de una calefaccion. En el
sotano su diametro es de 4,0 cm y en el segundo piso,
5 metros mas arriba, la tuberia tiene un diametro de
s6lo 2,6 cm. Si en el sotano una bomba se encarga de
bombear el agua con una velocidad de 0,5 m/s bajo
una presion de 3,0 atmosferas, jcual sera la rapidez de
flujo y la presion en el segundo piso?

35. Suponga que el nivel de un liquido (agua) en un
tambor tiene una altura h. A una altura b se hace una
pequeiia perforacion lateral que permite que el agua
emerja horizontalmente. ;A qué altura debe hacerse la
perforacion para que el alcance d del agua se maximo?

-]

e d —
Respuesta. b=h/2.

36. En un torrente de agua se sumerge un tubo
doblado, tal como se muestra en la figura adjunta. La
velocidad de la corriente con respecto al tubo es v =
2,5 m/s.
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La parte superior del tubo se encuentra a hg =12 cm
sobre el nivel del agua del torrente y tiene un pequefio
agujero.

(A qué altura h subira el chorro de agua que sale por el
agujero?

S

-

[ #o
E
- v
a
-— -—
Respuesta. Llegara a 20 cm.

37. La figura muestra un tubo de Pitot, instrumento
que se usa para medir la velocidad del aire. Si el
liquido que indica el nivel es agua y Ah =12 cm,
encuentre la velocidad del aire. La densidad del aire es
1,25 kg/m’.

aire

agua— | \_/

)
Respuesta. 43, m/s = 156 km/h.

38. Considere un oleoducto de 5 km y 50 cm de
didmetro por el cual se desea bombear 1 m® por
segundo. Si uno de los extremos esta abierto a la

presion atmosférica, ;qué presion [, debe existir en el

otro extremo? Suponga que la densidad del petrdleo es
950 kg/m’ y el coeficiente de viscosidad es 0,2 Pa s
aproximadamente. ;Cual es la potencia dW/dt (energia
por unidad de tiempo) disipada por la friccion interna
originada por la viscosidad?

Respuesta. p; 7,5 atm; potencia 650 kW.

39. Un liquido viscoso, teniendo una viscosidad del
equilibrio 80 poises, esta entre dos placas separadas
4,0 centimetros. Ambas placas estan en el
movimiento, en direcciones opuestas, con velocidades
de 3,0 centimetros/s, y el liquido entre ellas estd en
flujo laminar. El esfuerzo cortante aplicado al liquido,
en unidades SI, es:

Respuesta. 12

40. Encuentre la velocidad terminal que adquiere una
esfera de cobre de 0,5 cm de diametro, cuando cae en

agua ( Pg, = 8,92 g/em?). En qué factor disminuye la

velocidad terminal si el diametro se achica en un factor
10?
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CAPITULO 5. Termodinamica

INTRODUCCION.

Sistemas Termodinamicos

Variables termodindmicas macroscopicas.
Consideremos un gas encerrado en un tubo
cilindrico cerrado a uno de sus extremos y provisto
de una tapa deslizante (piston) en el otro. Como se
muestra en la figura.

El sistema descrito ocupa determinado volumen el
cual puede conocerse en determinado momento por
la posicion del piston, otra cantidad indispensable
para la descripcion del sistema es la presion del gas
en el cilindro, que también se puede conocer,
mediante un manometro. Finalmente, para tener una
idea completa de lo que sucede en el cilindro hay
que conocer la temperatura, la cual puede medirse
en forma simple al igual que las otras dos
cantidades. Estas cantidades obtenidas por medicion
directa, que describen al sistema, nos proporcionaran
lo que se conoce como la Descripcion microscdpica
del sistema.

Otro punto de vista de describir el sistema es
asumiendo que el gas esta formado por un gran
namero de particulas, moléculas o atomos, todos de
igual masa y cada uno moviéndose con una
velocidad independiente de las otras es imposible
aplicar las leyes de Newton del movimiento a cada
molécula por separado e incluso tabular las
coordenadas de cada molécula, en este caso es
necesario usar métodos estadisticos las cantidades
que lo especifican no estan directamente asociadas,
con nuestro sentido de percepcion, esta descripcion
es conocida como Descripcién microscopica del
Sistema.

La descripcion macroscopica o sea las propiedades
apreciadas por nuestros sentidos son el punto de
partida para todas las investigaciones y aplicaciones
practicas. Por ejemplo, en la mecéanica do un cuerpo
rigido, considerando los aspectos, externos,
especificamos su centro de masa con referencia a un
eje de coordenadas en un tiempo particular.

La posicion y el tiempo y la combinacion de ambos,
tal como la. Velocidad, constituyen algunas de las
cantidades macroscopicas usadas en mecanica y son
llamadas coordenadas mecanicas y estas sirven para
determinar la energia potencial y cinética del cuerpo
rigido. Estos dos tipos de energia, constituyen la
energia mecanica o externa del cuerpo rigido. El
proposito de la mecanica es encontrar relaciones
entre las coordenadas de posicion y el tiempo

consistentes con las leyes de Newton del
movimiento.

En la termodinamica la atencion se dirige al exterior
del sistema. Se determinan experimentalmente: las
cantidades macroscopicas que son necesarias y
suficientes para describir el estado interno del
sistema, estas son llamadas coordenadas
termodinamicas.

El propésito de la termodinamica es encontrar las
relaciones entre las coordenadas termodinamicas
consistentes con las leyes fundamentales de la
termodinamica.

Finalmente, puntualizaremos que dentro de la fisica,
las leyes que relacionan las cantidades
macroscopicas, se denomina termodinamica clasica
o simplemente termodinamica y, las formulas
matematicas que relacionan las cantidades
microscopicas, constituyen la Mecanica Estadistica,
o Teoria atomica del calor, o bien, cuando se usan
técnicas simples estadistico-matematicas se le llama
teoria cinética.

LEY CERO DE LA TERMODINAMICA Y
EQUILIBRIO TERMICO.

Supongamos que tenemos dos sistemas A y B,
separados cada uno y definidos por las coordenadas
(presion y temperatura) p, Ty p’, T’
respectivamente.

El estado de un sistema en el cual las velocidades
macroscopicas tienen valores que permanecen
constantes mientras que las condiciones externas no
se cambien, se conoce como estado de equilibrio
térmico.

Equilibrio térmico. Los experimentos demuestran
que la existencia de un estado de equilibrio depende
de la proximidad de otros sistemas y de la naturaleza
de la pared que los separa. Si cuando un sistema
estd en un estado de equilibrio y este no cambia con
cualquier cambio en el ambiente, el sistema se dice
que esta “Aislado” o rodeado por una pared “Pared
Adiabatica”. Cuando las variables macroscopicas de
dos sistemas que se encuentran conectadas por una
pared diatérmica no varian, se dice que se
encuentran equilibrios térmicos entre ellas.
Imaginemos a los sistemas A y B separados en
contacto, o separados por una pared diatérmica, con
un sistema C.
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El sistema A estara en equilibrio con el sistema C y
el sistema B también estara en equilibrio con el
sistema C, luego los sistemas A y B estaran en
equilibrio térmico uno con el otro.

Esto se conoce como la Ley cero de la
termodinamica,

"Si dos sistemas se encuentran en equilibrio térmico
con un tercer sistema, los dos sistemas se encuentran
en equilibrio entre si".

Esta ley esta de acuerdo a nuestra experiencia diaria
de nuestros sentidos, es sencilla pero no obvia, es un
hecho que sucede pero podria no haber sido asi. Nos
expresa la idea fundamental de temperatura. Cuando
decimos que las variables macrosc6picas no varian,
nos hace falta definir una propiedad que asegure
esto.

Esta propiedad la llamaremos Temperatura.
Nosotros queremos asignar un niumero de cada
estado de equilibrio de un sistema que tenga la
propiedad que dos sistemas con el mismo numero
estén en equilibrio térmico entre ellos.

"La temperatura de un sistema es una propiedad que
determina si un sistema esté en equilibrio o no con
otros sistemas".

TEMPERATURA Y ESCALAS

La temperatura se determina por la medicion de
alguna cantidad mecanica, eléctrica u dptica cuyo
valor se correlaciona con la temperatura.
Generalmente la temperatura de una sustancia, sino
en el termoémetro el cual, se pone en contacto intimo
con la instancia y adquiere la misma temperatura.
Se llama TERMOMETRO, a un aparato que permite
medir la temperatura por medio de su propiedad
termométrica o variable macroscopica que es
sensible al estado térmico de la sustancia. Los
principales termometros y sus propiedades
termométricas se muestran en la tabla.

TERMOMETRO PROPIEDAD
TERMOMETRICA

Gas a volumen constante Presion

Gas a presion constante Volumen

Resistencia eléctrica Resistencia eléctrica

Termocupla Fuerza electromotriz
Columna liquida en un tubo | Longitud
capilar

Construyamos una escala de temperatura, para esto
tomemos como termometro una columna liquida de
mercurio en un tubo capilar de vidrio, observamos
que la columna de mercurio aumentara cuando
aumenta la temperatura, como la compresibilidad del
mercurio es tan pequefia podemos considerar como
si fuera a presion constante. La relacion mas simple
entre temperatura y longitud de la columna que
podemos elegir, es una relacion lineal de y.

t(y) = ay+b
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Donde las constantes a y b se evalian de acuerdo a
un conjunto definido de reglas. Asignemos niimeros
arbitrarios a dos puntos fijos.

Escala Celsius o centigrada.

En la escala Celsius o centigrada uno de ellos el
punto de congelacion del agua, es decir el punto en
que el agua y el hielo estan en equilibrio a la presion
atmosférica, a esta temperatura le damos el valor
cero grados Celsius o grados centigrados (0°C).

t=ay,+b=0"C

El otro punto, el de ebullicion del agua a presion
atmosférica, a este le llamamos Cien grados
(100°C).

t=ay,+b=100"C

Al resolver las dos ecuaciones simultaneamente
encontramos los valores de a y b.

100°C 100°C

Ve = Ve Ve = Ve

Sustituyendo la expresion original

(—1o0c L =2)

(v =)
Para un termémetro a gas a Volumen Constante la
expresion seria

c

(—100°c\2=P)
(p. - p.)

y para un termometro a gas a presion constante la
expresion seria

(= 100c %)

v.-7)
El termometro a gas a volumen constante consiste en
un balén B, lleno de gas (hidrégeno por ejemplo)

ligado a un tubo en forma de U lleno de mercurio, el
volumen de gas en el balon se mantiene constante

subiendo o bajando B ; hasta que el mercurioen B,

se encuentra en la marca cero.

La presion p que equilibra la presion del gas es
p=T6cm+h

La experiencia muestra que la dependencia de la
presion con relacion a la temperatura es lineal con
esto se obtiene la escala de un termémetro
colocando el baldn en un bafio de hielo en fusion,
marcando p. y después repitiendo la operacion con
vapor de agua, marcando p,.
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La distancia entre esos dos puntos se toma, por
convencion igual a 100°.

Medidas usando el gas hidrogeno como sustancia
termométrica muestra que

Pe _ 1366
P,
o0 sea que la relacion con la temperatura, seria:

(=100°C \Pe ) 100°C [p 1)

(pe_lJ ~(1,366-1) p,

P
P.

[ = 273,15(£ — 1}’0
P,

En esta expresion se ve que cuando la temperatura es
-273.15 la presion es Cero. Como no es posible para
la presion tomar valores menores que cero, a este
valor de la temperatura se le torna como origen de
una nueva escala de temperatura, escala
ABSOLUTA de Temperaturas en grados KELVIN.
T(K)=#("C)+273,15°C

En realidad para calibrar el termometro, no se toma
como referencia el punto de fusion del hielo, sino
que se especifica corno "punto fijo patrén” al
llamado "Punto triple de agua", unico punto en el
que coexisten en equilibrio hielo, liquido y vapor de
agua, dandose solamente a la presion de 4,58 mm
Hg.

Obteniéndose:

t =0,01°C

T=273,16K

T=27316 2K

P,
El termémetro de gas a volumen constante se toma
como standard porque es el que experimentalmente
mas nos conviene, pues es el que nos da las
variaciones mas pequefias y también porque cuando
el termdémetro contiene gas a baja presion, la
diferencia de lectura en temperatura usando
diferentes gases es reducida.

Ejemplo 1. Cuando el bulbo de un termémetro de
gas a volumen constante se coloca en un recipiente
con agua a 100 °C, la presion del gas es 227 mm de
Hg. Cuando el bulbo se mueve a una mezcla de hielo
- sal la presion del gas cae a 162 mm de Hg.
Asumiendo el comportamiento ideal, como en la
figura, ;cuadl es la temperatura Celsius de la mezcla
de hielo — sal?
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/

|
|
- 273,15 0 100

Solucidn.

Considerando el comportamiento del termometro
con la linealidad mostrada en la figura.

Para la presion del gas es 227 mm de Hg
corresponde una temperatura 100 +273,5 =373,15 K
Para la presion 162 mm de Hg corresponde

373,15
227

x 162 = 266,30 K 0 -6,85°C

Ejemplo 2. En un lugar en que la presion

atmosférica es 760 mm de mercurio introducimos un

termometro centigrado en hielo fundente y luego en

vapor de agua hirviendo. El termémetro, mal

graduado, marca 2° para el primero y 102,5° para el

segundo

a) (Qué formula de reduccion deberemos emplear
para calcular la temperatura real en todos los
casos? Si el termdémetro marca 50°,

b) (cual es la verdadera temperatura?

¢) (A qué temperatura seria correcta la lectura del
termometro?

Solucion.

a) El cero de un termdémetro correcto corresponde al

2 del mal graduado, y el 100 corresponde 102,5°.

El intervalo fundamental esta, por tanto, dividido

en: 102,5-2=100,5

Llamando 4 a la temperatura marcada por el

incorrecto y C a la del centigrado perfecto, la

formula sera:

Cc _A-2
100 100,5

C 50-2
= =
100 100,5

C= 48x100
100,5

¢) Si la indicacion fuese correcta, se verificaria:

=47,76°C

€ =2 1005C=100C 200
100 100,5
=229 __400°C

2
Lo cual es imposible, puesto que el cero absoluto
es - 273,16 °C, menor temperatura a la que puede
aproximar un sistema.

Ejemplo 3. Un termdémetro centigrado mal graduado
marca 8° en el punto de fusion del hielo y 99° en el
de ebullicion del agua, en un lugar en que la presion



Calor y Termodinamica

atmosférica es 760 mm. Resolver para este
termometro las preguntas del problema anterior.
Solucién.

1) El intervalo fundamental sera: 99 - 8 =91
Luego la féormula de reduccion es:

C _4-3
100 91
C_S0-8 4200, 0
100 91 91
3) izﬂ:>91C—8OO=100C
100 91
800

= C=——=889°C
9

Otras escalas de temperatura.

Asi como la escala Celsius (Centigrado) y su
correspondiente en la escala absoluta Kelvin, existen
otras escalas en el sistema inglés.

100 G ATIK

0°c 273 K

Celsius Foelvin

La escala FAHRENHEIT, al cero de la escala
Celsius corresponde a 32° F y los 100°C
corresponden a 9 divisiones de °F, la relacion de
equilibrio es:

t(°F) = zt (°C) +32°F

y
5
t(°C)= o (°F)-32°F
La escala absoluta correspondiente a la escala
Fahrenheit es la escala RANKINE.

T(R) = (°F)+459,67(R)
T(R)= %T(K)

Ejemplo 4. a) La temperatura de la superficie del
Sol es de unos 600 °C. Exprésese esa temperatura en
la escala Fahrenheit.

b) Exprese la temperatura normal del cuerpo
humano 98,6 °F, en la escala Celsius.

c) exprese la temperatura de pasteurizacion, 165 °F,
en la escala Celsius.

d) Exprese el punto normal de ebullicion del
Oxigeno —183 °C, en la escala Fahrenheit.

Solucién.
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a) Como 7. =;(TF —32)y

T. =Ty —273,15, igualando ambas expresiones,

encontramos para la temperatura Fahrenheit:

T, = z (T, —255,37)=10340,33°F .

b) T, = ;(TF ~32)=37°C
0T, = ;(TF ~32)="73,89°C.
Q) T, = zTC +32=-297,4°C.

DILATACION TERMICA.

Efectos frecuentes en los materiales al presentarse
cambios de temperatura, son variaciones en sus
dimensiones y cambios de estado. En primer lugar
consideraremos aqui, las variaciones de dimensiones
que ocurren sin cambios de estado.

Cuando la temperatura de un cuerpo aumenta, este
por lo general se dilata. Una excepcion es el agua
que se contrae entre 0°C y 4°C, este comportamiento
es critico en la manera como los lagos y los océanos
polares se congelan de la superficie hacia abajo, en
lugar de hacerlo del fondo hacia la superficie, ya que
el agua mas fria que 4°C se eleva en lugar de
hundirse y el agua a 0°C esta en la superficie en
lugar de estar en el fondo. (La densidad del agua a
4°C es maxima, = 1 g/cm’).

Expansion lineal.

El cambio de una dimension lineal de un sélido tal
como el largo, el ancho, alto o una distancia entre
dos marcas se conoce como la expansion lineal.

F ¢ q'
I
—a e—
A

Experimentalmente se encuentra, para un amplio
rango de temperaturas, que el cambio de longitudes

Al , es proporcional al cambio de temperatura At y
a la longitud /, de tal manera que podemos escribir:
Al = alAt,donde & es el coeficiente de

expansion lineal. Este coeficiente tiene diferentes
valores para los diferentes materiales y tiene por
unidad I/grado.

O bien,

—=alt
Para encontrar la longitud final después de un

cambio de temperatura At , escribimos — = ¢ df ,

e integramos considerando la longitud ¢ para t =1,,
y (' para t =1, siendo t, —t, = At
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F@:ajqzdt = lnﬁ\j' :at‘tz =
‘f f ¢ 4
A A

ln? =alt,-t,) = ln? = alAt

EY
Z — eaAt = Kv: geaAt
Desarrollando e en series de Taylor
x x2 X
{e*=1++++ ......... —oo<x<oo}
o2t 3
Obtenemos:

2 3
= le™ = E{H aAl + (at?) + (at?) +}

1! 2! 3!

Como a es una cantidad muy pequefia podemos no
considerar los términos con &, &, .....

y finalmente

0 = 0(1+aAt)y=L+Al

Expansion de superficie.
Consideremos ahora el area al elevar la temperatura
At , para esto tomamos una superficie como se

muestra en la figura, antes de la expansion su area es
A = ab.

M
a se expande en Aa = a,aAt
b se expande en Ab = a,bAt
Luego a'=a+Aa= a(l + alAt) y
b'=b+Ab=b(1+a,At)
A'=a'b'= a(l+ a,At)b(1 + a,At)
A'=a'b'= ab[l +(a, + o, )AL + alazAtz]
En esta expresion el ultimo término se puede
despreciar ya que &, y &, son valores muy
pequetios,y A4 = ab tenemos
A= Al + (o, + a, )At]
En el caso de ser un cuerpo isotrépico, los
coeficientes de expansion lineal &, y o, son
iguales a &, luego
A'= A1+ 2aAt)
Como A'= A+ AA, tenemos:
AA = 2aAAt = yAAt
Donde ¥ =2 es el coeficiente de expansion de
area.
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Expansién de volumen.
Usando el mismo argumento se demuestra que el
cambio de volumen de un sélido de volumen 7V, al

elevarse la temperatura Af es

AV =3aVAt = BVAt

Donde £ =3 es el coeficiente de expansion de
volumen.

Coeficiente de dilatacion lineal de algunos de los
materiales mas usuales.

Sélidos a (°Ch
Concreto 0,7-12x 107
Plata 2,0 x 10°
Oro 1,5x 107
Invar 0,04 x 107
Plomo 3,0x 107
Zinc 2,6 x 107
Hielo 5,1x107°
Aluminio 2,4x10°
Latén 1,8x 107
Cobre 1,7x 107
Vidrio 0,4-09x10”
Hierro 1,2x 107
Cuarzo 0,04 x 10~
Acero 1,2x 107
Liquidos £ (CChH
Glicerina 5,1x10°
Alcohol etilico 7,5x 107
Mercurio 1,8x 107
Bisulfuro de 11,5x 107
carbono

Agua (20°C) 2,0x 107

Ejemplo 5. En el comparador de la figura se mide la
dilatacion de una barra de hierro, de 1 m de longitud
a 0 °C, obteniéndose para los 50 °C una dilatacion

de 0,06 cm.

y —

Calcular:

a) El coeficiente de dilatacion lineal del hierro.

b). Si tiene una seccion de 10 cm” a 0°C, ;cuales son
su seccion y su volumen a 100 °C?

Solucion.

L'—L, 0,060
a) o = =
LyxAT 100x50
=12x107%C™!




Calor y Termodinamica

b) y =2a =24x107°°C""

Como

A' = A,(1+ yAT) =10(1+24x107° x100)
=10,024cm’

Siendo f=3a =36x107°°C™"

Obtenemos:

V'=V,(1+ BAT) =10x100(1+36x107° x100)
= 1003,6cm’

Ejemplo 6. Un herrero ha de colocar una llanta

circular de 1 m de diametro a una rueda de madera

de igual diametro. Con objeto de poder ajustarla,

calienta la llanta hasta conseguir que su radio supere

en 2 mm al de la rueda. Sabiendo que la temperatura

ambiente es de 20 °C y su coeficiente de dilatacion

lineal es 12,2 x 10°°°C", calcular la temperatura en

grados centigrados a que debe calentarse la llanta

para cumplir las condiciones expuestas.

Solucion.

0'=1(+aAT)=2m'(1+ aAT)

d'=d(1+aAT)

Luego

d'-d _ 4x107
ad  122x107°x1

= T=20+AT =347°C

AT = =327°C

Ejemplo 7. Un anillo de acero, de 75 mm de
didmetro interior a 20 °C, ha de ser calentado e
introducido en un eje de laton de 75,05 mm de
diametro a 20 °C.

a) (A qué temperatura ha de calentarse el anillo?
b) (A qué temperatura tendriamos que enfriar el
conjunto para que el anillo saliera ¢l solo del eje?
(Coeficiente de dilatacion del acero: 12 x 10 °oC!:
coeficiente de dilatacion del laton: 20 x 10 °C™)
Solucién.

a) D' = D(1+ aAT)

= 75,05= 75(1+12><10_6AT)

= AT:—75’05_75_6 =55°C
T5%x12x10

=T =T+AT =20+55=75°C

b) Los diametros a la temperatura que nos piden
deberan ser iguales:

D(+a,AT"y=D"(1+ a,AT")

D = diametro del anillo a 20° C;

D’’= didmetro del eje a 20 °C;

o,y «, coeficiente de dilatacion del acero y del

laton, respectivamente). Luego:

B D_DN
D"x20x10° =75%x12x10°°

AT’
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=—83,2°C
T"=T+AT"=20-83,2=-63,2°C

Ejemplo 8. La varilla de un reloj de lenteja sin
compensar, que bate segundos a 0° C, es de laton.
Averiguar cuanto se retrasa el reloj en un dia si se
introduce en un ambiente a 200° C. Coeficiente de
dilatacion del laton: oo = 17 x 10 °C". (Considerar
el péndulo como simple, de longitud la misma que la

varilla.)
Solucién.
. o
A 0° el semiperiodo (1 s) serd: 1 =7 |—
g

A200% T =7 Lol +aAT)
g

Dividiendo:

=1+ aAT =J1+17x107° x 200
= J1,0034s =1,0017 s

Como un dia dura 86400 segundos el péndulo dara

86400

1,0017

El péndulo da en 1 dia 86 400 - 86 253 = 147
semioscilaciones menos que en su marcha correcta:
El reloj se retrasara en 147 s =2 min 27 s

=86253 semioscilaciones

Ejemplo 9. Una varilla de cobre de densidad
uniforme y de seccion constante oscila como un
péndulo colgada de uno de sus extremos, con un
periodo de 1,6 s cuando se encuentra a una
determinada temperatura ambiente. Siendo el
coeficiente de dilatacion lineal del cobre

19 x 10°°°C"', determinese el incremento de
temperatura que habria que darle al ambiente para
que el periodo aumente en 3 milésimas de s.
Solucion.

El periodo a la temperatura inicial T es:

1
—M??
=21 L =2r 37€ =2r 20
\| Mgd Mg~ 3g
2
y a la temperatura T + AT sera:

S 20(1+ aAT)
3g

dividiendo los dos:
’

§=4/(1+aAT):>

M\ 2 2
AT = T = : — =197°C
o 19x10~
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Ejemplo 10. La densidad del mercurio a 0°C es
13,6 g/cm3 : su coeficiente de dilatacion, 182 x 10°°
°C. Calcular la densidad del mercurio a 100 °C.
Solucion.

P 13,6
P 1+ SAT  1+182x107°100
= 13,36 g/cm’

Ejemplo 11. Una vasija de cinc (coeficiente de
dilatacién lineal: 29 x 10 °C™) esta llena de
mercurio a 100 °C, teniendo entonces una capacidad
de 10 /. Se enftia hasta 0°C. Calcular la masa de
mercurio, medida a 0 °C, que hay que afiadir para
que la vasija quede completamente llena.
Cocleﬁciente de dilatacion del mercurio, 182 x 10
°C".

Densidad del mercurio a 0 °C, 13,6 g/cm3 .
Solucion.

El volumen de la vasija a 0° quedara determinado
por la ecuacion:

V'=V(1- BAT)
y-_
(1- BAT)

en la que: f=3 x 29 x10°°C"' =87 x10° °C"!
V'=1000cm’ AT =(0-100) = - 100°C
1000
1+87x107°x100

Por tanto: V = =991,38 cm’

El volumen del mercurio a 0° quedara determinado
por la misma ecuacion en la que

B, =182x107°°C™":
V' 1000
Vi = = — =
1+ B, AT 1+182x107° x100
982,13 cm®

La diferencia es el volumen que queda por llenar:
V- Vig=991,38 - 982,13 = 9,25 cm’

La masa del mercurio que hay que agregar es:
AM = pHgAV =13,6x9,25=1258¢g

Ejemplo 12. Una vasija de Zn esta llena de
mercurio a 0°C, teniendo una capacidad de 5 /.
Calcular el volumen de mercurio que se derrama a
100 °C por efecto de la mayor dilatacion de este
ultimo. (Tomar los datos necesarios del problema
anterior.)

Solucién.

£ =87x10°%°C"!

Vasija: V' =V (1+ SAT)=5000(1 + 87x 10° x
100) = 5043,5 cm’

El volumen del mercurio a 100 °C es:

Ve =5000 (1 +182 x 10° x 100)

=5091 cm’
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El volumen del mercurio que se derrama 100 °C es:
V.=V'=V;, =5091-5043,5
=47,5cm’

Ejemplo 13. Dos barras de longitudes L, L3
coeficientes de dilatacion lineal oy y o
respectivamente se sujetan en un extremo, existiendo
en el extremo libre una diferencia de longitud AL.
Qué relacion debe existir entre sus coeficientes de
dilatacion lineal tal que dicha diferencia de longitud
se mantenga constante cuando el conjunto se somete
a una variacion de temperatura.

Solucidn.

Jit:

B Ly AL

Como AL = constante
Ly-L,=Ls-L",,
L,—L,=L,(1+a,AT)-L,(1+a,T)
De aqui: Lya,AT =L ,a ,AT

LA

. Oy
Finalmente: — = —~
ay LB

Ejemplo 14. Un tubo de acero, cuyo coeficiente de
expansion lineal es =18 x 10, contiene mercurio,
cuyo coeficiente de expansion de volumen es =
180 x 10 °C™!; el volumen de mercurio contenido
en el tubo es 10° m® a 0 °C, se desea que la columna
de mercurio permanezca constante para un rango
normal de temperaturas. Esto se logra insertando en
la columna de mercurio una varilla de silicio, cuyo
coeficiente de dilatacion es despreciable.

Calcular el volumen de la varilla de silicio.

o

Keceidn AD j

Solucién.
A 0°C, sea V, el volumen de la varilla de silicio y V'
el volumen de mercurio, a esta condicion tenemos

oA, =V +V,
A una temperatura ¢ la seccion A4, se incrementa a

A, (1 R2ax).
Similarmente el volumen de mercurio cambia de V a

V(1 +4¢).

Como se requiere que ¢ , bermanezca constante, se
tiene

l, A, (1 R2at)=(V+ V) (1 +2at)
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Por otro lado este volumen es: V(1 +4¢) + V,
igualando ambas expresiones
V+Vy)y(I+2a) = V(1 +pt)+ 7V,
=Vo(1+2a-1) = V(1 + f -2cx)

- V(B-2a) _V(B-2a)

20t 2a
-6
=V(180 36_)610 _ay
36x10
=4x10°m’

La varilla de silicio ocupa los 4/5 del volumen total
a 0°C.

Ejemplo 15.

Una barra de acero, & ;ozzp =11x107° /°C,
tiene un diametro de 3 cm a la temperatura de 25 °C.
Un anillo de bronce, & gy =17,107° /°C,

tiene un diametro interior de 2,992 cm a la misma
temperatura. (A qué temperatura comun entrara
justamente el anillo en la varilla?

Solucién.

Puesto que los diametros son cantidades lineales,
éstas se dilataran con la temperatura. Como la
temperatura inicial es de 25 °C y la final T donde
los diametros deben coincidir, se tiene:

d,=d,, [1 + aACERO(T - 25)]

dy = dOB[I + A groner (T — 25)]

Despejando 7', encontramos:

d,,(1-25a,)+d,,;(25a, —1)
(dOBaB —dy,a, )

=472,83 °C.

T =

Ejemplo 16. Un vaso de vidrio de 75 cm” se llena
completamente de mercurio a la temperatura
ambiente de 25 °C. A la temperatura de 20 °C, ;Cual
sera el volumen de mercurio derramado?

B, =1821x 107 /°C,

a, =9,6x10°/°C

Solucion.

El volumen derramado ¥/, corresponde a la

diferencia entre el volumen de mercurio VHg menos
el volumen del vaso VV , es decir:
Vp = VHg -V
=V, 1+ B, AT )=V, (1+3e, AT)
=V,AT(B,, -3, )

=(75X-5)(18,21-2,88)x10°
= -0,058 cm’
Se derraman 0,058 cm’ de mercurio

Ejemplo 17. En el centro de un disco de acero hay
un orificio de didmetro
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d=4,99 mm (a 0 °C). ;Hasta que temperatura hay
que calentar al disco para que por el orificio empiece
a pasar una bola de diametro D = 5,00 mm? El
coeficiente de dilatacion lineal del aceroes o= 1,1 x
10° K™

Solucidn.

d (1 + aAT ) = D, reemplazando valores:

4,99(1+1,1x107 AT)=5,00

Resolviendo encontramos AT =182 , como la
temperatura inicial es 0°C, es necesario elevar la
temperatura hasta 182°C.

Ejemplo 18. Una bola de vidrio de coeficiente de
dilatacion cubica es f, se pesa tres veces en el aire y
en un liquido a las temperaturas #, y #,. Las
indicaciones de las balanzas para las tres pesadas
son: P, Py P,. Determinar el coeficiente de
dilatacion cubica del liquido.

Solucién.

Supongamos que el volumen de la bola a la
temperatura #; es igual a ¥, entonces a la temperatura
t, seraigual a V (1 + PAf), donde At =1, — 1
Escribamos las indicaciones de las balanzas para las
tres pesadas:

P=plg,
P =P-plg,
P, =P pyg UFPAD.

S+ A

Donde p es la densidad del vidrio y p, la densidad
del liquido (ambas a la temperatura #,).

En la formula de P despreciamos la fuerza de
empuje por ser pequea la densidad del aire. Por eso
no tiene importancia la temperatura a que hizo esta
pesada.

De las tres ecuaciones se obtiene £ en funcion de P,
Py, P, t, t, y [ que son conocidos:

ﬁ _Pz_Pl"'(P_Pl)ﬂ(tz_ll)
b (P_Pz)(tz_tl)

En la practica se suele utilizar una bola de vidrio de
cuarzo cuyo coeficiente de dilatacion cubica es
mucho menor que el coeficiente de dilataciéon ctibica
de la inmensa mayoria de los liquidos. En este caso
la respuesta se puede simplificar:

_ (B-B)
hi= (P-PB)(t, —1))

Ejemplo 19. Dos laminas, una de acero y otra de
bronce, de igual espesor a = 0,2 mm, estan
remachadas entre si por sus extremos de manera que
a la temperatura 7; = 293 K forman una ldémina
bimetalica plana. ;Cual sera el radio de flexion de
esta lamina a la temperatura 7, = 393 K?

El coeficiente de dilatacion lineal:

Aceroes o =1,1x10°K™" ydel

Broncees @, =2x107°K ™.
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Solucioén.

Vamos a suponer que la linea media de cada lamina
conserva la longitud que tendria en estado no
curvado. El radio 7 se determina por las condiciones

W_%) =(+Al,, Al,=(aAT,
¢(r+%) =0+Al,, A0, =(a,AT,

(1+a,AT)(r + %) = (1+ o, AT)(r — g),

Por consiguiente
. a[2 + (0{1 + az)AT]
2(a, —a))AT

=22,5cm

FATIGA DE ORIGEN TERMICO.
Consideremos una barra de seccion A sujeta en
ambos extremos

-, -

Al aumentar la temperatura Af, deberia producirse
un cambio de longitud

A—€=aAt
!

pero como no se puede dilatar por estar sujeta, la
tension debe aumentar hasta un valor suficiente para
producir el mismo cambio pero de sentido inverso,
este esfuerzo es:

Al

=Y 7 , reemplazando obtenemos:

=YoAt

ST |

Ejemplo 20. Una platina de cobre se suelda con dos
platinas de acero, como se muestra en la figura. Las
tres platinas son iguales, teniendo exactamente la

misma longitud a temperatura ambiente. Calcular las

fatigas que se produciran al aumentar la temperatura
en At grados.
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Solucién.
En el esquema se muestran las dilataciones que se
producirian en cada barra si no estuvieran soldadas
(a) y las deformaciones por estarlo (b).
AL

z AL

(&)

AL . AL,

Ly :
También se tiene que la distribucion de fuerzas
elasticas que igualan la longitud del sistema, por
simetria se puede considerar de la siguiente forma
siguiente:

F, =2F,
A 7
17— b— 7,
1+ -

De este esquema tenemos las siguientes relaciones
geométricas entre las deformaciones:

Dividiendo esta expresion entre L, tenemos una
relacion entre las deformaciones unitarias
AL, _ AL _ AL, n AL,

L L L L

Como
AL AL' F,
f— oAty S
L L AY,
AL AL' F.
2 = a,At y 2 =2
L L AY,
Reemplazando se tiene:
aAt—— =a,At+—2
1 AY,
Con F, =2F,
2F
a At ——1 =a,At +—
AY.
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Despejando F) /A

ko (0{2 _al)At
yia U,

12
7+7
(Yl Yzj

Y las fatigas seran:

Sl :ﬁ_ (aZ _al)At

4 (1 2
7+7
Y, Y,

F, 2F 2@, -a)At

4 4 1 2
7+7
non

Nota: Por sencillez de exposicion, se ha omitido
precisar que al determinar las deformaciones

' '
AL', y AL

S, =

L. 2 .
unitarias se han despreciado los

términos de segundo orden.

ALY, AL F
L+AL, L A4y’
AL'Z AL'Z F2

~

L+AL, L  AY,
Debidoa L >> AL,y L>>AL,.

Ejemplo 21. Dos varillas del mismo diametro, una
de bronce de 25 cm. de longitud, y la otra de acero
de 50 cm. De longitud se colocan extremo a extremo
y aseguradas entre dos soportes rigidos.

La temperatura de las varillas se eleva 40°C.

(Cual es el esfuerzo en cada varilla?

Moédulo de Young del acero 20 x 10 " dina em
Moddulo de Young del bronce: 10 x 10" dina cm
Coeficiente de dilatacion térmica acero 1,2x10 -
por °C

Coeficiente de dilatacion térmica bronce 1,8x10 -
por °C

Solucién.

Al elevarse la temperatura las varillas deberian
expandirse si les fuera permitido, pero al no ser asi
sufren esfuerzo de compresion, las fuerzas en las dos
varillas debe ser la misma. Por lo tanto, la union
debe de desplazarse hasta alcanzar el equilibrio.
Entonces los esfuerzos son iguales.

F Y Al, YAl
A 0, ly
Pero la longitud (Al , + A/ ) esigualala
cantidad que no se deje expandir por dilatacion
AU+ AUy =1, o At + 1 pos At
Luego:

A+ Al =(0a,+10,)40

(1)

)
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Resolviendo (1) y (2) obtenemos
(0 a,+1la,)40

Al, =
(1+£—B£)
KA YB
Al = (0 a,+lyay)40
B
(1+€—A£)
EB YA

Reemplazando valores tenemos:
Al, =21x10%cmy
Al =2,1x 107 cm.

y el esfuerzo en cada varilla

F YAl YAl

A l, Uy
. 2
_10x10" d1n221 X 2,1x10” cm
cm 25cm
o dina
=084 x 107 ——
cm

Ejemplo 22. Una barra de bronce se enfria en
nitrégeno liquido hasta la temperatura 77 = 72 K.
Asi enfriada, esta barra se introduce ajustadamente
en la abertura rectangular de una abrazadera rigida,
que esta a la temperatura 7, = 293 K, de manera que
la holgura entre los extremos de la barra y los planos
correspondientes de la abertura de la abrazadera
puede considerarse nula. ;Qué presion ejercera la
barra sobre la abrazadera cuando se caliente hasta la
temperatura 7, = 293 K? El coeficiente de dilatacion
lineal del bronce es &= 1,75 x10° K"y el modulo de
Young Y=1,04x 10" Pa.

Solucion.

Al enfriarse, la barra se contrae. Su longitud se hace

iguala /= EO[I—CX(T2 —Tl)], de donde
(fo —1)
£

barra, apretada en la abrazadera, su longitud sigue

=a(T, —T,), Después de calentar la

siendo 7, y la compresion (¢ — ¢ ) estaré ahora

motivada por las fuerzas elasticas.

b, =1L
Escribamos la ley de Hooke: w = £, donde
Y Y
p es la presion que ejerce la abrazadera sobre la
barra en la direccion del eje de ésta.

. (=1
Comparando las expresiones de —— hallamos

que la presion que buscabamos:
p=Ya(T,-T)=4x10"Pa.

Conviene advertir que la presion no depende de la
longitud de la barra.

Ejemplo 23. Entre dos paredes se encuentra una
barra, de seccion A, compuesta de dos partes de
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igual longitud ¢/2 que tienen los coeficientes de
dilatacion lineal oy y o, y los modulos de Young Yy
Y ,. A latemperatura 7 los extremos de la barra
apenas tocan las paredes.

(Con qué fuerza presionara dicha barra sobre las
paredes si se calienta hasta la temperatura 7>.
Despréciese la deformacion de las paredes. Cuanto
se desplazara la junta de las partes de la barra?
Solucion.

Cuando la barra se calienta desde la temperatura 7}
hasta la temperatura 75, sin paredes que la limiten, se
alarga en la magnitud

l
A=Al +Al, = [E)(al +a,)T,-T).
Con las paredes limitadoras la barra calentada
resulta comprimida en esta misma magnitud. Por la
ley de Hooke (la fuerza compresora F es la misma
en ambas partos de la barra)

M:&_Fﬁz_Fzﬁ[LL]E
vs s 2l v, )4
Esta relacion, en términos generales, es aproximada,
ya que las longitudes /; y ¢, de !as partes de la barra
a la temperatura 7, las hemos sustituido por su
longitud ¢/2 a la temperatura 7;. No obstante, se
comprende facilmente que el error relativo que se
comete al determinar A/ por esta formula sera del
orden do A//¢ y, por lo tanto, nuestra aproximacion
es muy buena (A/ << /) De las relaciones antes
escritas hallamos.
polara)yy y g

(Y, +7,)
El desplazamiento A/ de la junta de las partes de la
barra se puedo determinar tomando en consideracion
que éste se compone del desplazamiento debido a la
dilatacion (por ejemplo, de la primera parte de la
barra) y del desplazamiento inverso causado por
compresion:

14 F
AM=—lo,-T)——
2{ (T~ 1) YVJ

_ é(alyl _azyz)

T,-T
Ejemplo 24. Un anillo de laton de varios
centimetros de didmetro se calienta hasta la
temperatura 7; = 573 K y se encaja ajustadamente
sobre un cilindro de acero cuya temperatura es 7, =
291 K. ;/Qué esfuerzo de rotura experimentara el
anillo una vez enfriado hasta 291 K? .El coeficiente
de dilatacién lineal del laton es o= 1,84 x 10° Ky
su modulo de Young ¥ = 6,47 x 10'° Pa. Las
dimensiones de la seccién del anillo son 2 x 5 mm®.
Solucién.

Al ser calentada, la longitud de la circunferencia
interna del anillo aumento:
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L) ofr, 1),
2

Donde /,y /, son las longitudes de la

l, :€2[I+a(]1 _Tz)]’

circunferencia interna a las temperaturas 7; = 573 K
y =291 K. Despreciando la disminucion del
diametro del cilindro de acero bajo la accion de los
esfuerzos compresoras por parte del anillo,
consideraremos que, después de enfriarse el anillo,
la longitud do su circunferencia interna sigue siendo
igual a /; y el anillo resulta estirado por las fuerzas
elasticas. Como en nuestro caso el grosor del anillo
es pequefio en comparacion con su diametro se
puede suponer que el alargamiento relativo de todas

. . (E 1 4 2)
sus capas es el mismo e iguala ——== .

2

Entonces la extension del anillo se puede relacionar
con el esfuerzo de traccion por medio de la ley de

(6=t _F

Hooke: —, donde F es el esfuerzo do
2

traccion; 4, la seccion del anillo, y ¥, el médulo de
Young. En definitiva se obtiene que
F=Ya(T,-T,)=3360 N.

Esta solucion no es exacta totalmente debido o s6lo
a que hemos sustituido la deformacion no
homogénea del anillo por su alargamiento uniforme,
sino también a que las tensiones radiales provocan
en el anillo la variacion de la longitud de su
circunferencia. Cuanto menor sea el espesor del
anillo en comparacion con su diametro, tanto
menores seran las correcciones a introducir por estas
circunstancias.

Ejemplo 25. Un tubo de acero de 28,0 m de
longitud, se instalé cuando la temperatura era de 15°
C, se usa para transportar vapor sobrecalentado a la
temperatura e 110° C. El coeficiente de expansion
lineal del acero es 1,2 x 10 K, el modulo de
Young es 2,0 x 10" Pa, y el esfuerzo de ruptura es
5,0 x 10° Pa.

a) El tubo puede expandirse libremente cuando
transporta vapor. ;En cuanto incrementa su
longitud?

b) A la temperatura de 15° C la tuberia se asegurd al
piso de concreto tal que se impide la expansion
lineal. ;Cuadl es la relacion entre el esfuerzo térmico
en el tubo y el esfuerzo de ruptura del acero, cuando
se transporta el vapor?

Solucion.

a)

a=12x10°K", L=28,0m
AG=110-15=95°C.

AL = alLAO

= AL=(1,2x107)28)95) =3.192x 10° m
AL F S

b) —=—==
L Y4 Y
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AL (aLAH

:>S:Y7=Y szaAe

Este es el esfuerzo térmico

S =2,0x10"(1,2x107 }95) =2,28 x 10* Pa

esfuerzo térmico _ 2,28x10°

= ~ 0,456
esfuerzode riptura ~ 5,0x10°

Ejemplo 26. Una esfera hueca del metal esta
flotando en el agua a 0 °C. Si la temperatura del
agua se elevaa 6 °C, la esfera se sumerge
completamente en el agua sin hundirse. Desprecie la
expansion de la esfera. Encuentre la expresion para
determinar coeficiente de dilatacion clibica del
agua.

Solucion.

Dados:

P, la densidad de la esfera,
P, la densidad del liquido

P, Coeficiente de dilatacion cubica del liquido
(p:9 )agua = (pe )esfem

Como V,, =V,,(1+p8) =

Mo _Ma(1ype) = L= (14 p0)=
Po  Po Po  Po
Po =p0(1—,349)

Igualando P, (l - ,56’) =p,

Finalmente [} = Po"Pe
do.
CALOR Y TRABAJO

Cuando dos sistemas a diferente temperatura se
hallan en contacto térmico, el calor fluye del sistema
mas caliente al mas frio, hasta que alcanzan el
equilibrio a una temperatura comun, la cantidad de
calor que sale de un cuerpo es igual a la cantidad de
calor que entra en el otro. Inicialmente se elabor? la
teoria del calorico, para explicar este flujo, esta
sustancia no podia ser creada ni destruida, pero si
transferida de un cuerpo a otro. La teoria del
calodrico servia para describir la transferencia de
calor, pero se descarto al observar que el calorico se
creaba por friccion y no habria una desaparicion
correspondiente de calorico en ningun otro sitio.

En 1778 el Conde Rumford, como punto de sus
observaciones en el taladro de cafiones propuso que
¢l calor debe estar asociado con el movimiento. Pero
no se estableci6 sino hasta medio siglo después de
esta observacion que habia una relacion definida
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entre la cantidad de trabajo hecho contra la friccion
y el calor producido.

En 1843 James Prescott Joule empled un aparato en
el cual el agua se agitaba por un conjunto de paletas
giratorias y la energia mecanica suministrada para
rotar las paletas podia medirse con aproximacion. El
efecto térmico del trabajo mecanico hecho sobre el
agua, era la elevacion de la temperatura. El
experimento de Joule demostr6 que la elevacion de
la temperatura era proporcional a la cantidad de
trabajo hecho sobre el agua. Por consiguiente el
trabajo realizado en agitar el agua es equivalente al
calor afiadido al agua.

A pesar de que no necesitamos unidades especiales
para el calor, una vez reconocido que es una forma
de energia medible en Joules, o cualquier otra
unidad de energia, se sigue utilizando la unidad
historica del calor, es decir la CALORIA. La caloria
se define cuantitativamente como la cantidad de
energia necesaria para elevar la temperatura de un
gramo de agua desde 14,5°C a 15,5°C. La cantidad
de energia para elevar la temperatura de un
kilogramo de agua desde 14,5°C a 15,5°C es la
kilocaloria. La “caloria” utilizada para medir el
equivalente energético de los alimentos es realmente
la kilocaloria. En el sistema ingles la unidad es el
British thermal unit (BTU)

1 BTU = 252 calorias

El equivalente exacto entre el trabajo realizado y el
calor afiadido esta dado por la relacion experimental.
lcal = 4,186 Joules

1 BTU = 778 libra pie

Esta relacion es conocida como el EQUIVALENTE
MECANICO DE CALOR

CAPACIDAD CALORIFICA. CALOR
ESPECIFICO

La cantidad de calor necesario para producir un
aumento de temperatura en una cierta masa depende
de la sustancia. Definamos primero:

La CAPACIDAD CALORIFICA. (C) de un cuerpo
es la cantidad de calor requerido para elevar la
temperatura de un cuerpo en un grado,

c-%

dT
Sus unidades son: Caloria/°C, BTU/°F.
Luego, definamos:
El CALOR ESPECIFICO (c) es la capacidad
calorifica por unidad de masa:

._C_do/dT _ do

m m mdt
Sus unidades son cal/gr x °C 6 BTU/libra x °F
kcal cal
Observe que: | =
kg°C ~ g°C
Y que:
I1BTU 250 cal _,cal  kcal

1libra°F  453,6g 5/9°C  g°C  kg°C
O sea que el valor numérico del calor especifico es
el mismo en esas tres unidades.
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A pesar que el calor especifico de la sustancias varia
ligeramente con la temperatura, sera adecuado para
nuestra discusion, asumir que el calor especifico es
constante independiente de la temperatura. Luego
podemos determinara el calor Q necesario para
elevar la temperatura de la masa m de una sustancia

At grados, de la siguiente manera:

0= mJ‘TT’ cdt = mc(Tf -T )chT

CALOR ESPECIFICO
Aluminio 0,212 Hielo 0,48
Acero 0,11 Carbon 0,3
Bronce 0,090 Concreto 0.16
Cobre 0,094 Vidrio  0,12-0,20
Oro 0,031 Parafina 0,69
Plata 0,056 Caucho 0,48
Platino 0,032 Madera 0,3-0,7
Plomo 0,031 Agua 1,00
Tungsteno 0,032 Alcohol 0,6
Zinc 0,094 Petroleo 0,51
Agua de mar 0,93

La capacidad calorifica depende del tipo de proceso
que se realiza durante la transferencia de calor.
Tiene valores definidos solamente para procesos
definidos.

En particular manteniendo la presion constante se
denomina capacidad calorifica a presion constante
Cp y si se mantiene el volumen constante se
denomina capacidad calorifica a volumen constante
Cv. En general Cp y Cv son diferentes y se
analizaran con algun detalle mas adelante.

Ejemplo 27. Dos sustancias m; y m, de calores
especificos ¢ y ¢, estan a temperatura ¢, y
respectivamente (¢ > t,).

Calcular la temperatura final que alcanzan al
ponerlos en contacto, sabiendo que no se presentan
cambios de estado.

Solucién.

My

Py +m2

f >ty
Por conservacion de energia:
2.0=0
Como: Q = mc (t;-tp)
Se tiene:
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m¢, (t _t1): mzcz(t _tz)

o bien

_mlcl(t _tl)"'mzcz(t _tz): 0

o sea: Calor perdido = calor ganado

mc\t, —m,C;t = m,C,t —m,C,t,

mct, + m,c,t, = (m]cl +m,c, )t
Despejando el valor de la temperatura final ¢:
. m,c\t, +m,c,t,

m,c, + m,c,

Determinacion del calor especifico de un sélido
La experiencia se realiza en un calorimetro
consistente en un vaso (Dewar) o en su defecto
convenientemente aislado. El vaso se cierra con una
tapa hecha de material aislante, con dos orificios por
los que salen un termémetro y el agitador.

Se pesa una pieza de material s6lido de calor
especifico ¢ desconocido, resultando m su masa. Se
pone la pieza en agua casi hirviendo a la temperatura
T.

Se ponen M gramos de agua en el calorimetro, se
agita, y después de un poco de tiempo, se mide su
temperatura 7). A continuacion, se deposita la pieza
de s6lido rapidamente en el calorimetro. Se agita, y
después de un cierto tiempo se alcanza la
temperatura de equilibrio 7.

m,, es la masa del vaso del calorimetroy ¢, su
calor especifico.
m, la masa de la parte sumergida del termémetro y

¢, su calor especifico

m,, la masa de la parte sumergida del agitadory ¢,

su calor especifico

M la masa de agua que contiene el vaso, su calor
especifico es la unidad

Por otra parte:

Sean m y ¢ las masay el calor especifico del
cuerpo problema a la temperatura inicial 7.

En el equilibrio a la temperatura 7, se tendra la
siguiente relacion.

(M + k)T, =T,)+mec(T, -T)=0
La capacidad del calorimetro dada por
k=m.c,+mc,+m,c

+Ca > ¢ le denomina
equivalente en agua del calorimetro, y se expresa en
gramos de agua, y es una constante para cada
calorimetro.

El calor especifico desconocido del sera por tanto
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(M +k)T, - T,)
m(T -T,)

En esta formula tenemos una cantidad desconocida
k, que debemos determinar experimentalmente.

Determinacién del equivalente en agua del
calorimetro

Se ponen M gramos de agua en el calorimetro, se
agita, y después de un poco de tiempo, se mide su
temperatura 7. A continuacion se vierten m gramos
de agua a la temperatura 7. Se agita la mezcla'y
después de un poco de tiempo, se mide la
temperatura de equilibrio 7.

Como el calorimetro es un sistema aislado
tendremos que

(M + k)T, =T,)+m(T, - T)

(r-7,)
= k:mm—M

Ejemplo 28. Calcule el calor especifico de un metal
con los siguientes datos. Un recipiente
(“calorimetro”) hecho de metal cuya masa es 3,64
kg contiene 13,6 kg de agua. Un pedazo de metal de
1,82 kg de masa, del mismo material del recipiente y
con temperatura de 176,7 °C se echa en el agua. El
agua y el recipiente tienen inicialmente una
temperatura de 15,5 °C y la temperatura final de todo
el sistema llega a ser de 18,33 °C.

Solucién.

Debido a que se trata de un problema de intercambio
de calor, el calor entregado por el metal = calor

recibido por el (agua y recipiente). Llamando (), al

calor liberado por el metal, O, , O, a los recibidos

por el agua y recipiente respectivamente:
0,+0,+0,=0.

Considerando que el metal y recipiente tienen un

calor especifico ¢, , reemplazando en la expresion

anterior:
Ql = mmetalcm (]}inal - Tmetal )’
QZ = maguacagua (]}inal - 7:1gua) y

Q3 = mrecipientecm (Tﬁnal - T;ecipiente)

m,c (Tf —Tm)+maca(Tf —Ta)+m c

m-m\" r-m

(Tf - Tr) =0,
Es decir:

_maca(Tf _7—;1)
¢ = A
" m, (T, -1, )+m(1,-T)

_138x1072 2L |
g°C

Ejemplo 29. ;Cuantas calorias se requieren para
elevar la temperatura de 3 kg de aluminio de 20°C a
50°C?
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Solucién.

Tomemos como calor especifico del aluminio
¢=0,215 cal/g °C, entonces

O = meAt =3000 x 0,215 x (50 - 20) = 1,935 x 10*
cal

Ejemplo 30. Un trozo de 300 g de cobre se calienta
en un horno y en seguida se deja caer en un
calorimetro de 500 g de aluminio que contiene 300 g
de agua. Si la temperatura del agua se eleva de 15°C
a 30°C ;cuadl era la temperatura inicial del cobre?
(Suponga que no se pierde calor.) ;Cuanto calor se
debe agregar a 20 g de aluminio a 20°C para fundirlo
completamente?

Solucion.

cq= 0,215 cal/g.°C

cmo =1 cal/g.°C

ccu.= 0,0924 cal/g.°C

QOabsorbido = 300 x 1 x (30 - 15) + 500 x 0,215 x (30 -

15)
Ocedido= 300 x 0,0924 x (#;- 30)
Entonces

300x 1x(30-15)+500x0,215x (30 - 15) =300 x
0,0924 x (t; - 30), de donde la temperatura inicial del
Cobre resulta ser ¢,= 250,51 °C.

Para saber las calorias necesarias para fundir 20
gramos de aluminio a 20 °C, de las tablas obtenemos
para el calor de fusion:

Lroay=3,97x10° J/kg a t= 660 °C, de modo que el
calor necesario sera

Como 1 J =0,24 cal de modo que

Lrap=3,97 x 102 x 0,24 = 95,28 cal/g

Entonces O = mcAt + mL,

0=20x0,215(660 - 20) + 20 x 95,28 = 4657,6 cal

Ejemplo 31. Una moneda de cobre de 3 g a 25°C,
cae al piso desde una altura de 50 m.

a) Si 60% de su energia potencial inicial se gasta en
aumentar su energia interna, determine su
temperatura final.

b) (Depende el resultado de la masa del centavo?
Explique.

Solucion.

ccy = 0,0924 cal/g °C

mey= 3 g

a) La energia potencial sera
U=mgh=0,003x9,8x50=1,47J=0,35cal
Entonces

0 , 06x035

t, =t + =25
mc, 3x0,0924

b) No depende de m: porque Q es proporcional m y
el aumento de temperatura es inversamente
proporcional a m.

=25,76 °C

Ejemplo 32. Para medir el calor especifico de un
liquido se emplea un calorimetro de flujo. Se afiade
calor en una cantidad conocida a una corriente del
liquido que pasa por el calorimetro con un volumen
conocido. Entonces, una medicion de la diferencia
de temperatura resultante entre los puntos de entrada
y salida de la corriente de liquido nos permite
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calcular el calor especifico del liquido. Un liquido de
0,85 g/cm’ de densidad fluye a través de un
calorimetro a razon de 8,2 cm®/s. Se afiade calor por
medio de un calentador eléctrico en espiral de 250
W, y se establece una diferencia de temperatura de
15°C en condiciones de estado estacionario entre los
puntos de entrada y salida del flujo. Halle el calor
especifico (c) del liquido.

Solucion.

El flujo de calor Q = 250W que se pone produce
una elevacion de temperatura AT = 15°C.

El calor absorbido por una masa m es Q = mcAT ,

Como es masa que fluye y la entrada de calor es
estacionariamente

4O _5H_dm a7
dt dt
De aqui
c:Ld,como m=pV,
AT—m
dt
am _ AV ) 85x82=6978
dt dt ]
Reemplazando valores, tenemos:

c= 250 - =2391 !
15°Cx6,97x10 kg’C

FASES DE LA MATERIA

Otro de los efectos comunes de los cambios de
temperatura son los cambios de estado de los
materiales (solido, liquido, gaseoso, plasma y CBE).

SOLIDO. Manteniendo constante la presion, a baja
temperatura los cuerpos se presentan en forma sélida
tal que los atomos se encuentran entrelazados
formando generalmente estructuras cristalinas, lo
que confiere al cuerpo la capacidad de soportar
fuerzas sin deformacion aparente. Son, por tanto,
agregados generalmente rigidos, duros y resistentes.
El estado solido presenta las siguientes
caracteristicas:

Fuerza de cohesion (atraccion).
Vibracion.

Tiene forma propia.

Los s6lidos no se pueden comprimir.

Resistentes a fragmentarse.
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Volumen definido.

Puede ser organico o inorganico

LIQUIDO. Incrementando la temperatura el solido
se va "descomponiendo" hasta desaparecer la
estructura cristalina alcanzandose el estado liquido,
cuya caracteristica principal es la capacidad de fluir
y adaptarse a la forma del recipiente que lo contiene.
En este caso, alin existe una cierta ligazon entre los
atomos del cuerpo, aunque de mucha menor
intensidad que en el caso de los solidos. El estado
liquido presenta las siguientes caracteristicas:

Fuerza de cohesion menor (regular)
Movimiento-energia cinética.

Sin forma definida.

Toma el volumen del envase que lo contiene.
En frio se comprime.

Posee fluidez.

Puede presentar fendmeno de difusion.

Gaseo0so. Por ultimo, incrementando ain mas la
temperatura se alcanza el estado gaseoso. Los
atomos o moléculas del gas se encuentran
virtualmente libres de modo que son capaces de
ocupar todo el espacio del recipiente que lo contiene,
aunque con mayor propiedad deberia decirse que se
distribuye o reparte por todo el espacio disponible.
El estado gaseoso presenta las siguientes
caracteristicas:

Fuerza de cohesion casi nula.

Sin forma definida.
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Sin volumen definido.
Se puede comprimir facilmente.

Ejerce presion sobre las paredes del recipiente que
los contiene.

Los gases se mueven con libertad.

PLASMA. Al plasma se le llama a veces "el cuarto
estado de la materia", ademas de los tres "clasicos",
solido, liquido y gas. Es un gas en el que los a&tomos
se han roto, que esta formado por electrones
negativos y por iones positivos, atomos que han
perdido electrones y han quedado con una carga
eléctrica positiva y que estan moviéndose
libremente.

La lampara fluorescente, muy usada en el hogar y
en el trabajo, contiene plasma (su componente
principal es el vapor de mercurio) que calienta y
agita la electricidad, mediante la linea de fuerza a la
que esta conectada la lampara.

Plasma $
Reactancia
O DICLER

La linea hace positivo eléctricamente a un extremo y
el otro negativo causa que los iones (+) se aceleren
hacia el extremo (-), y que los electrones (-) vayan
hacia el extremo (+). Las particulas aceleradas ganan
energia, colisionan con los 4tomos, expulsan
electrones adicionales y asi mantienen el plasma,
incluso aunque se recombinen particulas. Las
colisiones también hacen que los atomos emitan luz
y, de hecho, esta forma de luz es més eficiente que
las lamparas tradicionales. Los letreros de neon y las
luces urbanas funcionan por un principio similar y
también se usan (o usaron) en electronica.

La ldmpara de plasma (también llamada "globo de
plasma" o "esfera de plasma") es un objeto
novedoso, que alcanzd su popularidad en los afios
1980. Fue inventada por Nikola Tesla tras su
experimentacion con corrientes de alta frecuencia en
un tubo de cristal vacio con el proposito de
investigar el fendmeno del alto voltaje.
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CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN (CBE).
Otro estado de la materia es el condensado de Bose-
Einstein (CBE), predicho en 1924 por Satyendra
Nath Bose y Albert Einstein, y obtenido en 1995 (los
fisicos Eric A. Cornell, Carl E. Wieman y Wolfgang
Ketterle compartieron el Premio Nobel de Fisica de
2001 por este hecho). Este estado se consigue a
temperaturas cercanas al cero absoluto y se
caracteriza porque los 4&tomos se encuentran todos en
el mismo lugar, formando un superatomo.

La figura siguiente muestra la Condensacion de
Bose-Einstein a 400, 200, y 50 nano-Kelvins

El Condensado de Bose-Einstein se ve como una
pequefia masa en el fondo de una trampa magnética.
Esta masa de condensado es como una gota de agua
que se condensa del aire cuando éste es enfriado.
Cuando se forma inicialmente, el condensado esta
rodeado todavia de atomos normales de gas, asi que
parece la semilla dentro de una cereza.

(Para qué sirve la Condensacion de Bose-Einstein?
Es muy reciente y sabemos muy poco a cerca de ella
para dar una respuesta. Es algo asi como si
viviéramos en una isla tropical hace 400 afios y un
pedazo de iceberg llegara a la costa. Sin que nadie
hubiera visto hielo antes, pasaria algin tiempo antes
de que alguien se diera cuenta de que puede usarse
para hacer helados.
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También hay ciertos problemas de ingenieria que
deben ser resueltos antes de que la CBE pueda
usarse para mucho.

Sin embargo las similitudes entre CBE y la luz de
laser sugieren que probablemente lo sea.

CAMBIOS DE ESTADO - CALOR LATENTE
Cuando la temperatura de un cuerpo aumenta por
causa de un calor suministrado, se origina un
aumento de la energia cinética del movimiento de
las moléculas. Cuando un material pasa de la forma
liquida a la fase gaseosa, las moléculas, que, por
causa de sus atracciones naturales se mantenian
originalmente en contacto, se alejan mas de las otras.
Esto requiere se realice un trabajo en contra de las
fuerzas de atraccion, es decir hace falta que se
suministre una energia a las moléculas para
separarlas. De este modelo podemos deducir que un
cambio de fase de liquido a gas requiere calor atin
cuando no se produzca elevacion de la temperatura,
lo mismo sucede para sélido a liquido.

Para sustancias puras", los cambios de fase se
producen a cualquier presion, pero a determinadas
temperaturas. Se requiere una determinada cantidad
de calor para cambios de fase de una cantidad de
sustancia dada.

Esto es, el calor es proporcional a la masa de la
sustancia.

O=mL

Donde L es una constante caracteristica de la
sustancia y de cambio de fase que se produce.

Si el cambio es de so6lido a liquido, sera L s (calor
latente de fusion) y si el cambio el de liquido a gas,
sera L, (calor latente de vaporizacion).

En el caso del agua a presion atmosférica la fusion

se produce a 0°Cy L 7 vale 79,7 cal/gr. Y la

vaporizacion se produce a 100°Cy L vale 539.2

cal/gr.
Similarmente ocurre para los procesos inversos de
solidificacion y condensacion.
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Sublimacion.

También bajo ciertas condiciones de temperatura y
presion se puede pasar directamente de solido a gas
son pasar por liquido y se denomina sublimacion, L
(calor de sublimacion).

Ejemplo 33. Se afiade calor a una sustancia pura en
un recipiente cerrado a una razon constante. El
grafico muestra la temperatura de la sustancia como
una funcion del tiempo. Si Lyes el calor latente de
fusiéon y L, es el calor latente de vaporizacion. ;Cual
es el valor de la relacion L,/L;para esta sustancia?

Temperatura

Tiempo

Solucion.
La relacién de los tiempos empleados en absorber
calor para la vaporizacion y la fusion es 5/2, como se
trata de la misma masa en ambos casos, esta relacion
sera igual a la relacion de los calores latentes; esto

L, 5
es: — = —

L, 2

Ejemplo 34. Determinar el calor necesario para
vaporizar 200 gr. De hielo que se encuentra a la
temperatura de —5°C.

Solucion.

Como ocurren cambios de estado debemos calcular
las calorias requeridas en cada proceso.
Utilicemos los siguientes valores:

Calor especifico del hielo: 0,5 cal/g°C

Calor especifico del agua: 1 cal/g°C

Calor de fusion del agua: 80 cal/g

Calor de vaporizacion del agua: 540 cal/g

Calor para elevar la temperatura del hielo de —5°C a
0°C
Or=mxcxAt=mx0,5x][0-(-5)]

= mx2,5cal

Calor para pasar de hielo a agua (fusion)
O,=mx L= mx380cal

Calor para elevar la temperatura del Agua de 0°C a
100°C
O;=mxcxAt = mx1x(100-0)

= mx 100 cal

Calor para pasar de Agua a Vapor (vaporizacion)
04=m x 540 cal

Finalmente,

Q:ZQ =0, +0,+0;+0,
=m(2,5+80+100+540) = 200 x722,5
= 144500 cal.
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Ejemplo 35. Calcular la temperatura final cuando se
mezclan 2 kg. de hielo a -20°C con 10 kg. de agua a
60°C.

Solucion.

Como ocurren cambios de estados es preciso
primero, hacer un balance de energia para
determinar si el agua se convierte en hielo o el hielo
en agua, u ocurre una conversion parcial.
Trabajemos en Kilocalorias utilizando los siguientes
valores:

Calor especifico del hielo : 0,55 kcal/kg °C
Calor especifico del agua : 1 keal/kg °C
Calor de fusion del agua : 80 kcal/kg

Calor necesario para convertir el hielo en
aguaa0 °C.

0, = my xcgx At = 2x20 = 22 keal
0, =mygx L = 2x 80 = 160 kcal

On=2.0=0+0,= 182keal (1)

Calor liberado al llevar el agua de 60°C a 0°C.
Q, = mx cyAt = 10x1x60 = 600 keal

0, = .0'=0',= 600kcal )

Comparando (1) y (2), como Q,> Oy, nos indica que
el agua dispone de las calorias necesarias para
convertir todo el hielo en agua y mas atn elevar su
temperatura a mas de 0°C. Esto es, la temperatura
final ¢ estara entre, 0°C <¢ < 60°C y se determinara
igualando el calor ganado al calor perdido.

Calor ganado

0, =22 (valor ya determinado)

0>= 160 (valor ya determinado)
Os =mcAt=2x1x(0)=2t
O = 01t t 05

=22+160+2¢t = 182 +2¢ 3)
Calor perdido
Op=mcAt

=10x 1x (60-r) = 10(60 - 1) 4

Finalmente, igualando (3) y (4)

Oc=0p

182 + 2t = 10(60 - £)

Despejando ¢, se obtiene la temperatura final de la
mezcla (agua)

T = 34,8°C

Ejemplo 36. Determinar la temperatura final cuando
se mezclan 1/2 kg de hielo a -16°C con 1 kg de agua
a 20°C que se encuentra contenida en un recipiente o
calorimetro de cobre de 1/2 kg.

Solucién.

Como en el ejemplo anterior es necesario hacer un
balance de energia.

Nuevamente trabajando en kilocalorias y con

Calor especifico del cobre = 0,09 kcal/kg °C
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Calor necesario para convertir el Hielo en Agua a
°C.

01 =mgxcy x At = 0,55x16 = 4,4 kcal
0, =myxL = 05x80 =40,0kcal

On=2 0=0+0, =444 keal (1)
Calor liberado para llevar el Agua a °C (incluyendo
el recipiente)

O =maxc,x At = 1x1x20 = 20,0 keal
0y =mexc.x At = 0,5x0,09x 20 =0,9 kcal

Ou=D, 0 =01+ Q1 =209 keal (2)

Comparando (1) y (2), como Q,. < Q, nos indica

que no se dispone de las calorias necesarias para
convertir el hielo en agua a °C. Pero, como Q,.>

0, sise elevara la temperatura del hielo a 0°C y

solo parte del hielo se podra convertir en agua.
Luego, la temperatura final es 0°C, ¢ = 0°C
(Cuadles seran las masas finales de hielo y Agua?
La energia que resta después de elevar la
temperatura del hielo a 0°C es:

Qi - 01 = 20,9-44 =16,5 keal.

Con estas calorias se convertira en agua:

QO =MxL

=16,5= Mx80 =M = 0,21 Kg.

y se quedaran como hielo a 0°C:

(0,50 -0,21) = 0,29 kg.

Por lo tanto, se tendra finalmente,

1,21 kg. de Aguay 0,29 kg. de Hielo

Por supuesto todo a 0°C, incluyendo el calorimetro.

Ejemplo 37. Un trozo de hielode 10 g y
temperatura —10 °C se introducen en 1,5 kg de agua
a 75 °C. Determine la temperatura final de la mezcla.

Chiets = 0,45cal/g°C,

L sion icto = 80C31/ g

Solucion.

El calor cedido por el agua es igual al ganado por el
hielo. El hielo gana una porcién calor desde la
temperatura —10 °C hasta 0 °C, otra para cambiar de
estado manteniendo la temperatura constante de 0 °C
y otra cuando se ha convertido en agua al cambiar la
temperatura de 0 °C hasta la temperatura de

equilibrio 7,. De este modo:
m,c,[0—(=10)]+m,L,

+m,c, (T, -0)+ maca(Te —75): 0.
Despejando 7, encontramos:

T =7394°C

Ejemplo 38. Un recipiente de cobre de masa 0.5 kg
contiene 1 kg de agua a 20°C se le afiade 0,5 kg de
hielo a—16°C

a) encontrar la temperatura de equilibrio

b) Cuanto hielo y cuanta agua quedan.
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Ceobre = 390L 5 cagua = 4190L
kgK kg K
J , 7
Chiclo = 2100—K= qusio'n hielo — 334x10° —

kg kg
Solucién.
Calor cedido por el agua y el calorimetro al llevarlo
de 20°C a 0°C

0, =(m.c, +m,c,)A

= (0,5%390 +1,0x4190)20 =87700J
Calor para llevar el hielo -18%C a 0°C
0, =m,c,Af =0,5x2100x16 = 16800 J
Calor para fundir el hielo
O, = L,m;, =334x10°x0,5 = 167x10° J
Analisis:
Tenemos 87700 J , esa cantidad puede elevar la
temperatura del hielo hasta los 0°C

Nos quedan 87700 -16800 = 70900 J
Esto no puede fundir todo el hielo, solamente

70,900x10°J
334x10° J/kg
a) Temperatura de equilibrio 0°C

b) Finalmente quedan 1 + 0,212 = 1,212 kg de agua
y 0,5-0,212 = 0,288 kg de hielo

alcanza para fundir =0,212 kg

Ejemplo 39. Un recipiente metalico de masa 200 g,
aislado del exterior, contiene 100 g de agua en
equilibrio térmico a 22° C. Un cubo de hielo de 10 g,
en el punto de fusion, se suelta en el agua, cuando se
alcanza el equilibrio térmico la temperatura es 15° C.
Asumir que no hay intercambio de calor con el
exterior.

Para el agua el calor especifico es 4190 J/kg K y el
calor de fusion es 3,34 x 10° J/kg.

(Cual es el calor especifico del metal?

Solucion.

Calor cedido = Calor ganado

¢, (0,2)(22-15)+4190(0,1)(22-15)
= 0,01(3,34x10°)+4190(0,01)15-0)
o = 739,64
kg K

Ejemplo 40. Determine el estado final cuando se
mezclan 20 g de hielo a 0 °C con 10 g de vapor a
100 °C.

Solucién.

Cagua=1 cal/g. °C

L,=3,33x10° J/kg = 80 cal/g

L,=2.26x 10° J/kg = 542.4 cal/g

Mhiela =20 g

Mvapor =10 g

Si se condensa todo el vapor cede 5424 cal.

Si se funde todo el Hielo absorbe 80x20 = 1600 cal
quedando agua que para ser llevada a 100 °C
absorberia a lo mas 20 x 100 =2000 cal.
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De aqui se concluye que no puede condensarse todo
el vapor, pero si fundirse todo el Hielo. De modo
que la temperatura final, en presencia de vapor debe
ser ¢ = 100 °C: Supongamos entonces que condensa
m gramos de vapor

chdido = 542,4 x m cal

Oubsorvido=20x 80 + 20 x 1 x 100 = 3600 cal

3
5424xm= 3600 = m= =66g

Luego el estado final consiste en una mezcla a 100
°C de 4,4 g de vapor y 26,6 g de agua liquida.

Ejemplo 41. Un recipiente de cobre de 0,1 kg
contiene 0,16 kg de agua y 0,018 kg de hielo en
equilibrio térmico a presion atmosférica. Si se
introduce un trozo de plomo de 0,75 kg de masa a
255°C, (qué temperatura final de equilibrio se
alcanza? (Considere que no hay intercambio de calor
con el entorno)

¢y, = 1301/kgK
¢, = 3901/kgK
Cona= 4190 J/kgK
Cﬁtsio'n agua = 334 X 103 J/kg

Solucioén.
e

2557

[ ]

M, = 0,16kg
, Agua ;
t, =0°C

cu

mcu = O’lkg
Cobre
ZLcu = 00 C
. =10,018k
Hielo mhtelo g
t. =0°C

mp, =0,75kg
Plomo

t,, =255°C
Para fundir el hielo = 334x10° (0,018) = 6012 J
Magua = 0,16 + 0,018 = 0,178 kg
El plomo puesto a 0°C nos proporciona = 130
(0,75)(255) = 24862,51]
Nos quedarian 24862,5 — 6012 = 18850,5 J
Los que se emplearia para elevar la temperatura del
sistema:

(mc +mc+ mC)At = Qdispnnible
(0,178 x 4190 + 0,1 x 390 + 0,75 x 130)Az = 18850,5

. 18850,5
(745,82 +39+97,5)
~ 18850,5
882,32

=21,36°C
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ffmal =21 36"C

Ejemplo 42. Un trozo de hierro se deja caer en agua
tal como se muestra en la figura. Determine la
temperatura y fase del agua en el equilibrio. En caso
de coexistir 2 fases del agua determine la masa final
en cada fase.

Chierro = 0,107 Cal/g oC’ Crecipiente ~ 0

Hierro
600 g

{ S1%C

o Agua
He 0 g

Solucion.
Aguade 4°Ca(0°C =

0O, =200 x1x4 =800 calorias
Hierro de — 15°C a 0°C =
0, =600x 0,107 x15= 963 calorias

En el balance 963 — 800 = 163 calorias, las que
convertiran en hielo a una parte del agua

163

m = —— =2,04 gramos
80

La temperatura de equilibrio es 0°C, 2,04 gramos de
hielo y 197,6 gramos de agua.

Ejemplo 43. Dilatacion térmica y equilibrio
térmico.

Un anillo de cobre de 21,6 g tiene un diametro de
2,54000 cm a la temperatura de 0°C. Una esfera de
aluminio tiene un diametro de 2,54533 cma la
temperatura de 100°C. La esfera se sitaa sobre el
anillo, y se deja que ambos lleguen al equilibrio
térmico, sin que se disipe calor alguno al entorno. La
esfera pasa justamente a través del anillo a la
temperatura de equilibrio. Halle la masa de la esfera.

Calor especifico del aluminio: 0,212 cal/g°C

Calor especifico del cobre: 0,094 cal/g°C
Coeficiente de dilatacion del aluminio: 24 x 10 °C!
Coeficiente de dilatacion del cobre: 17 x 10 °C!

2,54533 cm

Lz,s:mnn cm+‘
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Solucion.

La temperatura final de equilibrio del sistema es .
Calor cedido por el aluminio = Calor ganado por el
cobre

m 100 - t) = mcobre X Ccobre (t - 0)

x Calumin/'o (

aluminio

Poniendo valores
maluminio x 032 12(1 00 - t) = 21,6 X 0,094t

Didmetro final de la esfera de aluminio = diametro
final del anillo de cobre

D 1- aalu minio (1 00 - t)]

=D cobre [1 + acobre (t - 0)]

Poniendo valores
2,5433[1-24x10°(100 - ¢)]
= 2,54[1+17x10°¢]
25433 [l417x10°¢]
2,54 [1-24x10°(100—1)|

El primer término por el binomio de Newton se
puede escribir como:

2,5433 2,54 N 0,0033
2,54 254 254

El segundo término por el binomio de Newton se
puede escribir como:

[1+17x10¢]1+24x10(100—¢)]
[1+17x10¢]1+24x10(100—¢)]
= 14+2,4x10° =7x10"¢

alu minio [

=

=1+2,1x107°

Luego:
1+2,1x10° =14+2,4x10° = 7x107%¢

Resolviendo ¢:

03x107 )
t=—""———=422°C
7x10
Finalmente la masa de la esfera de aluminio sera
21,6 x0,094¢ _
M 1y minio = = 7,17 gramos

0,212x(100—-42,8)

Es una esfera hueca.

TRANSFERENCIA DE CALOR

En este capitulo veremos en forma breve las formas
en la cual la energia térmica fluye de u punto a otro
en un medio dado, existen tres modos de
transferencia, conduccion, conveccion y radiacion.

CONDUCCION.

Cuando hay transporte de energia entre elementos de
volumen adyacentes en virtud a la diferencia de
temperatura entre ellas, se conoce como conduccion
de calor.

I AP0 P9, 29,%2 8 99.39,3,5592,0 2 7

L
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La expresion matematica fundamental de la
conduccion de calor es la generalizacion de los
resultados de los experimentos en el flujo lineal de
calor a través de una lamina de material de espesor
Ax 'y de area A, una de las caras se mantienen a
temperatura €+ A6, los resultado muestran que Q es
proporcional al tiempo At.

0 x A%At

Este resultado podemos generalizar, en el limite:

Q5 ,d0

dt dx
Donde k es la CONDUCTIVIDAD TERMICA del
material.
El signo menos se introduce dado que Q fluye en la
direccion de la disminucion de la temperatura (del
lado caliente al lado frio).

VALORES DE LA
CONDUCTIVIDAD TERMICA
Sustancias kilocal
en —————
s m °C
Acero 0,011
Bronce 0,026
Aluminio 0,040
Ladrillo 17x107*
Concreto 41x107"
Madera 03x107*
Vidrio 14x107*
Hielo 53x107
Lana de vidrioo |09« 107*
mineral ’
Caucho 0,10x 10~
Agua 143x107"
Aire 0,056 x 10 ~*

Ejemplo 44. Flujo estacionario a través de una
pared compuesta. Capas en “serie”

Determinacion de la cantidad de calor que fluye en
la direccion normal a través de un medio de capas
multiples entre las temperaturas externas ¢,y ¢,
constantes, como se muestra en la figura.

L

2

i

0

&
i
i =t L

o M

K £y

Solucién.

Sea t, la temperatura entre lacapa 1 y 2, t;la
temperatura entre las capas 2 'y 3 y asi
sucesivamente, luego tenemos:

En la primera capa
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Qe

2
A

: t -t

Q:'kl A( 1 0)
l,

En la segunda capa

=1, -1, =

b

Q:_sz(t2-t1) :>tl_t2:£2Q
‘ k, A
Enla Capan
Q:-knAM :>tn—l-tn: EnQ
lgl’l k’lA
Sumando miembro a miembro
t,—t, :(£+€—2+ ..... &)Q
k  k, k,” A
Luego
o A, -t,)
0= gl Ez fn
e
kl kz kn

Ejemplo 45. Flujo estacionario a través de una
pared compuesta. Capas en “paralelo”

Determinacién de la cantidad de calor O que fluye

en la direccion normal a un medio multiple formado
por placas paralelas como se muestra en la figura.
fa ~ &,

o

Solucioén.

El Flujo Q es la suma de los flujos Q,, O,,

...Q, através de cada una de las placas, de tal
modo

Q (A + A+ kA N, —t)
B /

(tb —1, )i kiAi
i=1

14

O

Ejemplo 46. Dos cuartos comparten una pared de
ladrillos de 12 cm de grosor, pero estan
perfectamente aislados en las demas paredes. Cada
cuarto es un cubo de 4,0 m de arista. Si el aire de



Calor y Termodinamica

uno de los cuartos estd a 10 °C y el otro a 30 °C.
(Cuéantos focos de 100 W se necesitaran tener
encendidas en el cuarto mas caliente para mantener
la misma diferencia de temperatura?

Solucién.

Coeficiente de conductividad térmica del ladrillo
k=1,0 W/(m K).

0= YA (1)(4,0% 4,0)M

L 0,12

20
= (1Y4,0x 4,0)—— = 2666,67W
0,12
Numero de focos de 100 W que se necesitaran tener
encendidos en el cuarto mas caliente para mantener
la misma diferencia de temperatura

2666,67 _ 26,7

100
Se necesitan 27 focos de 100 W.

Ejemplo 47. Dos barras metalicas, cada una de
longitud 5 cm y seccion transversal rectangular de
lados 2 y 3 cm, estan encajadas entre dos paredes
una a 100 °C y otra a 0 °C. Las barras son de Pby
Ag. Determinar:

a) El flujo térmico total a través de las barras y

b) La temperatura en la interfase.

DATOS: k(Pb) =353 W/m K; k(4g) =430 W/m K.

Solucién.
o0+ Q a Q 0°c
Pb
A=6x10"m,L=5x10"m k=353 WmK;
Ag

A=6x10"m, L=5x10"m k=453 WmK;
Flujo de calor en el plomo

0= 353£ﬂj(100 ~9)

5x1072

= 4,236(100 - )
Flujo de calor en la plata.
. 6x107*
=453 22— |(6-0
0 [5 x107? J( )

= 5,4360
Igualando los flujos
4,236(100 - 0) = 5,4366
423,6 - 4,2360 = 5,4360
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9,6720 =423,6
0 =43,79°C
El flujo es;

0 =5,4360 =5,436x 43,79 =238,1 W

Ejemplo 48.- Un excursionista usa prendas de vestir
de 3,5 cm de grueso, cuya area superficial total es de
1,7 m*. La temperatura de la superficie de las
prendas es de —20 °C y la de la piel de 34 °C.
Calcular el flujo de calor por conduccion a través de
la ropa

a) Suponiendo que ésta esta seca y que la
conductividad térmica k es la del plumon igual a
0,06x10*keal/s m K

b) Suponiendo que la ropa estd mojada, de modo que
k es la del agua (1,4x10™ kcal/s m K) y que la ropa
se ha comprimido hasta un espesor de 0,50 cm.
Solucion.

. AB _ (34+20)
= kA28 _0.06x10(1,7) 2 =0
YO L ¢ )3,5><10-2
= 0,01,5737 W ( )

. A 34420
0 0 =—kd22 —14x107(1,7)22 =0
)0 L x107( )0,50x10-2

= 2,5704 W

Ejemplo 49. Flujo a través de un cilindro de radio
interior 71 y radio exterior r,, conductividad térmica
k, temperatura interior ¢ y temperatura exterior z,.
Solucidn.

Tomemos una longitud L, y a una distancia r un
elemento diferencial dr como se muestra en la
figura,

El flujo a través del elemento diferencial es
. dt
0 =—kd—
dr

O es constante a través de cualquier seccion
cilindrica coaxial.

A=2nmrlL
Luego
. dt
0=-k2ml-
dr
Despejando dt
) d
gr-— 2
27kl r
Integrando
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zz rnd
L B 27szI :

iln’l
27kl

t,—t,=—

De aqui

- 2kl
(1

0= _tz)

In-2

h

Ejemplo 50. Una ventana de un metro de alto por 2
de ancho tiene un vidrio cuyo espesor es de 0,006 m,
conduce calor desde el interior a 20 °C al exterior de
3 °C. Encuentre la diferencia porcentual de la
conduccion del calor, cuando se pone dos vidrios del
mismo espesor anterior, dejando una separacion de
aire entre los vidrios de 0,012 m. Considere que:

Kyigio = Ky =2 %10 keal/sm°C,
k. =k, =6x10"kcal/sm°C .

Solucién.
a) Al poner los dos vidrios:

200 FC

0 1T -« e » B tHim

12 tntn

Sean T}y T, las temperaturas a la derecha del vidrio
izquierdo e izquierda del vidrio derecho,

respectivamente:

A 20T,
Ql — kVA ( 1 ) , (1)
At 0,006

A T, -T
QZ — kAA ( 1 2 ) , (2)
At 0,012

A T,-3
Q3 — kVA ( 2 ) ) (3)
At 0,006

En el estado de régimen estable, es decir, cuando la
temperatura en cada punto es constante en el

transcurso del tiempo, por lo cual AQ/At es la
misma en todas las secciones transversales:
A0 _AQ, _AQ, _AQ,

At At A At

Igualando ecuaciones (1) y (2), encontramos:

2) 40

23

Hugo Medina Guzman

De la igualacion de (2) y (3) tenemos:
3
5 T, +3
T, == &)
P52
Por otro lado, de la diferencia de las ecuaciones (4) y
(5), hallamos:
T, =13,63°Cy T, =13,63°C.
Reemplazando en ecuacion (1):

A0 _ VA—(20 —1) 425
At 0,006 s

b) Si la ventana estd formada por un solo vidrio:

20°%C 3%

A0y 480-3) 3’)—113‘:—6‘1
At

Es decir, la diferencia con respecto a
AQ/ At = 7,05 cal/s. De este modo hay una

diferencia de un 62,4%, con lo cual, cuando se
coloca aire entre los dos vidrios se pierde un 62,4%
menos de energia calérico que cuando se usa un solo
vidrio.

Ejemplo 51. Una ventana de un metro de alto por
dos de ancho, esta construida con ldminas de vidrio
cuyo espesor es de 0,006 m. La ventana puede ser
ensamblada con un solo vidrio en ese caso el flujo
de calores ;o puede construirse con dos vidrios

dejando una separacion de 0,012 m de aire
confinado entre las dos laminas de vidrio, en este
caso el flujo de calor es , . Encontrar la relacion

entre los flujos de calor.

k.. =2x10°keal/s m°C ,
ko oominage = 6%10°keal /s m°C

, 2]

Ql » 2 >

f mm+_4— [ MR it
12 mm
Solucién.
Al poner los dos vidrios:
. A

Q =———<NA0
(L L
kl k2
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Al poner un solo vidrio

La relacion entre los flujos de
_ A A
L
. A
Q -4l

calor es:

12Y 2x107°
=2+ —_— ——6
6 L 6x10

_2+2-8 066
373

Ejemplo 52. El sélido de la figura tiene bases

circulares de radio R y 2R, altura L y conductividad

térmica k. Si las bases se ponen en contacto con
reservorios de temperatura 7' y T, .Determine la

corriente calorifica cuando el flujo es estacionario.

Considere las paredes laterales forradas con un

aislante térmico.

-5

Solucion.

]

/ E F L
AR AN

g

R

El flyjo a través de la porcion de ancho dy y area

A=m’ = 7Z'(R + x)2 , es también igual a Q

L
dy

— k(R +x

)2 dT

dy
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*_J

Por semejanza de triangulos: — =

—x=2
R L Ly

2
Luego: O = —kﬂ'(R + %yj il{—)z;
dy _ knR’
(y+L)2 QLZ
dy _ knR’ J-
y—i-L)2 QLz
S r
(y+L)|o QLz "
1 1

(L+L) (0+L) ;

= dT

)
dT

i

L
Int dj
ntegrando 0(

= —

I kaR*?

2L éLz
* 2kaR?

Finalmente: O =

(Tl _Tz)

(Tl _Tz)

CONVECCION.
Es el proceso de transferencia de calor de un lugar a
otro por el movimiento de la masa calentada.

Agua
mé; fiia
‘ LT
N
/{ =) y
Agua mas
caliente
|

Las leyes que rigen el flujo de calor por conveccion
son muy complejas porque involucra fenomenos de
fluidos en movimiento y el cual todavia puede ser
forzado o natural por diferencia de densidades. Sin
embargo, se tiene una relacion empirica dada por
Newton, para un cuerpo dado:

9O _ 5~ hano

dt
Donde 7 es el coeficiente de conveccion, A4 es el

area de la pared, A€ es la diferencia de temperatura
entre la superficie de la pared y el fluido.

EL COEFICIENTE DE CONVECCION / depende
de la posicion de la pared y de las caracteristicas del
fluido y su movimiento.

COEFICIENTE DE CONVECCION EN
AIRE A PRESION ATMOSFERICA
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N kcal
DISPOSICION .
sm’ °C
Pared horizontal Mirando 3 1/4
arriba 0,576x10 (At)
. . 4
Pargd horizontal Mirando 0.314x10° ( A t)l/
abajo
Pared vertical 0.424x10° ( A t)1/4
Tubo horizontal o vertical 1/4
(At
1,00x107 | —
D

Ejemplo 53. Una pared plana se mantiene a
temperatura constante de 100°C, y el aire sobre
ambas cara esta a la presion atmosférica y a 20°C.
(Cuéanto calor se pierde por conveccion de un metro
cuadrado de superficie en ambas caras en 1 hora?
a) Sila pared es vertical

b) Si la pared e horizontal

Solucion.

a) Sila pared es vertical.

El flujo de calor de ambas caras es

O =-2hAAt
Donde
-3 1/4 kcal
h=042x107 (A1) ——
sm°C
Ar=80y (Ar)* =2,98
A=1m’
de aqui
h=0,42x10"%2,98
= 1,12x107° Lj‘l
sm-°C

0=2x112x10""x80
kcal
- 0,179——
S

EL calor que se pierde en una hora sera
0=0,179 x 3600 = 645 kcal
b) Si la pared es horizontal.
En este caso tenemos los valores para /:
Para la cara que mira arriba

h, = 0,596x107 (Ar)"*
= 1,77x107° kcizal
sm”°C

Para la cara que mira abajo

h, = 0314x107 (A"

kcal

=0,94x107° 5
s m“-°C

Luego: Q =-h AAt —h, ANt
— O =—(h +h) At
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0 =(2.71x10°)1)80) = 0,217 5
S

y el calor que se pierde en una hora sera:
0 =0,217x 3600 =782 cal

Ejemplo 54. El aire sobre la superficie de un lago

estd a una temperatura €, mientras que el agua esta

en su punto de congelacion 6, (8, < 6,.).

(Cual es el tiempo T que ha de transcurrir para que
se forme una capa de hielo de espesor y

Asumir que el calor liberado cuando el agua se
congela fluye a través del hielo por conduccion y de
la superficie al aire por conveccion natural.
DATOS:

h = coeficiente de conveccion del hielo

p = densidad del hielo

L = calor de fusion del hielo
k = conductividad térmica del hielo

Solucion.
Aire G
&
< Hielo ¥
Capa de hielo | ,] l
en formacidn =) +
C
dy
Agua

En la figura observamos como se va formando la
capa de hielo

Calor de solidificacion de la capa de hielo en
formacion de area 4 y espesor dy.

dQ =dmL = pAdyL (1)

Este calor se conduce a la superficie

de_Qz_kA(eC_HS)
dt y

dO = kA (65 -6c) dt )
y
Igualando calores (1) y (2)
pAdyL = kA 05 =0c) dt
Y

Y k T
[ yay= Z(es ~0. )|, di

Y: k
" (9. -0
=60
Y?poL
T’Z =(0,-6.)r (3)

El flujo de calor de la superficie al medio ambiente
se produce por conveccion, o sea

=99 _ 4. -
0="“7=-hi(6; -0,)
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dQ = hA@, - 0, )dt

Este es el mismo calor y por lo tanto

pAdyL = hA(8, — 6, )dt
dy = i(eA — 0, )dt
pL

Integrando
Y h T
[ dv= pL(eA -0, d
h
Y = E(HA -6,
Y’Z L =(0,-6,)r (&)

Sumando las expresiones (3) y (4) obtenemos

Y* Y
—+—|pL=(0,-6.)T
(2k+hjp ©,-0.)

Finalmente,
pL (Y'Y
@,-6.)\ 2k h

Ejemplo 55. El interior del ser humano se encuentra
a 37°C, el espesor efectivo de la piel puede
considerarse como de 3cm.

a) Para una persona cubierta de pies a cabeza por un
vestido de lana de 0,5¢cm de espesor. Calcular el
flujo de calor que pierde en Lima (¢, = 15°C) y en
las madrugadas de Puno (#,,,, = -20°C).

b) (Cual deberia ser el grosor de su vestido de la
persona en Puno para tener la misma pérdida de
calor que una persona en Lima?

Datos:

kpier = 0,01W/m°C

Area del cuerpo humano persona promedio = 1,5m”
Kiana = 0,0209 W/°C

h (del cuerpo vestido) — =9 W/m K

Solucién.

a) El flujo de calor atraviesa la piel y el vestido por
conduccion y de la superficie del vestido al ambiente
por conveccion.

Este flujo a través de este conjunto es:

T =

Q A(tplel ambiente
LPiel Llana
oy
kpiel klana h
e 1537-15)
En Lima: Q = 0’03+ 0,005 +l =9,85W
0,01 0,0209 9
. 1,5(37 +20)
En Puno: = =23,74
n Puno: O 0’03 0.05 1 3,74 W
0,01 0 0209 9
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c) Para encontrar el grosor de su vestido de la
persona en Puno para que tenga la misma pérdida
de calor que una persona en Lima, aplicamos la
misma ecuacion.

1,5(37 + 20
085 = L3B7+20)
0,03 e 1
+ +—
0,01 0,0209 9
1,5(57) 0,03 1
e=0,0209 ( )—’——— = 0,116 m
9.85 0,01

Ejemplo 56. Se construye un iglti en forma de
hemisferio con un radio interno de 1,8 m y paredes
de nieve compactada de 0,5 m de espesor. En el
interior del igla el coeficiente de transferencia de
calor por conveccion es 6 W/m*K; en el exterior, en
condiciones normales de viento, es 15 W/m’K. La
conductividad térmica de la nieve compactada es
2,33 W/m K. La temperatura de la capa de hielo
sobre la que se asienta el igli es de -20 °C y tiene la
misma conductividad térmica que la nieve
compactada.

a) Que calor debe proporcionar una fuente continua
dentro del iglt, para que la temperatura del aire
interior sea 1° C cuando la del aire exterior es - 40
°C. Considere las pérdidas de calor a través del
suelo.

b) {Como afecta el duplicar el espesor de las
paredes?

Solucion.

a)

-40° C o,

RN

150

|\l |

T, ¥
&y

Pérdida por conveccion en el piso

~6,), 4, = 2R’

1.3

0,=-h4,0,
éz =-h (”Rl2 Xﬁp -0, )

0, =-[6](z1.8? )-20-1) = 1388,02W

Pérdida de calor por el domo

Por conveccion del aire interior a la pared interior

0, = _hiAl ('91 - 91')
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A = l4;er
2

0, =—h,22R? )6, -0,
0, =-6(27182)6, -1)

= (6,-1)= 12%108 M

Por conduccion en la pared del iglu:

A :l4mf2
2

Ql =—k27zr2d—0 = d@z—gﬂ

dr 27k 1
- j‘gzanslz—g wdr
27k IR

= 6, H—Ql LS
272kR R

o1 1
- 0-00-2 53
0 (1_1
= (0,-0.)= 27(2, 33)(1,8 2,3}
:>(¢91—492): Ql 2

120,93

Por conveccion de la pared exterior al aire exterior

Ql = _heAZ (ee - 02)

1
4, =547sz.

0, =—h,(27R2 )0, - 6,)

= 0, =—(15)272.3’ )(— 40-6,)
- (15)272.3% 6, + 40)
= 498,32(6, +40)

= (0, +40)= & 3)

498,32

Sumando (1), (2) y (3):

= —122,08(6, -

(40 _ 1) — Ql + Ql + Ql
122,08 120,93 498,32

= 39=0,(0,008+ 0,008 + 0,002)
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= 0,0180,
. 39
= =— = 2166,67 W
2 0,029

5

Salida total de calor
1388,02 +2166.67 = 3554,69 W

La fuente debe proporcionar 3,554 kW

b) Si se duplica el espesor de la pared del domo

(el—ez)zg(l _L]

27\ R R,
0 (1 _1
6, -6 -
= (0,-0.)= 27r(233)[1,8 2,8}
0
6,-6,)= 2
:>(1 2) 3165 (2a)

Sumando (1), (2a) y (3):

(40 _1) — Ql + Ql + Ql
122,08 31,65 49832

=
39 = 0,(0,008 + 0,032 +0,002) = 0,042 0,

= Q -9 = 928,57 W
"0,042 ’

Salida total de calor 1388,02 + 928,57 =2316,59 W
La fuente debe proporcionar 2,316 kW

RADIACION.

Es el proceso de transferencia de calor por medio de
ondas electromagnéticas durante el cual la masa del
medio no interviene puesto que no se refiere a la
conveccion, ni a la conduccion, por ejemplo la
transferencia de energia del sol de la tierra.

Una sustancia puede ser estlmulada a emltlr
radiacion electromagnética en varias formas, como
por ejemplo un conductor eléctrico con corriente
alterna de alta frecuencia emite ondas de radio, una
placa bombardeada por electrones con alta velocidad
emite rayos X, un liquido o solido caliente emite
radiacion térmica, etc.
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En esta parte trataremos solamente la radiacion
térmica.

Experimentalmente STEFAN y BOLTZMAN
encontraron la ley que rige la radiacion, mostraron
que la radiacion emitida, energia por unidad de
tiempo y por unidad de area, por un cuerpo negro
(Sustancia Capaz de absorber toda la energia que
llega a él) a una temperatura 7' (Temperatura

absoluta)@ es R = oT*
Donde o es la llamada constante de Boltzman.

kcal
o =488x10° —
m- hora K
W
m* K*
El calor transferido por radiacion de un cuerpo a una

temperatura T al medio que lo rodea a una

=567x10°

temperatura 7, es:

0= deo(T*-T1})
Donde e es el factor de emisividad del cuerpo a

temperatura T, siendo igual a 1 para el cuerpo
negro.

Ejemplo 57. La temperatura de trabajo del filamento
de tungsteno de una lampara incandescente es 2450
K, y su emisividad es 0,30. ;Cual es la superficie del
filamento de una lampara de 25 watts?

Solucion.

Como Q=AeO'T4 => A= QT4
eo.
/4

Donde: Q =25W , O'=5,67X10_827,
m-.K

e=030y 7'=2450K
Reemplazando valores obtenemos la superficie:

25
A= =0,408 x 10 m?

©5,67x107(2450)"
= 0,408 cm’

Ejemplo 58. Una persona desvestida tiene una
superficie de 1,5 m” expuesta a un ambiente y a unos
alrededores de 27 °C. La temperatura de su piel es de
33 °Cy se puede considerar un emisor de radiacion
perfecto. Si el coeficiente de transferencia de calor
por conveccion es de 9 W/m’K, hallese:

a) Las pérdidas de calor por conveccion y por
radiacion.

b) El gasto energético en kcal/dia.

Solucién.

2 0., =—hAAO
=(9)(1,5)(33-27) =81 W.

Qrad = O-eA(Té _T:)
=(5,67x10™)(1)( 1,5 )(306*-300%)
=(5,67x10™ )(1)( 1,5)(6,68x10%)
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=56,8 W
b) 2,846 kcal/dia.
El gasto energético por dia es:
(56,8 + 81) J/s x 3600x24 s/dia = 4907520 J
Como 1 kcal =4186J
El gasto energético en kcal/dia:
4907520 J/dia x 1 kcal /4186 J = 2,846 kcal/dia.

Ejemplo 59. Calcular la pérdida neta de energia
radiante de una persona desnuda en una habitacion a
20 °C, suponiendo que la persona se comporta como
un cuerpo negro. El area del cuerpo es igual a 1,4 m*
y la temperatura de su superficie es de 33 °C.
Solucion.

0., = aeA(TC“ —Tj) = (5,67x10°
W/m*K*)(1)( 1,4 m* )(306*K-293°K) = (5,67x10°*
W/m*K*)(1)( 1,4 m* )(13,98x10°K) = 110, 97 W

Ejemplo 60. Los cables de calefaccion de una estufa
eléctrica de 1kW se encuentran al rojo a una
temperatura de 900 K. Suponiendo que el 100% del
calor emitido es debido a la radiacion y que los
cables actiian como radiadores ideales. ;Cual es el
area efectiva de la superficie radiante? Suponer la
temperatura ambiente de 20 °C.

Solucion.

Qrad = O-eA(TCA} - T:)
1000 = (5,67 x 10®)(1)( 4 )(1173*-293%) =
1000 = (5,67 x 10°®*)(1)( 4 )(1885 x 10%) =
1000 = 10687,954 =

1000

= =0,094m’
10687,95

Ejemplo 61. a) ;Cuanta potencia irradia una esfera
de tungsteno (emisividad = 0,35) de 18 cm de radio
a una temperatura de 25 °?

b) Si la esfera esta encerrada en un recinto cuyas
paredes se mantienen a —5 °C ;Cuadl es el flujo neto
de la energia liberada de la esfera?

Solucion.

a) A=7R* = 7(0,18)° =0,101736m"

Q... =0edAT*
= (5,67x10™)(0,35)(0,10173)(298%
=1592 W

b)

Qrad = O-eA(TCL} - T:)
= (5,67x10™)(0,35)( 0,10173)(298*K-278%
=3,86 W

Ejemplo 62. La Tierra recibe aproximadamente 430
W/m? del Sol, promediados sobre toda su superficie,
e irradia una cantidad igual de regreso al espacio (es
decir la Tierra estd en equilibrio). Suponiendo
nuestro planeta un emisor perfecto (e = 1,00), estime
su temperatura superficial promedio.
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Solucién.
A=7R* = 7(0,18)" = 0,101736m’

Q;la_d = geT*=(5,67x10%)(1)(T*) =430

) 430
567x107

=295K , 1= 22,1°C

Ejemplo 63. a) Encontrar la potencia total radiada
al espacio por el Sol. Suponiendo que éste es un
emisor perfecto con 7= 5500 K. El radio del Sol es
7,0x10° m.

b) A partir del resultado anterior, determinar la
potencia por unidad de area que llega a la Tierra, que
se encuentra a una distancia del Sol de 1,5x10'' m.
Solucion.

)
A=R* = 7(7,0x10°f =153.86x10"m’

0., =0ceAT*

= (5,67x10™)(1)(153,86x10'%)(5500%)
=179,83x10%* W

) Potencia 79,83 x10%

drea 47(1,5x10" )
= 282,48 W/m’

DEFINICION DE UN GAS IDEAL.

Los gases juegan un rol muy importante en muchos
procesos termodinamicos, y antes de ir mas alla, es
importante considerar una forma ingeniosa de
comprender las propiedades de los gases. Esta idea
es llamada la teoria cinética de los gases, trata de
explicar las propiedades macroscopicas de un gas
examinando el comportamiento de los atomos y
moléculas que forman un gas. A simple vista esto
parece ser imposible porque el numero de atomos
involucrados es demasiado grande, alrededor de 10?7
atomos llenan una habitacion. Sin embargo
utilizando la estadistica, se puede predecir con
mucha precision las caracteristicas de un gas. En lo
siguiente asumiremos que estamos trabajando con
un gas ideal con las propiedades siguientes:

Un gas esta formado por particulas 1lamadas
moléculas.

Las moléculas se mueven irregularmente y obedecen
las leyes de Newton del movimiento.

El ntimero total de moléculas es grande.

El volumen de las moléculas mismas es una fraccion
inapreciablemente pequeiia del volumen ocupado
por el gas.

Entre moléculas no obran fuerzas de consideracion,
salvo durante los choques.

Los choques son perfectamente elasticos y de
duracion insignificante.
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Los gases reales no siguen exactamente este
comportamiento, pero es una buena forma para
comenzar.

El comportamiento de las masas encerradas de gases
ideales se determina por las relaciones entre p, V o p,
T, 0 V, T cuando la tercera cantidad 70 Vo p
respectivamente, es mantenida constante; estas
relaciones fueron obtenidas experimental por Boyle,
Gay-Lussac y Charles respectivamente.

LEY DE BOYLE. La presion (p) de un gas ideal
varia inversamente a su volumen () si la
temperatura (7) se mantiene constante.

1
p < v con T constante = pJV = Constante

iV, =p,V,

LEY DE GAY-LUSSAC. La presion (p) de un gas
ideal varia directamente a su temperatura (7)) si el
volumen (V) se mantiene constante.

p

p oc T con V constante = T = Constante

Nota: Esta ley se deduce con el termometro de gas a
volumen constante

z=273,15(£—1]00:> AR

Pe 273,15 Pe
2B p T _ P
27315  p. T. pe.
PP
I T

LEY DE CHARLES. El volumen (¥) de un gas
ideal varia directamente a su temperatura (7)) si la
presion (p) se mantiene constante.

y
V oc T conp constante = 7 = Constante

NI
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Nota: Esta ley se deduce con el termémetro de gas a
presion constante

t:273,15{V£—1]°C:> Lt 42

g 273,15 v,
(+27315 ¥ T Vv
- = = =
27315V, | T. V,
n_n

0o—=—"7—

L T

ECUACION DE ESTADO DE UN GAS IDEAL.
El comportamiento de gases ideales se caracteriza en
términos de p, V'y T. Tal ecuacion se llama la
ecuacion del gas ideal. El comportamiento de
cualquier estado de la materia se puede caracterizar
generalmente por una cierta relacion entre la presion
(p) y la densidad (p) que por supuesto corresponde
al volumen (7). La ecuacion de los gases ideales
puede obtenerse por la combinacion de dos de las
tres leyes de los gases indicadas anteriormente.

Sea el gas encerrado con condiciones iniciales p;,

Vi y T, llevado a un estado final p,, V, y T,

como sigue:
4 _ PV,
T, T,

|14
0 p? = Constante

Nota: Se encontrd que el valor de la constante es
dependiente en la masa del gas dado y también se
encontrd que no es igual para una unidad de masa de
diferentes gases. Sin embargo, se encuentra que si
lo es para 1 mol de masa (la masa numéricamente
equivalente en gramos al peso molecular, ejemplo, 2
g para H,, 32 g para el O,, 28 g para el N,, etc.) de
cualquier gas ideal entonces el valor de la constante
es igual para todos los gases. Esta constante igual
para todos los gases es denotada generalmente por
“R” y llamada la constante universal de los gases.

J 1,986 cal
mol K

R=87314
mol K

La ecuacion del gas ideal por lo tanto se escribe
normalmente como

pV =nRT

Donde 7 = numero de moles.
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El nimero de moles se define como, el cociente de
la masa de gas M a su peso molecular (M)

Si es m la masa de cada molécula de un gasy Nes
el nimero de las moléculas que hacen la masa total
M.

N ,.=numero de Avogadro = numero de moléculas
en 1 mol de gas (cualquier gas).

Entonces M =mN 'y My=mN,.

Porlo tanto n = —

a

LuegopV:nRTzﬁRT:iRT
MO Na
ahora, pV = L RT = pr =N pr
M, mN ,

R

A

El cociente entre las dos constantes Ry N , es la

constante que designamos por kg, la constante de
Boltzmann.

_ 8,314]/molK
26,022 x10% /mol

= 1,38x10—23i
K

Ejemplo 64. Un conductor inicia su viaje en una
mafiana fria cuando la temperatura es 4°C, y mide la
presion de la llanta y ve que el manometro lee 32 psi
(2,2 x 10° Pa). Después de manejar todo el dia, las
llantas se han calentado, y por la tarde la
temperatura de las llantas se ha elevado a 50°C.
Asumiendo que el volumen es constante , ja que
presion se habra elevado el aire en las llantas?

1 atm = 1,013 Pa= 14,7 psi

Solucion.

Tomar en cuenta que un mandmetro mide la presion
manométrica (p,, = p — p,). Luego la presion inicial
es

p,=p,+p,= p, =32+14,7=46,7 psi
T,=4+27315=27715K y

T, =50+273,15=323,15K

pVy=nRT, y p,V, =nRT,. V, =V,
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Dividiendo estas ecuaciones:
pV, _ nRT,
p.V,  nRT,

T, (32315
b= [277,15
absoluta
0 54,5-14,7 = 39,8 psi, presion manométrica.

j(46,7) = 54,5 psi

Ejemplo 65. Un gas ideal ocupa un volumen de 100
cm® a 20 °C y a una presién de 100

Pa. Determine el numero de moles de gas en el
recipiente.

Solucion.

p=100Pa=9,8692 x 10 atm

V=100 x 10°m’ = 0,1 litros

t=20°C

7=293,15K

R =0,082 litro atm/mol K = 8,31 J/mol K

Se puede hacer el calculo en los dos sistemas de
unidades usando

n :_pV
RT
9.8692x107* x 0,1 .
n= =4,11 x 10 mol
00,082 x 293,15
100x100x107° .
n= =4,11x 10” mol
8,31x293,15

Ejemplo 66. Se mantiene un gas ideal en un
recipiente a volumen constante.

Inicialmente, su temperatura es 10°C y su presion es
2,5 atmosferas ;Cual sera la presion cuando la
temperatura sea de 80°C?

Solucion.
pP1= 2,5 atm, ¢, = 10 oC, T1 :283,15K,

L=80°C, T,=353,15K

14 14

p=Pl _ PV

RT, RT,
_pl

1
 2,5%x353]15
283,15

V)

=3,118 atm

Ejemplo 64. Un cilindro con un émbolo movil
contiene un gas a una temperatura de

127 °C, una presion de 30 kPa y un volumen de 4 m’

(Cudl sera su temperatura final si el gas se
comprime a 2,5 m’ la presion aumenta a 90 kPa?
Solucién.

p1=30x10°Pa, ¥, =4m’, t; = 127 °C,

T, =400,15K

p>=90x 10° Pa, V,=2,5m’

De 71 = PV _ PV,
RT,  RT,
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3
T, = szlez 90x10 3><2,5
24 30x10° x4
=750,28K=477,13°C

400,15

Ejemplo 67. Se encuentra contenido un gas en una
vasija de 8 L, a una temperatura de

20°C y a una presion de 9 atmosferas:

a) Determine el niimero de moles en la vasija.

b) ;{Cuantas moléculas hay en la vasija?

Solucién.
p=9atm, V=38 litros, =20 °C, T=293,15K
pV 9x8
a) n= =
RT 0,082x293,15
= 3,0 mol

b) N, =6,0221367 x 10* / mol
N=nN,=3x6,0221367 x 10*
=1,81 x 10** moléculas

Ejemplo 68. Se infla la llanta de un automovil con
aire inicialmente a 10 °C y a presion atmosférica
normal. Durante el proceso, el aire se comprime a
28% de su volumen inicial y su temperatura aumenta
a 40 °C. ;Cual es la presion del aire?

Después de manejar el automovil a altas
velocidades, la temperatura del aire de las ruedas
aumenta a 85 °C y el volumen interior de la rueda
aumenta 2 %. ;Cual es la nueva presion en la rueda?
Exprese su respuesta en Pa (absoluta) y en psi
(Ib/pulg?) (manométrica).

(1 atm = 14,70 psi)

Solucion.

Primera parte

P1= 1 atm, V1 = V, H= 10 oC, T1 = 283,15K
V=028V, ,=40°C, T, =313,15K

De pV'=nRT como la masa no varia

pV _ PV,
T, T,
VT, V x313,15
= P, =D =1x
V,T, 0,28V x 283,15

=3,95atm=4,0x 10° Pa
Nota la presion manométrica p',, es la presion
relativa a la atmosférica, es decir
p'5 =3,95-1=295atm
=2,95x 14,7 =43,365 psi

Segunda parte

1L=85°C, T,=358,15K, V,=1,02x 0,28V
T, V' x358,15

P =D = 1x
V,T, 1,02 x 0,28V x 283,15

=443 atm = 4,42884 x 10° Pa
y la manométrica sera

p', =443 -1=343 atm =343 x 14,7 = 50,42 psi

Ejemplo 69. Una caja clibica metélica de 20 cm de
lado, contiene aire a la presion de 1 atm y a 300 K
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de temperatura. Se cierra herméticamente, de forma
que el volumen sea constante y se calienta hasta 400
K. Hallar la fuerza neta desarrollada sobre cada
pared de la caja.

Solucion.
b _P P _ Py
T, T, 300 400
400 4
=——p, =—(1,013x10° ) =1,35x 10°P
p2 300 pa 3 ( ) X a

Fuerza neta desarrollada sobre cada pared de la caja
(p, - p.)4 = (1.35x10° —1,013x10° }0,2)°
=1,348x10°= 1348 N

Ejemplo 70. Una campana de buzo cilindrica de 3 m
de diametro y 4 m de altura con el fondo abierto se
sumerge a una profundidad de 220 m en el océano.
La temperatura en la superficie es de 25 °C y en el
fondo, a los 220 m, es de 5 °C. La densidad del agua
de mar es de 1025 kg/m’. ;Cuanto subiré el nivel del
agua adentro de la campana cuando se sumerge?
Solucion.

Sea / esa altura.

p1=1atm=101325 Pa,

V, = PH ,r=15m, H=4m
tH=25°C,T1=298,15K

hH= 5 oC, T2 = 278,15 K

V,=m*(H-h)

La campana esta a una profundidad /2’ =220m

El nivel del agua en la campana esté a profundidad
h'-h

Lapresibnes p, = p, + pg(h'—h)

2=9,8 m/s’

p=1025 kg/m’

Donde tenemos pl—Vl = PV Vs
RT, RT,
o0 sea
pH (p, +pg)i'-h)H - h)

T, T,

Poniendo los valores:

101325x4 _ [101325+1025x9,8(220— 1 )4 —£)]
298,15 278,15

Ecuacion que tiene por solucion

h=3,834m

Ejemplo 71. Sube una burbuja de gas desde el
fondo en un lago con agua limpia a una profundidad
de 4,2 m y a una temperatura de 5 °C hasta la
superficie donde la temperatura del agua es de 12°C.
(Cual es el cociente de los diametros de la burbuja
en los dos puntos?

(Suponga que la burbuja de gas esta en equilibrio
térmico con el agua en los dos puntos.)

Solucion.

si p, indica la presion atmosférica
h=42m
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p=p,+pgh
t1,=5°C, T, =278,15K
4
" 25727’13
pZ :pa
L=12°C, T,=285I15K
4
V2 =§7Z7"23
Vi _ PV, (pa +pgh)d12 _ bd;

T, T T, T
Supondremos que
p, =1atm=101325Pa
p=1025 kg/m’

g =9,8m/s’

Entonces

(101325+1025x9,8x4,2)d} 10132542
278,15 285,15

d
obien —==1,13
d,

Ejemplo 72. Una campana de buzo en forma de
cilindro con una altura de 2,50 m esté cerrada en la
parte superior y abierta en la parte inferior. La
campana se baja desde el aire al agua de mar (p=
1,025 gm/cm® ). El aire encerrado en la campana
inicialmente esta a 20°C. La campana se baja a una
profundidad (medida desde el nivel del agua dentro
de la campana) de 82,3 m. A esta profundidad la
temperatura del agua es de 4°C, y la campana esta en
equilibrio térmico con el agua.( sugerencia: trate al
aire como un gas ideal y al mar como un liquido en
reposo)

a) ;Cuanto subira el nivel del agua dentro de la
campana?

b) (A qué presion se debera someter el aire dentro
de la campana para sacar el agua que entrd?

Dato: la presion atmosférica es 1,013x10° Pa.
Solucion.

a)

T 1
FEE

,I_ e

pV _ p.V,
T, T,

p1=1,013x10° Pa.

p>=1,013x10° +1025x9,8x82,3 =9,28x10° Pa

T,=20+273=293K,

T,=4+273=277K

Con los datos:

T.
:>V2:pl 2V1
.1,
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_ (1013x10°(277)

> (9,28x10%(293)
Como también V, = Ay:

Ay =0,1034(2,5) = »=0,258m

El nivel del agua dentro de la campana subira
(2,50 -0,258)=2,242 m

v, =0,103V,

b)

Y =833+ 2242

Para que el volumen sea igual que en la superficie la

presion interior debe de igualar a la presion en esa

profundidad

p=1,013x10° + 1025x9,8x(82,3 + 2,242)
=9,505x10° Pa

Ejemplo 73. Un globo poroso tiene un volumen de 2
m’ a una temperatura de 10°C y a una presién de 1,1
atm. Cuando se calienta a 150°C el volumen se
expande a 2,3 m’ y se observa que se escapa el 5%
del gas.

a) (Cuanto gas habia en el globo a 10°C?

b) (Cual es la presion en el globo a 150°C?

R = 0,082 atmlitro
molK
Solucion.
p, =Llatm, v, =2m’,
t;=10°C, T, =283,15K, n; = ?
p, =7, Vh=23m’,
t, =150°C, T, = 423,15 K, n,= 0,95 n,.

L,1x 2000

= 94,8 mol

_ 0,95x94,8x0,082x423,15
2300

=1,387 atm

Ejemplo 74. El termometro de gases consta de dos
recipientes idénticos con gas de volumen ¥, cada
uno, unidos por un tubo do longitud ¢ y seccién A.
Una gota de mercurio obstruye el tubo. Si las
temperaturas do los gases en los volimenes son
iguales, el mercurio se encontrara en el centro del
tubo. El volumen derecho se coloca un termostato
con temperatura 7,. Gradiese el termémetro,
buscando la dependencia entre la temperatura del
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gas en el volumen izquierdo y el desplazamiento x
del mercurio con respecto a la posicion de equilibrio.

Solucion.

Como la cantidad de gas en los dos lados es igual,
podemos escribir, cuando la temperatura del lado
izquierdo sea 7. La gota de mercurio se desplaza x,
hasta que las presiones en ambos depositos sea igual

(o).

plrdsed)] el

T T,
2V, + S(0+2x)
T
2V, +S(0—2x)

=7=

Ejemplo 75. Un pez que se encuentra a 63,25m de
profundidad en el mar donde la temperatura es 2° C
produce burbujas de aire de 1 cm de radio
aproximadamente. Determine el radio de las
burbujas al llegar estas a la superficie del mar donde
la temperatura es de 27° C. Considere que la
densidad del agua de mar no varia con la
profundidad y tiene un valor de 1,035 g/cm’.
Solucion.

h=6325m

P1= Pa + Pg h

Hh=2°,T,=27515K

4
V,=—m
3

P2~ Pa
L, =27°C, T,=300,15K

4
V2 = E 727"23
3 3
24 _ PV, — (b"'pgh)”l _ br,
T T T T
Supondremos que
p.=1atm=101325 Pa
p=1035 kg/m’
g =9,8m/s’
Entonces

(101325 +1035x9,8x 63,25)" 1013257,
275,15 300,15

o bien r_2=2 = rn=2cm

n
Ejemplo 76. Un deposito cerrado contiene agua
hasta una altura # = 2,24 m, y por encima a = Im,
aire a la presion del exterior p, = 1 atm. Por un
pequetio orificio de fondo se deja salir el agua.
Calcular el descenso de nivel, suponiendo invariable
la temperatura del agua.
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a LS
_zua = = é,. e: S .
RO
lg ’ o 6 . eq o
h e B
s e Desir
Solucion.
D, Inicialmente
Solucién. T
Sea y la distancia desde la superficie de nivel al e . 7t
fondo y p la presion del aire; se tiene: - 3”&’;: 7
Ig o°°° °pD=°: o:
Aread . -,
o
P VI3
P
Arriba: 3V, T,, p,
\ . m
v Abajo: V,, T, p, + &
A
Como las masas son iguales
m
Pa Do+ s Vo
PV, A mg _,
p.a=pla+h-y) T T = 4 P
. 0 0
Transformacion isotérmica
mg
i , Luego p, +—>=3p,
El equilibrio se establecera cuando A
p+pgy=p, = p=p,— Py Después de doblar la temperatura
De aqui resulta oce L,
p.a=(p,—pgyNa+h-y) RN
Reemplazando valores: RS A
(1,033x10* 1) = (1,033 x10* — 0,98 x10* y)3.24 — y) Ig PUR R
fre
0,64 gt °%1-or)f_f’1=o:
y= <P +2P )¢ 3o
3,64 A il

La respuesta posible es y = 0,64 m.

Arriba: V_, 2T,, p,
Ejemplo 77. En un recipiente cilindrico se encuentra .
en equilibrio un émbolo pesado. Por encima del Abajo: V;, 2T, py +2p,
émbolo y por debajo de ¢l se hallan masas iguales de
gas a temperatura idéntica. La relacion entre el V.+V =3V, +V, =4V,
volumen superior y el inferior es igual a 3. ;Cual En la parte superior
sera la relacion de los volumenes si aumentamos la
temperatura del gas al doble? P03V, — PV, = p, = 6PV,

T, 2T, Loy

N

El volumen total es el mismo

En la parte inferior
3poVs _ (pl +2p0)Vi V= 6PV,

T, 2T, l (p1+2po)
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Vo= 6pV, _ 3p VoV,
: 3V, +V.
(6p0V0 +2p0j ( 0 5)
Como V, =4V, -V,
Tenemos:
a,_y = I
A (3V0 + Vv)

= (@, =V, N3V, +V,)=3pV,

= 12V +4V, V. =3V, V. -V =3pV,V.
=12V} -2V, V., -V? =0

= V242V, -12V) =0

Resolviendo:

— 4,6V,

2,6V,

La respuesta posible es Vi, = 2,6V, luego

V. =4V, - 2,6V, = 1,4V,

—V, + 3,6V0—{

Finalmente:
Vo J 200 g6
V., 14V

Ejemplo 78. Una esfera de 20 cm de diametro
contiene un gas ideal a una presion de 1 atm y a 20
°C. A medida que se calienta la esfera hasta 100 °C
se permite el escape de gas. Se cierra la valvula y se
coloca la esfera en un bafio de hielo a 0 °C.

a) jcuantos moles de gas se escapan de la esfera al
calentarse?

b) (Cual es la presion en la esfera cuando esta en el
hielo?

Constante de los gases R = 0,082 litro atm/mol K
Respuesta. a) 0,04 moles; b) 0,695 atm
Solucién.

a) 0,04 moles

V= ;‘;z(o,lo)3 =4,19%107° m’

p1=1atm=1,033x 10’ Pa

T,=20°C+273,15°C=293,15K

oV (1,033x10° f4,19x10°?) o
' RT, (8,314)(293,15) ’

moles

p>» =p1=1atm=1,033x 10° Pa

T,=100°C+273,15°C=373,15K

_pp_(1.033x10°)419x107) _
* RT, (8,314)373,15)

0,139 moles

Escapan 0,1788 — 0,139 = 0,04 moles.

b) 0,695 atm
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T;=0°C+273,15°C=273,15K

P, D3 T,

— = = = =
T, T, P3 T, )2
273,15

1,033x10°=0,756 x 10° = 0,732 atm
373,15

TEORIA CINETICA DE LOS GASES
IDEALES.

El concepto de los atomos y de las moléculas que
eran los tltimos bloques de edificio de la materia fue
restablecido por Dalton para explicar las tres leyes
de combinaciones quimicas. En mediados del siglo
diecinueve, estos conceptos, junto con ciertas
asunciones con respecto la naturaleza, el tamaiio, la
distribucion y a los movimientos de las moléculas y
de los atomos, fueron sintetizados con la mecanica
Newtoniana, para explicar el comportamiento de los
gases ideales. Este trabajo realizado por Maxwell,
Boltzman y otros, condujo al desarrollo de lo qué se
conoce como la teoria cinética de gases.

Las asunciones de la teoria cinética son:

Cualquier gas se compone de un niimero muy
grande de moléculas.

Las moléculas de un gas son idénticas, con respecto
a la forma, tamafo y masa.

Las moléculas son esferas perfectamente rigidas del
radio insignificante.

Las moléculas estan en un estado incesante del
movimiento caodtico en todas las velocidades y
direcciones posibles.

La distribucion de moléculas es homogénea e
isotropica en cualquier envase que encierre el gas.

Las moléculas ejercen fuerzas una sobre otra
solamente cuando chocan entre ellas o con las
paredes del envase.

La colision entre las moléculas o las moléculas y las
paredes del envase son colisiones perfectamente
elasticas, es decir, solo tales colisiones pueden
cambiar las direcciones del movimiento pero no de
sus velocidades.

Entre las colisiones sucesivas las moléculas viajan
libremente con velocidades constantes; la distancia
viajada libremente se llama trayectoria libre. En
promedio, la trayectoria libre media de todas las
moléculas es igual.
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La energia cinética media de una molécula es
proporcional a la temperatura absoluta del gas.

Expresién para la presion ejercida por un gas.

Sea N el numero de moléculas del gas ideal de masa
M, encerrado en un cubo de lado L La molécula i

se mueve con velocidad v;, con vV, v,y vV,

son sus componentes X, ¥ y Z respectivamente.
2 _ .2 2 2
Luego v; =V, +v,, +V;

Consideremos solamente la componente en X de la
molécula i .

La fuerza ejercida por esta molécula a causa de sus
2L
v

colisiones periddicas con la pared cada At = ,y

Xi
el cambio de cantidad de movimiento — 2mv ; es:

2
2my 2mv.. my

La="x T, T L

La fuerza sobre la pared debido a las N moléculas
es:

N vafi
Fx:foi:Z I

i=l1 i=1

La presion sobre la pared es:

Nomy?
F, o L m - 2
P, 1> 1> (Lg.j; xi

(V = L’= volumen del gas).

(MmN
px_(Vj;vxi’

V=0

=
[l
7\
<|3
N—
=
=
g
=
=
<N‘
Il
M=
<I\)

. 2 .2 2 2
Siendo Vv; =V, +vyl. +v,
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Podemos promediar esta relacion para todas las
moléculas:

2,2, 2

V=V, Vv, v

y como en nuestro modelo no hay una diferencia real
entre las direcciones X, ) y z debido a que las

rapideces son muy altas en un gas tipico, asi que los
efectos de la gravedad son despreciables. Se sigue

2_2_ .2 ,
que v, =V, =V, . Porlo tanto:
2 _q.2
v =3v;

Con esta relacion obtenemos:
1{m), —
p=—|— NV’
3\V

Ecuacion del gas Ideal gas de la Teoria Cinética.

) ImN— 2(NY1 —
Considerando p=——VvV" = —| — [ —mv
3V 3\V N2

Pero
—mvVv~ = Energia Cinética promedio de una

molécula oc T
o Ly 3
Por consiguiente 5 mv® =—k,T

2

La eleccion de la constante como Ek 5 €5

mandataria para obtener la ecuacion del gas ideal
similar a la ya encontrada.

2(NY 3 Nk, T
=22\ ZkT|="8
P 3(Vj(23j 7

= pV = Nk,T

Y también:

pV =Nk,T =N Ni T =nRT

pV =nRT

1 3
La asuncion Emv2 = EkBT implica la

interpretacion de la energia térmica como energia
mecanica de las moléculas, no obstante como
concepto estadistico solamente; es decir, la
temperatura es la manifestacion del movimiento
medio de una gran cantidad de moléculas; es

1 PR
absurdo decir — mvi2 = Ek 31 para cualesquier i.

ENERGIA INTERNA DE UN GAS IDEAL
Cuando afiadimos calor a un cuerpo poniéndolo en
contacto térmico con un cuerpo a mayor temperatura
puede elevar su temperatura, fundirse o vaporizarse.
Se pueden efectuar estos mismos cambios realizando
trabajo que resulta en la disipacion de energia
mecanica por friccion.
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Anadir calor y realizar trabajo sobre el cuerpo en tal
forma de disipar energia son equivalentes en lo que
concierne a efectos térmicos. Ambos, involucran una
transferencia de energia.

La energia mecanica que se afiade no desaparece,
permanece dentro del cuerpo en forma de energia
potencial y cinética asociada con los movimientos al
azar de los atomos del cuerpo.

A esta energia térmica se le conoce como ENERGIA
INTERNA, a la que vamos a denotar con la letra U.

. . 2 T
Como vimos anteriormente —my~ = E k,T indica

que la energia cinética traslacional media por
molécula depende solo de la temperatura; no de la
presion, el volumen ni el tipo de molécula. Podemos
obtener la energia cinética por mol multiplicando la
ecuacion por el niimero de Avogadro y usando la
relacion M = Nym:

J— 1 J—
N,—mv’ = EMV2 = %RT (energia cinética

2

media por mol de gas)

Esta ecuacion ilustra un resultado general llamado el
teorema del equiparticion de la energia que dice que
cada "grado de libertad" de un gas contribuye una
cantidad de '> kT a la energia interna total. Un
grado de libertad es un movimiento independiente
que puede contribuir a la energia total. Por ejemplo,
una molécula tal como O, tiene, en principio, 7
grados de libertad. Tres se asocian a la traslacion a
lo largo de los ejes x, y, y z, tres se asocian a
rotaciones sobre los ejes x, y, y z, y uno se asocia a
las vibraciones de la molécula a lo largo del eje de
0-0O (como las masas que vibran en los extremos de
un resorte). Sin embargo, desde el momento de la
inercia / para las rotaciones sobre el eje O-O es
aproximadamente cero, las rotaciones sobre este eje
no agrega casi nada a la energia (K =1/21 ’ )
Ademas, la mecanica cuantica demuestra que los
modos vibratorios no estan excitados
apreciablemente sino hasta que la temperatura del
gas es alta, asi que para la mayoria de los propdsitos
asumimos que una molécula diatdmica tiene 5
grados de libertad. Un gas monatomico como el
helio tiene 3 grados de libertad.

La energia interna total de » moles de un gas
monoatémico (con tres grados de libertad) es:

UzénRT
2

La energia interna total de n moles de un gas
diatomico (con cinco grados de libertad) es:

U =§nRT
2

Ejemplo 79. En un tubo termo aislado liso e infinito
se encuentran dos émbolos con masas My m, entre
los cuales hay un gas monoatéomico de volumen V; a
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presion py. Los émbolos se dejan libres. Estimese
sus velocidades maximas. Menospréciese la masa
del gas en comparacion con las masas de los
émbolos.

Solucion.
La energia interna del gas es
3 3

UZEnRT:EPOVO

Cuando se expande se convierte en energia cinética
de los émbolos

I 5 1.
K :Emvm +5MVM (1)

Cantidad de movimiento inicial: 0
Cantidad de movimiento final: Mv,, —mv

Cantidad de movimiento inicial = Cantidad de
movimiento final.

0=Mv, —mv, = Mv, =mv, (2)
De (1) y (2):
3pVym

3p0V0M
Vi M(M +m)’ Vm

m(M +m)

TRABAJO REALIZADO POR UN GAS

Consideremos, por ejemplo, un gas dentro de un
cilindro. Las moléculas del gas chocan contra las
paredes cambiando la direccion de su velocidad, o
de su momento lineal. El efecto del gran ntimero de
colisiones que tienen lugar en la unidad de tiempo,
se puede representar por una fuerza F que actua
sobre toda la superficie de la pared

—

dx

Si una de las paredes es un piston mévil de area 4, y
éste se desplaza dx, el intercambio de energia del
sistema con el mundo exterior puede expresarse
como el trabajo realizado

dW =Fdx y F = pA

Se tiene:

dW = (pA)dx = p(Adx) = dW = pdV

Siendo dV el cambio del volumen del gas.
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Expresion que nos permite al integrarla, calcular e
trabajo entre dos estados, conociendo la relacion
entre la presion y el volumen.

Wip= ijdV

Ejemplo 76. En cierto cilindro un émbolo mdévil
encierra un volumen ¥, con presion p,. El émbolo se
deja libre. ; Qué trabajo ejecutara el gas sobre el
émbolo?, si el volumen del gas, al desplazarse el
émbolo, aumenta al doble, en tanto que la presion
del gas en este caso:

a) permanece constante;

b) crece linealmente hasta la presion 2p, a medida
que aumenta el volumen.

By

{1l

Solucién.
a) p = constante

27,
W= [pdv = W=pOIVU dv=p,V
:W:po(ZVo_Vo)ZPOVo

27,
VO

b) El grafico muestra la relacion lineal de la presion
y la temperatura.

P
P
2D,
1A |
Vp W, V¥
P=Py _2Pe=Py _ Py _, p=Poy
V-v, 2W,-V, V, v,

w=["Poyay
V.

0

e 2V,
DoV :ﬂ(4[/02_[/02)
Vo 20, 2,
3
:EPOV

PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA.
Como ya hemos dicho la transferencia de calor y la
realizacion de trabajo constituyen dos formas o
métodos de transferir, suministrar o quitar, energia a
una sustancia, o sea, representa energia en transito y
son los términos utilizados cuando la energia esta en
movimiento. Una vez que la transferencia de
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energia termina se dice que el sistema ha
experimentado un cambio de energia interna.
Supongamos un sistema al que se hace pasar del
estado de equilibrio 1 al 2, mediante un determinado
proceso termodinamico y durante el cual medimos el
calor absorbido Q y el trabajo realizado .

Uy

U

"-\-\_\_\_\_\_\-QW

U

Estas cantidades dependen no solamente de las
caracteristicas de los estados inicial y final, sino
también de los estados intermedios del camino en
particular seguido en el proceso. Sin embargo, si
calculamos la diferencia Q - W para ir del estado de
equilibrio y al 2 por diferentes caminos,
encontramos siempre el mismo valor.

Por consiguiente la diferencia Q - W representa la
variacion de energia interna del sistema, si
asociamos un nimero con cada estado de equilibrio
de tal modo que sirva como medida de esta cantidad,
podemos escribir

U,-U =0-W

Expresion que constituye el primer principio de la
termodinamica.

Y Q=(U2 _U1)+W

Tenga en cuenta que Q y W deben expresarse en las
mismas unidades, ya sean de calor o trabajo.
También que Q es positivo cuando el sistema recibe
(entra) calor y W es positivo cuando el sistema
realiza (sale) trabajo.

Note que la convencion de signos que estamos
utilizando aqui en este capitulo para el trabajo es
opuesta a la utilizada en la Mecanica., donde W es
positivo cuando es hecho sobre el sistema. Este
cambio obedece a la costumbre o tradicion, dado que
el. Proposito de las maquinas as hacer trabajo y a
este 1o llamamos en la vida diaria trabajo util o
positivo. Por otro lado la convencion de signos de: O
es consistente con este hecho, cuando una maquina
disipa o pierde calor es indeseable o negativo.

La forma descrita se aplica cuando los valores de la
presion, volumen y temperatura correspondientes a
los estados 1 y 2 difieren en cantidades finitas. Si los
estados 1 y 2 varian infinitesimalmente, el primer
principio toma la forma

dQ = dU +dw

Si el sistema de tal naturaleza que el unico trabajo se
realiza mediante una expansion o compresion

dQ =dU + pdV
Dado que: dW = pdV

CALOR ESFECIFICO DEL GAS IDEAL

Antes de ver las principales transformaciones de los
gases veamos el calor especifico de un gas ideal a
volumen constante y a presion constante.
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Las capacidades calorificas mas importantes son las
que se determinan cuando los procesos se realizan a

volumen constante (C), ) o a presion constante

(C,)

Calor especifico a volumen constante.
Sea (a’Q)V una pequefia cantidad de calor que

absorbe un gas a volumen constante (d V= 0) . Por

lo tanto no se realiza trabajo (d W= 0) , aplicando
el primer principio de la termodinamica,

dQ =dU + dW , obtenemos:
(dQ)V =dU
(d0),

dT

De aqui la capacidad calorifica a volumen constante,

¢ Q) _au

T 4ar 4T

Para un gas ideal monoatémico:

U = ;nRT , luego,

Como:

Cy

du 3
y =——=—nR
dr 2

Calor especifico a presion constante.
De igual modo si (d Q) , €8 una pequena cantidad

de calor que absorbe un gas a presion constante,
aplicando el primer principio de la termodinamica

(dQ), =dU +(dw),

Donde (dW)p =pdV =

(dQ), =dU + pdV
(@0),

Como C = —"""~
b dT
dUu av
De esto obtenemos: C, = ——+ p——
P dr dT
dUu dav

ycomo C, =—,C =C,+p——
A 7

para un gas ideal pV = nRT

A presion constante, dp =0, luego

dv
dV =nRdT = p——=nR
p pP AT

Luego, C,=C, +nR

Para un gas monoatdmico:

C :ganLnR = énR
L) 2

También como C, =C) +nR,

La capacidad calorifica por mol
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c,=¢, +R

Calor especifico del hidrégeno

El comportamiento del calor especifico del
hidrégeno con el cambio de temperatura es
sumamente desconcertante a inicios del siglo XX.
En bajas temperaturas que se comporta como un gas
monoatoémico, pero a temperaturas mas altas su calor
especifico asume un valor similar a otras moléculas
diatdmicas. Tomo el desarrollo de la teoria cuantica
para demostrar que el hidrogeno diatdémico, con su
pequeiia inercia de rotacion, requiere una gran
cantidad de energia para excitar su primera rotacion
molecular de estado cuantico. Dado que no puede
obtener esa cantidad de energia a bajas temperaturas,
actiia como un gas monoatémico

TN n Cerca de la teraperatura de
estas temperatims disaciacidn de 3200 K ha
7 [[los gredos de rertad evidencia de de dos gradug
G=5 R z‘;‘ﬁcm:ﬂz‘m de Hhertad rods, irplisado
es;‘f:iﬁco egcnm el / glu:a]ia;:'zras:o&:hom afecte
5 de un gas monoatdmico -~ P -
C,=5R
LA E]
A, termperaturas interraedias
/ Ios grados de bbertad de
c=3g rotacidn se manifiestan dandn ||
L] cinco grados de hertad
z
e; z U
HX L [ L Lrrn
2 10K 100 K 1000 K 10000 K

Temperatura (K)

PROCESOS TERMODINAMICOS.

El estado de un gas cualquiera o una mezcla de
gases esta determinado por su temperatura, su
presion y su volumen. En el caso del gas ideal estas
variables se unen por la relacion para un mol de gas.
pV =RT

La especificacion del estado de un gas presupone:

a) Equilibrio térmico. La temperatura es uniforme en
todo el sistema e igual a la del recipiente;

b) Equilibrio mecénico. La fuerza ejercida por el
sistema sobre el recipiente es uniforme en toda su
superficie y es contrabalanceada por tuerzas
externas;

¢) Equilibrio quimico. La estructura interna del
sistema y su composicion quimica no varian de un
punto a otro.

Un estado que satisfaga estas condiciones se
denomina estado de equilibrio termodinamico y sus
variables satisfacen la ecuacion anterior. Si
queremos usar la ecuacion de estado durante una
transformacion, es necesario que el sistema no se
aleje mucho de las condiciones de equilibrio; esto se
consigue procurando que la transformacion se
realice en una sucesion de estados de equilibrio poco
diferentes entre si; este proceso se llama cuasi
estatico; durante la transformacion, el sistema esta
en todos los instantes en una proximidad infinita al
estado de equilibrio. Esto se consigue, en general,
haciendo los cambios en forma suficientemente lenta
para que el sistema entre en equilibrio después de
cada modificacion (en rigor, una transformacion
exigiria un tiempo infinito para su realizacion).
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La energia interna U del sistema depende
unicamente del estado del sistema, en un gas ideal
depende solamente de su temperatura. Mientras que
la transferencia de calor o el trabajo mecanico
dependen del tipo de transformacion o camino
seguido para ir del estado inicial al final.

Isocérico o0 a volumen constante
No hay variacion de volumen del gas, luego

w=0, Q=nc,(T,-T,)
Donde ¢y es el calor especifico a volumen constante

F

Isobarico o a presién constante
w =p(VB —VA), Q:ncp(TB —TA)
Donde ¢ €S el calor especifico a presion constante

r

Isotérmico o a temperatura constante
pV =nRT

constante
4

transformacion en un diagrama p —V es una
hipérbola cuyas asintotas son los ejes coordenados
VB VB

Lacurva p = , representa la

)
W= pdv - j”RTdV:nRTlni

v, v, V,
AU=0,0=W
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Ejemplo 80. Expansion libre de un gas.

Un recipiente de paredes rigidas y completamente
aisladas esta dividido en dos por medio de una
pared. Una parte contiene gas y la otra esta
evacuada. Si la pared que los separa se rompe
subitamente, mostrar que la energia interna final y la
inicial son iguales.

Solucion.

Segtin el primer principio de la termodinamica:
0= (Uz -U, )+ w

Como el sistema esta aislado Q es cero, o sea
U,-U)+Ww =0

el trabajo W realizado sobre el sistema también es
cero. Note que el gas inicialmente tenia un volumen
V'y una presion p y finalmente un volumen /'y una
presion p/2.

Luego:

(Uz _Ul):O = U, =0,

Ejemplo 81. Una camara al vacio hecha de
materiales aislantes se conecta a través de una
valvula a la atmosfera, donde la presionesp . Se
abre la valvula y el aire fluye a la camara hasta que
la presion es p,,. Probar que u , =u, + vV,

donde u, y V| esla energia interna molar y

volumen molar de temperatura y presion de la
atmosfera.

U, es la energia interna molar del aire en la camara.
Solucion.

Inicialmente la camara tenia un volumen cero de
aire, al final se encuentra llena de aire y el trabajo

por mol realizado sobre el sistema seria — p_V, .

Como esta aislado no ha habido pérdida ni ganancia
de calor.
Aplicando el primer principio de la termodinamica:

0= (Uz -U, )+ w
Obtenemos por mol
0= (uf —uo)—poV0
Finalmente:

Uy, =u,+ .V,

Ejemplo 82. Un gas se expande desde [ a F por tres
posibles trayectorias como se indica en la figura.
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Calcule el trabajo realizado por el gas a lo largo de
las trayectorias IAF, IF'y IBF.

attn 7
I
2 e —
b

e

: 1

| .

2 4 ¥ litros

Solucién.

a) W,y :j‘fpdV = 2x(4-2)

=4 iitro atm =4 x 101,33 ] =405,32]
b W, = [ pdv - 2x1+%(1><2)

=3 litroatm=3x 101,33 J=304]
) Wiy = [ pdV = 2x1

= leitro atm=2x 101,33 J=202,71]

Ejemplo 83. Una muestra de un gas ideal de 1 mol
se lleva a través de un proceso termodinamico
ciclico, como se muestra en la figura. El ciclo consta
de tres partes, una expansion isotérmica (a - b), una
compresion isobarica (b - ¢) y un aumento de la
presion a volumen constante (¢ -d). Si T=300 K, p,
=5 atm, p, = p. = 1 atm, determine el trabajo
realizado por el gas durante el ciclo.

atm
z N\
=300 K
B=B|-- .
: ¢ l:'| [E;\.
M= ¥, Vo litros
Solucién.

w=w,+W, +W_,
Para una expansion isotérmica ab

y
W, = pav = JjnRTd7V — nRT In—

b

= nRTln&

Dy

Para la compresion isobarica bc

Wbc = pb(Vc _Va)

Para la compresion isocoérica ca no hay trabajo.
w.,=0

De tal manera:

P
Dy

W =nRT In

+pc(Vc _Va)
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— nRT In2e +pb[nRT_nRT]
pb pa pb

- nRT{ InLe 4 [ﬁ _ 1}}
pb pa
- RT{ In5 + G—lﬂ

=1991atm=2017,5J

Ejemplo 84. La figura muestra un ciclo donde a es
el estado inicial del sistema.

Las energias internas de los estados son: U, =10 J,
Ub =35 J, Ud: 391J.

En el proceso b —> ¢, el trabajo realizado por el gas
es+911J.

Iy il e
v i d
7 p

Encontrar:
a) El calor afiadido al sistema durante el proceso
b—>c.

b) El calor removido en el proceso d —> a.
Solucion.

V
Usando la ley del gas ideal p? = constante,

podemos encontrar una relacion entre las
temperaturas en @, b, ¢y d.
SiT,=T,T,=2T,T,=4Ty T,=2T

a) O, =C,(T.-T,)

:Cp(4T—2T) = ZCPT
Por la segunda ley de la termodinamica:
U -U,=0, -W, =
U, -35=0, -91
Por otra parte en el proceso @ —> b :
Uu,-U,=0,-W,
—35-10=0, -0
y O, =251 y también
0,=CT,-T,)=C,Q2r-7)=C,T
luego C, T =25]
En el proceso ¢ —> d :
U,-U.=0,-W,=39-U.=0,-0
Como
0.,=CT,-T,)=
0,=C,(2T -4T)=-2C,T
y Q,=-2x25=-50]
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con lo que encontramos
U =39-0,=39+50=89]
Finalmente:

0, =U. ~35+91=89-35+91=145]
0, =145]

b) Qda :Ua _Ud +Wda

Q. =C,(T,~T,)=C,(T =2T) =—C,T
Como O, =145J =2C,T

Luego Q,, =—-C,T = —1425 =-72,5]

Ejemplo 85. En la figura se muestran diversas
trayectorias entre los estados de equilibrio a, b, c y
d, en un diagrama p-V.

?

>
a) Cuando el sistema pasa del estadoa al b a lo
largo de la trayectoria a, ¢, b recibe 20000 calorias y
realiza 7500 cal de trabajo. Calcular el cambio de
energia interna (U ,—U, ) .

b) (Cuanto calor recibe el sistema a lo largo de la
trayectoria adb, si el trabajo realizado es 2500 cal?
¢) Cuando el sistema vuelve de b hacia a, a lo largo
de la trayectoria curva ba, el trabajo realizado es
5000 cal. ;Cuanto calor absorbe o libera el sistema?
d)SiU, =0 y U, =10000 cal., hallese el calor
absorbido en los procesos ad 'y db.

Solucion.

a) Por la trayectoria acb, se tiene:

Q = 20000 cal.

W = 7500 cal.

Luego,

U,-U,=0-W =

U, -U, = 20000-7500 = 12500 cal.
b) Por la trayectoria adb, W = 2500 cal.
Q = (Ub - Ua )+ W

0 = 12500 + 2500

QO.as = 15000 cal. (absorbido)

c¢) Para la trayectoria ba,

W =+ 5000 cal.

Luego,

Q = (Ua - Ub )+ W

Q =-12500 + 5000

Ora =- 7,500 cal. (libera)

d)SiU, =0 y U, =10,000 cal,
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U, —U, =10000 cal. Ademas, observe que al ir

por la trayectoria adb solo se hace trabajo en ad y no
en db, o sea, se tiene que:

W., =W, = 2500 cal

Luego

Qu = (Ud -U, )"’ W

Q., = 10000 +2500 = 12500 cal. (absorbido)
Como encontramos que

Qadb = 15000 y Qadb
Obtenemos

Q= 15000 — 12500 = 2500 cal. (Absorbido)

Esta ultima cantidad también podria encontrarse
teniendo en cuenta que:

W, =0
Y como en (a) hemos determinado que
U,-U,=12,500 cal.
SiU, =0,setiene que U, = 12500, luego
Ul7 - Ud = 12500 — 10000 = 2500 cal.

Finalmente

0, =U,-U,)+W, = 2500 cal.

= Qud + de

Ejemplo 86. Un mol de un gas ideal se encuentra en
un estado inicial p =2 atm y V= 10 litros indicado
por el punto a en el diagrama pV de la figura. El gas
se expande a presion constante hasta el punto b,
cuyo volumen es 30 litros y luego se enfria a
volumen constante hasta que su presion es de 1 atm
en el punto c.

Entonces se comprime a presion constante hasta
alcanza su volumen original en el punto d'y
finalmente se calienta a volumen constante hasta que
vuelve a su estado original.

a) Determinar la temperatura de cada estado a, b, c 'y
d.

b) Determinar el calor afiadido a lo largo de cada
una de las etapas del ciclo.

¢) Calcular el trabajo realizado a lo largo de cada
trayectoria.

d) Determinar la energia de cada estado a, b, c y d.
e) (Cual es el trabajo neto realizado por el gas en el
ciclo completo?

?
cd
o (5
7
Solucién.
a) Por la ley del gas ideal: pV =nRT =
V
r=£=
nR



Calor y Termodinamica

n=1, R =0,082] 110-AM
mol.K
Eng JPa=23M [hee0 T = 2x10 =243,6K
V. =10litros 0,0821
_ 2
Enb JPr=22M [hee0 T = <30 =730,8K
v, =30litros 0,0821

_ 1x30
Enc {p“ latm Luego T = =3654K

V. =30litros

End {p" =latm Luego T =
v, =10litros 0,0

b)

De a —> b (presion constante)

El calor suministrado es O = C AT

Siendo gas ideal (gas monoatémico)

C zénR
2

P

1
Comon=1,y R=2 ca

mol K
AT =730,8 -243,6=4872 K
0= (5)(487,2) = 2436 calorias

De b —> ¢ (volumen constante)
El calor suministrado es Q = C,, AT

Siendo gas ideal (gas monoatémico)

3
Cp:El’lR
Comon=1,y R=2 cal
mol K
= Cp:3°ill
K

AT =365,4—-730,8=-3654K
0= (3)(— 365,4) =-1096,2 calorias

De ¢ — d (presion constante)
El calor suministrado es O = C' ,AT
AT =121,8-365,4=-243,6K
0= (5)(— 243,6) = -1218 calorfas

De d — a (volumen constante)

El calor suministrado es Q = C,, AT
AT =2436-121,8=121,8K

0= (3)(121,8) =365,4 calorias

c)

De a — b (presion constante)
El trabajo es W = p(Vb - Va)

W =2(30-10) =40 litro atm
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Como 1 litro-atm = 101,3 J = 24,2 cal:
W =4052 ] = 968 calorias (trabajo del sistema)

De b — ¢ (volumen constante)
El trabajo es W = 0, (no hay trabajo).

De ¢ — d (presion constante)
El trabajo es W = p(Vd - Vc)
W =1(10 - 30) =- 20 litro atm

W =-2026 ] = - 484 calorias (trabajo sobre el
sistema)

De d — a (volumen constante)
El trabajo es W = 0, (no hay trabajo).

d) Como
U= énRT
2
—3(1mol)(2 cal jT
2 mol K
=3T
U, =3T,= 3(243,6K ) = 730.8 cal
U, =3T,=3(730,8K) = 21924 K
U, =3T.=3(365,4K) = 10962 K
U, =3T,=3(121,8K) = 3654K

e) Trabajoneto= W, + W, +W_ ,+W,,

=4052+0-2026+0=202617J
=487 cal

Calor absorbido= Q , +0,. + 0., + O,
=2436-1096,2 — 1218 +365,4
=487 cal

Trabajo neto = calor absorbido

= Calor que entra — calor que sale.

Ejemplo 87. Considere el proceso ciclico descrito
en la figura. Si O es negativo para el proceso BC y
AU es negativo para el proceso CA:

a) determine los signos de Q asociados a cada
proceso.

b) determine los signos de # asociados a cada
proceso.

£
kPa
gl-—-— B
S £
L
& m ¥
m3

Solucién.

a) Oap = positivo

QOgc = negativo (Dato)

(Uc—Up) = Opc -Wae = Oca = negativo
(Ui~Up)=0cs-Wey = =Qcu= (Uy-Up)+
Weq =(-) + (-) = negativo
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b) Wap = positivo
Wpgc = 0 (A volumen constante)
Wea = 2 (6-10) = -8 = negativo

Ejemplo 88. Un cilindro contiene un gas ideal a una
presion de 2 atmosferas, el volumen es de 5 litros a
una temperatura del gas de 250 K. El gas se calienta
a volumen constante hasta una presion de 4
atmosferas, y luego a presion constante hasta una
temperatura de 650 K. Calcular el calor total
recibido durante estos procesos. Para el gas el ¢, es
21,0 J /molK

Luego el gas entonces es enfriado a volumen
constante hasta su presion original y después a
presion constante se lleva el gas hasta su volumen
original.

a) Encuentre la salida de calor total durante estos
procesos y

b) el trabajo total hecho por el gas en el proceso
ciclico del conjunto.

Solucion.

F—1,5 litros —"
g Vv
La ecuacion del gas ideal permite el calculo del
numero de los moles originalmente presentes.
- pV 2atm x Slitro
RT  0,0821litro atm/mol.K
=0,487 mol
También C, = C}, + nR, la capacidad calorifica

pormol c,=c,+R.
a)c,=c,+ R=(21,0+ 8,317)J/mol K
=29,317 J/mol K
En el primer cambio p/T es constante y luego,
como p se duplica, T se duplica también a 500 K.
La entrada de calor por lo tanto es:
O1=nc(T,—T))
=0,487 mol x 21,0 J/ mol K x (500 — 250)K
=2558 1.
En el Segundo cambio V/T es constante y, como T se
incrementa en la razon 650/500, entonces V se hace
6,5 litros. La entrada de calor por lo tanto es:
0>=ncy(T5-T5)
=0,487 mol x 29,317 J/mol K x(650 — 500)K
=2143 1.
La entrada de calor total durante estos dos procesos
es Q=0;+0,=47011.
Durante el primer proceso de enfriamiento p se hace
la mitad, y 7 también se hace la mitad 325 K. La
salida de calor es
Q’1=nc, (Ts- Ty
=0,487 mol x 21,0 J /mol K x (650- 325)K
=33251.
En el Segundo proceso de enfriamiento V se reduce
en larazon de 5/6,5,y T se hace 250K, la
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temperatura original, como se esperaba. La salida de
calor es por lo tanto:
O =ncy)(TrT)

=0,487 mol x 29,317 J/ mol K (325 — 250)K

=10721J.
La salida de calor total durante el proceso de
enfriamiento es.
Q' = H,]J" H’ZZ 4397 J.
La diferencia entre el calor de entrada y el de salida
es 304 J. Esto debe aparecer como trabajo hecho por
el gas, puesto que la energia interna del gas debe ser
igual al principio y en el final de un proceso de
ciclico.
b) La cantidad 304 J deberia estar de acuerdo con el
valor del area dentro de la curva del ciclo, que
representa el trabajo hecho por el gas. Es un
rectangulo de alto 2 atm y largol,5 litros. El area
bajo ésta curva es:
W=2x1,013 x 10°dinas/cm x 1,5 x 10° cm’

= 3,04 x 109 ergios =304 J,

Lo que esta de acuerdo con el ingreso.

Ejemplo 89. Sobre un mol de gas se realiza un ciclo
cerrado que consta de dos isdcoras y dos isdbaras.
Las temperaturas en los puntos a y ¢ son T, y T..
Determinese el trabajo que efectta el gas durante
dicho ciclo, si se sabe que los puntos b y d yacen en
una isoterma

P
b c
@ o
-
Solucién.
r
P ¢
Tb = Id
I{ __a: :_;i""‘--..
K Vv

w=w,+W,+W,+W,
Wyp=0.W,=p,V,=-V)), W, =0,
Wiy =—p(V;=1),
W:(pz_pl)(Vz_Vl)

W =p,V,=p.Vi=pV,+pV

Por la de los gases ideales p,V, = RT,.
p.Vy =RT,, p)V, =RT,, p)V, =RT,
W=R(T -T,-T,+T,)

Como T, =Ty,

W =R(T, +T, —2T,)

De las relaciones
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p_p L
I, T, r, T,
po_p o1
Td Tc p2 Tc
T, T

=t > TT =TT,
Tb Tc

ConT,=T,= T,T. =T,

Finalmente /T, 7. =T,

Con lo que obtenemos

w=R{ +7,-2T,T,)
-R(/T.-[1,]

Ejemplo 90. Una cantidad de aire se lleva del
estado « al b siguiendo una trayectoria recta en una
grafica pV.

a) En este proceso ¢la temperatura del gas: aumenta,
disminuye o no cambia? Explique.

b) Si ¥'=0,0700 m’, ¥, =0,1100 m®, p, = 1,00 x 10°
Pay p, = 1,40 x 10° Pa, jcuéanto trabajo efectiia el
gas en este proceso. Suponga que el gas tiene

comportamiento ideal.
p

Solucion.
a) El producto pV se incrementa, y aun para un gas

no ideal, esto indica un incremento de temperatura.
b) El trabajo es el area encerrada bajo la linea que

representa el proceso y las verticalesen V, y V, . El

area del trapezoide es:
1
E(pb +pa)(Vb _Va)

—;(2,40“05)(0,0400) 4001

Ejemplo 91. Cuatro moles de O, se llevan de A a
B con el proceso que muestra en una grafica pV de la
figura. Suponga que el tiene comportamiento ideal.
Calcule el flujo de calor Q durante este proceso.
(Entra calor en el gas o sale de é1?
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P(kPa)
600 B
400

200 |
. A
L | Y

|
02 04 06 08

Solucidn.
El trabajo es el area bajo la trayectoria de A a B en

el grafico pV . El volumen disminuye, tal que W <
0

W =-1(500x10> +150x10%)(0,60)

=-1,95x10°7J
AU =nC, AT
V, PV
Conlepl 1,T2= 2V
nRkR nR
nR

C
AU = (?V](szz -pV)

AU = @gfz J[(s x10°)0.20)— (1.5 x10° )0.80)]

=-5,015x 10*7J
Luego AU =Q-W
= 0=AU+W=-0,5015x10° - 1,95x 10°

=-2,45x10°
0 es negativo, el calor fluye fuera del gas.

Ejemplo 92. Sea 20,9 J el calor afadido a
determinado gas ideal. Como resultado, su volumen
cambia de 63,0 a 113 cm® mientras que la presion
permanece constante a 1,00 atm.

a) (En cuanto cambid la energia interna del gas?
b) Si la cantidad de gas presente es de 2,00 x 107
mol, halle la capacidad calorifica molar a presion
constante.

c) Halle la capacidad calorifica molar a volumen
constante.

Solucion.

a) AU=0-W

0=2091],

W=pl,-V)=

W =1,013x10’ %(113—63)x10—6m3
m

W=5,061

b) O=nC (T, -T))

V. 1,013x10°x63x10™°

_ b
Tl - 3
2,00x10” x8,31

nRkR

=384K
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7 - PV _1,013x10°x113x10°
' R 2,00x10° x 8,31
20,9=2,00x107C, (689 —384)

3
_209x10° 5

=689 K

2

P 2x305 mol K
©209x10° J
P 2%305 "~ mol K
c)
C,=C,-R=
C, =343-831=26 J
mol K

Ejemplo 93. Una mol de un gas ideal monoatémico
es llevado cuasiestaticamente desde el estado A
recorriendo el ciclo ABCDA, tal como se muestra en

la figura.
Hallar:
a) La temperatura en A
b) El trabajo total.

Fa p

3z 10 B

s | a/N

4 C

2

D
1 2 5 4 miv

Solucién.

%
a)pV=nRT,y T:%,enelpuntoA:
n

Ty =———=722K
1x8,31
b) Trabajo total = Area ABCDA
=(3,5+3-2-1,52=6,0kJ

Ejemplo 94. Un sistema termodinamico se lleva del
estado « al estado ¢ de la figura siguiendo la
trayectoria abc o bien la trayectoria adc. Por la
trayectoria abc, el trabajo W efectuado por el sistema
es de 450 J. Por la trayectoria adc, W es de 120 J.
Las energias internas de los cuatro estados
mostrados en la figura son: Ua =150 J, U, =240 J,
Uc=6801Jy Ud =330 ]. Calcule el flujo de calor O
para cada uno de los cuatro procesos: ab, bc, ad 'y
dc. En cada proceso, el sistema absorbe o
desprende calor?

P

b c

| |

a d

Solucioén.

46

Hugo Medina Guzman

Para cada proceso, J = AU + W . No se realiza
trabajo en los procesos ab y dc, también

Vvac = VVvabc y Wad = Wadc"

El calor para cada proceso es,

para ab Q, =90J ,

para bc O, =440J+450)J=890J ,

para ad Q,, =180J+120J=30017,

para dc O, =35017, el calor es absorbido en cada

proceso. Las flechas representadas en los procesos
indican la direccion del incremento de la
temperatura (incrementando U).

Ejemplo 95. La figura muestra cuatro estados de un
sistema termodinamico: a, b, ¢ y d. El volumen del

sistema es V/, tanto en el estado a como en el b, y es
V. tanto en el estado ¢ como en el d. La presion del
sistema es p_ tanto en el estado a comoeneld,y

es p, tanto en el estado b como en el c. Las

energias internas de los cuatro estados son: U,, U,
U,y U,. Para cada uno de los procesos: ab, bc, ad y
dc, calcule:

a) el trabajo efectuado por el sistema;

b) el flujo de calor al sistema durante el proceso;

c) El sistema se puede llevar del estado al ¢
siguiendo la trayectoria abc o bien la adc. Calcule el
flujo neto de calor al sistema y el trabajo neto
efectuado por el sistema en cada trayectoria. ;Por
cual trayectoria es mayor el flujo neto de calor? ;Por
cual es mayor el trabajo neto?

d) Un amigo le dice que las cantidades de flujo de
calor deben ser iguales para la trayectoria abc y la
trayectoria adc, porque el estado inicial (a) y el final
(c) del sistema son los mismos por ambas
trayectorias. ;Como responderia a esta afirmacion?

P

Fel [+

Y

d

T

Solucion.
Vamos a usar las ecuaciones, W = p(V2 - V1) y
AU =0-W.

a) El trabajo hecho por el sistema durante el proceso:
A'lo largo de ab o cd, W=0. A lo largo de bc,

W,.=p. (VC —Va) A lo largo de ad,
Wad :pa(l/c _Vu)'

b) El calor que ingresa al sistema durante el proceso:

O=AU+W.
AU, =U,-U, ,tal que,
0,=U,-U,+0.
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AU, =U_-U,,tal que

ch :(Uc_Ub)+pc(Vc _I/a)'
AU, =U,-U_, tal que

Qad :(Ud _Ua)+pa(Vc _I/a)'
AU, =U,-U,k, tal que
Qdc :(Uc _Ud)+0'

c) Del estado a al estado ¢ a lo largo de la trayectoria
abc.

Wabc = pc (I/c _Va ) Qabc
= Ub_Ua +(Uc _Ub)+pc(Vc_I/a)
-(0.-U,)+p.V.-7,)

Del estado a al estado ¢ a lo largo de la trayectoria
adc.

Woie = 2.V, =V,).

Qe =U.-U,)+p,(V.-7,)

Asumiendo p, > p,,0,. >0 vy
w. . >W

abc adc*
d) Para entender esta diferencia, comenzar por la
relacion Q = W + AU. El cambio de la energia

Interna AU es independiente de la trayectoria de tal
manera que es igual para la trayectoria abc y para la
trayectoria adc. El trabajo hecho por el sistema es el
area bajo los caminos en el diagrama pV- no es igual
para las dos trayectorias. De hecho, es mas grande
para la trayectoria abc. Puesto que AU es igual y
W es diferente, O debe ser diferente para las dos
trayectorias. El flujo del calor Q es dependiente de
la trayectoria.

Ejemplo 96. Un motor térmico funciona con un gas
ideal que se somete a un ciclo termodinamico que
consta de dos etapas isotérmicas y dos etapas
isobdricas de presiones p, y p> (p2 > p1) . Si las dos
isotermas cortan la isobarica de presion p, en los
volumenes V; y V> (V2 > V1)

a) Grafique el proceso en los ejes pV/.

b) Determine el trabajo neto realizado en funcion de

P1.D2 JiyVs
Solucion.
a)

F

R
£, p c
P
T
B 7 a‘

s
o W

14
b) W, =nRT, ln7b:pr1 In—2

1

Wy :pz(Vc _Vb):pl(VZ _Vl)

-~
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V. V.
W., =nRT, ln7j =pV, ln7j

U/ :pl(Vl _Vz)
W =W, +W, +W. , +W,,

neto
W,. seanulacon W,

v, V.
W =pV.In—2+pV, In—=
neto — P1¥1 v P> v

.V,
pVi=pV, =V, ==, pV, =p,V.

D,
= VC — prZ

D,
Reemplazando los valores de V, y V.
respectivamente:
V V.

Wneto :pr'llnpl 1/p2 +pr2 ln 2

| prz/pz

Wneto = pll/l lnﬂ—i_prZ h’l&
P> Py

-pV ln&"‘prz Inf2

1 D

- p(V, -V E2

D

PROCESO ADIABATICO:

Es un proceso termodinamico importante en el cual
al cambiar, el sistema de estado de equilibrio no
intercambia calor con el ambiente, O = 0. En este
caso, de acuerdo al primer principio, se tiene:

u,-U,=-w.
Es importante hacer notar que este trabajo,
denominado TRABAJO ADIABATICO (W, ),

hecho para cambiar el sistema desde un estado
inicial a un final, depende solo de los estados de

equilibrio dados. Conociendo W, se puede

determinar la trayectoria. Cuando se realiza un
trabajo que no es adiabatico, entre los dos estados
dados, la cantidad en exceso o defecto comparado
con el trabajo adiabatico es calor y es lo que
realmente lo define como otra forma de trabajo.

Ecuacién del proceso adiabatico

Cuando un gas ideal va en un proceso adiabatico, la
presion volumen y temperatura cambian de forma tal
que es descrito solamente por una relacion entre p y
V,TyV,opyT,enfuncion de las capacidades
calorificas. Esta relacion puede calcularse aplicando
el primer principio de la termodinamica y utilizando
la ecuacion del gas ideal.

Segun el primer principio tenemos:

dQ =dU +dW =dU + pdV
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Como dU = C,dT (aunque este resultado se

obtuvo considerando un proceso a volumen
constante, relacion solamente las variables Uy T'y
por lo tanto, es valido independientemente del
proceso considerado), luego podemos escribir:

dQ = C,dT + pdV

Como dQ =0 en un proceso adiabético, se tiene:

C,dT + pdV =0

dT = _pdV )
Gy

De la ecuacion del gas ideal

pV =nRT

pdV +Vdp = nRdT )

Reemplazando (1) en (2); para eliminar d7 :
pdV +Vdp = —nRCidV

14

pC,dV +VC,dp = —nRpdV
(C, +nR)pdV +C,Vdp =0

d__Codv
p c, v
Llamando a la relacion —2 = ¥ . Para gas ideal:
v
5
=2 =167
4 3
a __, 4V
% V
Integrando

In p=—-p)nV +In const.

pV’7 =constante
Utilizando la ecuacion de los gases ideales
pV =nRT se pueden encontrar las siguientes

relaciones:
7—=1

p

TV’ =constante, = constante

La curva de un proceso adiabatico, en un diagrama
pV cae mas rapidamente con el aumento de ¥ que la
curva de un proceso isotérmico.

Ejemplo 97. Demostrar que el trabajo realizado por
un gas ideal, con capacidades calorificas constantes,
durante una expansion adiabética es igual a:

o W=C,(T,-T,)

by W = pVy—p,V,
y—1
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ow =" 1—(&jy

y—1 b
Solucién.
a) Por el principio de la termodinamica
dQ = dU +dw

Como el proceso es adiabatico dQ =0

Luego dW = —-dU
Pero d—U= C, = dU=C,dT
dT
Y dW =-C,dT
Integrando de 1 a 2:
T,
W, :_CV_[T1 dT =_CV(T2 _Tl)
w=C,(T,~T,)
b) Tenemos que dW = pdV

Por ser proceso adiabatico pV'” =C
C
=>p=—>

Vv
Luego dW = Cd—V
V7

Integrando: W =C| — =
nvr -y +1

CI/I—}/H _ CVZ—}/+1
y—1
Como p V" = p,Vi =C

Reemplazando C en la expresion de W en las formas
arriba puestas, obtenemos finalmente:

W= V= p,V,
y—1

c) De la expresion anterior

W= |24 {l_szz}

—y+l1 "2
ndV _ LV }

Vi

y—1 Vi
1 1
¥
pero V) =[£ yV, =[£jy
D )
de alli
_ ) CJW_
L=
v,
w =2 - Pl
V— C
D ]
L P
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71
_nh 1{&} ’
y-1 D

Ejemplo 98. Encontrar el médulo de
compresibilidad elastica en un proceso adiabatico
(B adiaba'tico)-

Se conoce la relacion de capacidades calorificas

-2)

Solucién.
Tenemos:
dp dv
B=—"= dp=—B— 1
av p I (1
|14

También, en un proceso adiabatico:
pV’” = constante

derivando

dpV’ + pyV"7dV =0

de aqui

dp =—p—— 2
p="w, @

Igualando (1) y (2):

g __, 4
V w V

de aqui obtenemos:

Badiaha'tico = 7]9

El sonido en el aire se propaga en un proceso
adiabatico
La velocidad de un gas esta dada por

B

v=_|—
P

Para el aire:
Badiaba'tico = }/p = 174(1,013 X 105 )
Do = 1,28 kg/m’

1,4(1,013x15)
v=_ |————* =333m/s
1,28

Ejemplo 99 . Dos moles de un gas ideal se expanden
cuasiestatica y adiabaticamente desde una presion de
S atm y un volumen de 12 litros a un volumen final
de 30 litros. (y= 1,40)

(a) (Cual es la presion final del gas?

(b) (Cuaéles son las temperaturas inicial y final?
Solucion.

n=2mol, y =14, p, =5atm, V, =12 litros,
V,= 30 litros

a) Para una expansion adiabatica

Hugo Medina Guzman

pV’ =cte
Entonces: p, V' =p V]
= 5(12)"* = p,(30)"*

De donde

p; =139atm
V.

b)Tizp’ L= >x12 =3659K
nR 2x0,082
V.

T :pj fo 1,39x30 2543K

77 WR 2x0,082

Ejemplo 100. Un mol de un gas ideal monoatémico
inicialmente a 300 K y a 1 atm se comprime
cuasiestatica y adiabaticamente a un cuarto de su
volumen inicial. Encuentre la presion y temperatura
final. (y=1,67)

Solucién.

n = 1mol

y =167

T;,=300 K

pi=1atm

pV’ = cte, pV =nRT
Bien
iniy =Py V/Z
V., PV (= VI =V,
T I
De la ultima
7—=1

T,=|—Lt| T, =(4)300

4

pr=l—1| p~= (4)1’67 x1 =10,1 atm

Ejemplo 101. Durante el tiempo de compresion de
cierto motor de gasolina, la presion aumenta de 1 a
20 atm. Suponiendo que el proceso es adiabatico y el
gas es ideal con y = 1,40.

a) ¢en qué factor cambia el volumen? y

b) ;en qué factor cambia la temperatura?

Solucidn.

Y = 1,40, p;= 1 atm, py = 20 atm

) pV=pV; =
L i

V )7 14
Ve i [Lj o2
v, |p, 20

1
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Tf V, 7-1 1 0,4
b) —=|— =|— =233
T[ Vf 0,12

CICLOS REVERSIBLES E IRREVERSIBLES
Supongamos que ocurre un proceso en que el
sistema va de un estado inicial (i) a otro final (f) en
el que se realiza un trabajo W'y se produce una
transferencia de calor O a una serie de reservorios de
calor. Si al final de este proceso, el sistema puede
ser restaurado a su estado inicial se dice que es
REVERSIBLE. Un proceso que no llena este
requisito se dice que es IRREVERSIBLE.

Las condiciones para un proceso reversible son:

1) No debe existir trabajo realizado por friccion,
fuerzas debidas a la viscosidad u otros efectos
disipativos.

2) El proceso debe ser tal que el sistema se
encuentre siempre en estado de equilibrio o
infinitamente proéximo a €l (cuasiestatico - por
ejemplo, si el piston de un cilindro se mueve
lentamente dando tiempo para que el sistema pueda
interactuar con el ambiente y alcanzar un estado de
equilibrio en todo instante).

Cualquier proceso que viole una de estas
condiciones es irreversible. La mayoria de los
procesos en la naturaleza son irreversibles. Si
queremos conseguir un proceso reversible debemos
eliminar las fuerzas disipativas y el proceso sea
cuasiestatico, en la practica esto es imposible. Sin
embargo nos podemos aproximar mucho a un
proceso reversible.

CICLOS TERMODINAMICOS. MAQUINAS
TERMODINAMICAS.

Una maquina que realiza esta conversion, lo hace
mediante "PROCESOS" que llevan a la sustancia de
trabajo nuevamente a su estado original, al conjunto
de estos procesos se conoce como "CICLO" una vez
completado el ciclo, los procesos se vuelven a
repetir.

Una maquina térmica se puede representar en forma
idealizada como se muestra en la siguiente figura.

rs
AL
! T
7
Repitiendo el ciclo se puede obtener cualquier
cantidad de trabajo.

Damos la siguiente notacion, refiriéndonos a un
ciclo completo.

Q, = calor absorbido por el sistema del reservorio

ad,.
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0, = calor liberado por el sistema al reservorio a

0, Donde 6, >0, .
W = Q;— Q, trabajo neto hecho por el sistema.

Eficiencia térmica.

Observe que el enunciado que hemos dado del
segundo principio de la termodinamica establece que
la maquina térmica perfecta en la que todo calor
suministrado se convierte en trabajo sin perder calor,
no existe. Nos gustaria tenerla, pues no viola la
primera ley, pero no se ha obtenido.

Dado que el trabajo neto en el ciclo es lo que
obtenemos, y el calor absorbido por la sustancia de
trabajo es lo que ponemos. Luego la eficiencia
térmica de la maquina esta definida por:

Trabajo obtenido

Eficiencia térmica =
calor puesto

_
O,

Aplicando la primera ley a un ciclo completo.
Como los estados inicial y final son los mismos la
energia interna final debe ser igual a la inicial,
obteniéndose

0,-0,=W

de aqui

Ql _Qz

e=————

o,
[

0,

e

e=1-

Tenga en cuenta que en esta expresion O, y O,
deben ser tomados en valor absoluto, como
positivos, dado que al haber aplicado la primera ley
(W =0 -0, ) ya se ha considerado su propio
signo.

Observe que la eficiencia seria 100% (e = 1) si

O, =0 es decir sin ceder nada de calor, esto es
completamente imposible en la practica y lo
establece el segundo principio que veremos mas
adelante (e < 1). En cambio, si O, = (O, se tendra

e=0yW =0, -0, =0.

Ejemplo 102. Cierta maquina tiene una potencia de
salida de 5 kW y una eficiencia de 25%. Si la
maquina libera 8000 J de calor en cada ciclo,
encuentre:

a) el calor absorbido en cada ciclo y

b) el tiempo para cada ciclo.

Solucion.
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a)ezﬁzl—& = O,ZS:I—M =

1 1 1

0, =10666,67.
b) W =eQ, =2666,67J
w W 266667

P=— = t=—=""—=0,53s
t P 5000

Ejemplo 103. En cierto proceso industrial se
somete un gas al siguiente ciclo termodinamico:
1-compresion isobarica hasta la mitad de su volumen
inicial,

2-calentamiento isocorico,

3-expansion isotérmica hasta la presion y el volumen
inicial.

El control de calidad requiere que la eficiencia del
proceso sea mayor al 11%. Determine la eficiencia
del ciclo para un gas monoatémico y para un gas
diatomico, y en cada caso indique si aprueba o no el
control de calidad.

Solucion.

r

AfF-—---= A

L
L 20 v
I-compresion isobarica hasta la mitad de su volumen
inicial,

C
O = Cp(TB _TA)=_ﬁpoV0

2-calentamiento isocorico,

Ose =CV(TC _TB): CV(TA _TB)

Por la ly del gas ideal:
T = PV, 2pV,
= =
nR nR
T o= PsVs _ PV
i nRkR nRkR
Luego
C
Ope = ni;;poVo

3-expansion isotérmica hasta la presion y el volumen
iniciales.
2V,
— _ 0
QO =W, =nRT, In—, como
0

2pV,

T, = = Q¢ =2pyV,In2

De aqui deducimos que:

C
0, =2p,V, ln2+$p0V0 y0,=C,

La eficiencia del ciclo es:

PV
nR
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C pOVO
e=1-2 " nR
C
o 2p Vo In2+—LpV,
nR
¢
“]-__ nR
CV
2In2+—
nR
Si es gas monoatémico
C —inR C —énR
v e Ty
S
e=1-——2 01338 =1338%
2In2+ =
2
Si es gas diatomico
C —gnR C —ZnR
P T
7
e=1 —% ~0,09939 =9,94%
2In2+—
2

Se aprueba el control de calidad para gas
monoatémico.

Ejemplo 104.

Un gas ideal monoatémico se somete a un ciclo
termodinamico que consta de 3 procesos:

A —> B Compresion adiabatica desde (Vy, po) hasta
cuadriplicar la presion.

B — C Expansion isotérmica hasta la presion
inicial.

C — A Compresion isobarica hasta el volumen
inicial.

a) Presente un grafico p versus V para el ciclo.

b) Determine las variables termodinamicas p, y, T
para cada estado A, B, C.

¢) Calcule la eficiencia del ciclo.

Solucion:

a)
£

45,

b)
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YN _ 4

Estado A: =p,, T, =
Py=DPo> 1, R R
Estado B: p, =4p,,

v

-
T, :[p_BJ r T, = (4)77 PV _ 425 j 214

Py nR nR
14
Estado C: p. = p,,= TC = TB = 42/5M
nR
¢)
CalorenA — B: Q,, =0
Ve
CalorenB — C:Q,. =nRT, In—
Ve
Calculode Vy: pVi =p Vi =
1 3
7 1)s
v, = [&j v, = (—TVO
Ps 4
Ve V
Célculode V,.: =< =—-24 =
. T,
T,
V, = [T_j]VA: 47y,
Luego
4Py,
0, =nRT,In——>>—=
e TG,
v
nR(42/5 %} In(4%* x4¥%) = 2,41p,V,
Caloren C — A:
5 pP.Vi pPVe
Oct = €11 =T) - E”R(ﬁ‘n—ze

5
= 5(pOVO —4% poVo) =—185p,V,

La eficiencia es

0,

e=1-=—=,0 =241p,V,y O, =185p,V,
1
Luego:
e=1-22P0 107676 - 02324
2,41p,V,
e=23,23%

CICLO DE OTTO.

El funcionamiento de un motor a gasolina puede
idealizarse considerando que la sustancia de trabajo
es aire, el cual se comporta como un gas ideal y que
no hay friccion. En base a esto el ciclo de Otto esta
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compuesto por seis procesos simples mostrado en el
diagrama p-V de la figura.

E

oA 8 g
e — a Entrada isobarica (presion constante), el
volumen varia de cero a V, al igual que el nimero

de moles de cero a n, de acuerdo a la ecuacion

poV =nRT,

a — b Compresion adiabética, de acuerdo a la
ecuacion

Ta Va}/_l = Tb be_l

VW

P

RS

Y
R

} 7 W7
b — ¢ Compresion isocérica (volumen constante)
la temperatura cambia de 7, a T .. Este proceso es

aproximado a la explosion en el motor de gasolina.

p [N
,
b: ng
.
pn - i ic;s
7 G

¢ —> d Descompresion adiabética de acuerdo a la
ecuacion.

TV =17
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F &
2y
bi dQ‘z
|
A = i ia
[ V I

d — a Descompresion a volumen constante, la
temperatura cambiade 7, a T, . Este proceso es

aproximado a la apertura de la valvula en el motor a
gasolina.

¥

a —> e Proceso isobarico a presion atmosférica, el

volumen varia de V| a cero, a temperatura

constante.
SRR [
N
&

=
X d
\ b e
A : :

1] ) : ::'.‘2

| |
A v, vV

O = J’TT;CVdT: CV(Tc _Tb)
El calor liberado (), , a volumen constante
0, = TT:CVdT: _CV(Td _Ta)
La eficiencia es
0 _, (1,-1)
o (r.-T)
De los procesos adiabaticos tenemos
Ty =Ty y TV =T
restando
(7, -7 =T -1 "
-1

(7,-T,) _ (V

(Tc - Tb) 1

%
finalmente

e=1-

0
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Ejemplo 105. La figura representa un diagrama p-V
del ciclo Joule de gas ideal, C p» s constante. (Cual

es su eficiencia térmica?

=
G
adiahdfico
E -—
2
e a *Qz i
[

Solucioén.

En este ciclo, el ingreso de calor se produce en el
proceso adiabatico b — ¢ y la salida de calor en el
proceso isobarico d —> a .

T,
Luego O, :IT,, deT: CP(TC _Tb) y

Ta
0= Cdr-c,r,-1,)

Luego la eficiencia

Qz_ (Td_Ta)

=1-=22=1-Vd “d/
o (L-T)
Por la trayectoria adiabatica @ —> b :
r=y r=y

D> _ D

T, T,
6 Tpy " =T,p{"" ()

Por la trayectoria adiabdtica ¢ —> d :
r=1/y r=1fy

P> _ D

T, T

6 Tpy " =T,p ™" @)
Restando (1) de (2):
(7.-7,)p; " = (T, - T,)p """

y—1

De aqui: 7(Td ~1.) :(sz ’
(.-1,) (p

7—1

2
Finalmente: e =1— ( j 23 J
P

CICLO DIESEL

Este ciclo también se inicia con una compresion
adiabatica, ocurre la explosion manteniéndose
constante la presion, aunque no es necesario
introducir una chispa, ya que la combustion se
produce de manera espontanea. Nuevamente la etapa
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de trabajo se corresponde con una expansion
adiabatica y finalmente se realiza un enfriamiento
isocoro del fluido en el motor.

P @

b c

Adiabatico

Ejemplo 106. Un motor diesel opera en el ciclo
reversible abcda, con 9,0 moles de un gas ideal. Los
procesos ab y cd son adiabaticos. Las temperaturas
de los puntos a, b, ¢ y d del ciclo son 250 K, 375 K,
540 K, 432 K, respectivamente. La constante
adiabatica del gas es 1,50.

) T ¢

. b

S\ C

4 —spx
4K
T 375K
a —— 250K
V

a) Calcule el calor absorbido durante la expansion
isobérica.

b) Calcule el calor rechazado en el proceso de
isocdrico.

¢) Calcule el cambio de energia interna del gas, en la
compresion adiabatica.

d) Calcule el trabajo realizado por el motor, en la
expansion adiabatica.

e) Calcule la eficiencia térmica del motor, en

porcentaje.
Solucion.
a) Calculo previo de las capacidades calorificas
nR
C,=C,+nR y=1+_~
C
14
9,0(8,31 74,79
,5=1+ ( ) CV = = 149,58 J/K
C, ,

Cp =149,58 + 74,79 =224,37 J/K

C, =149,58 +74,79 =22437JK

El calor absorbido (Q1 )durante la expansion

isobdrica

0, =C,(T. - T,) = 224,37(540 - 373)
=37469,791=37k]

b) El calor rechazado (Q2 )en el proceso de
isocdrico

Hugo Medina Guzman

Q,=C,(T, -T) =149,58(250 — 432) =
27223,56 J=27KkJ

c¢) El cambio de energia interna del gas, en la
compresion adiabatica

AU=U,-U,=C,(T,~T,)
= 149,58(375 - 250)
=18697,5J=19KkJ
d) El trabajo realizado por el motor, en la expansion

adiabatica es igual al negativo del cambio de energia
interna en el proceso.

W=-AU=U,-U,=Cl(T,-T)
= 149,58(432 - 540)

=-16154,64J=-16kJ
e) La eficiencia térmica del motor.

:K:QI_QZ :1_%

e
0, o )
27223,56
=1- T 2 1-0,73=0,27
37469,79

La eficiencia es el 27 por ciento.

Ejemplo 107. 10 moles de un gas diatomico (C,=
SR/2) se encuentran inicialmente a una presion de p4
=5x10° Pa y ocupando un volumen de

V=249 107 m’. Se expande adiabaticamente
(proceso 4B) hasta ocupar un volumen V=479
x10” m’. A continuacién el gas experimenta una
transformacion isoterma (proceso BC) hasta una
presion pc = 1 x10° Pa. Posteriormente se comprime
isobaricamente (proceso CD) hasta un volumen Vp =
V, =249 107 m>. Por tltimo, experimenta una
transformacion a volumen constante (proceso DA)
que le devuelve al estado inicial.

a) Representar graficamente este ciclo en un
diagrama p-V.

b) Calcular el valor de las variables termodinamicas
desconocidas en los vértices 4, B, C'y D.

c¢) Hallar el calor, el trabajo, la variacién de energia
interna, en Joules, de forma directa y/o empleando el
Primer Principio, en cada etapa del ciclo.

d) Calcular el rendimiento.

R= 0,082 atm litro/mol K = 8,314 J/mol K ;

1 cal = 4,186 J; latm = 1,013 10’ Pa

Solucién.

a) Representar graficamente este ciclo en un
diagrama p-V.

r
x10°Pa
e 4
4l
3 -
N | B
S i &
250 500 oo 7

x107%m?

b) Calcular el valor de las variables termodinamicas
desconocidas en los vértices 4, B, Cy D.
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Vérticed p V,=nRT, =

T, =14475 K

A=>B pVi=piVy =
py =2x10° Pa

Vértice B ppV, =nRT, =

T, =1152,7 K

B—>C plV,=pV.=

{VC =958,3x107

I. =1152,7K
Veértice D pyV, =nRT, =
T,=299,5 K

c) Hallar el calor, el trabajo, la variacion de energia

interna, en Joules, de forma directa y/o empleando el

Primer Principio, en cada etapa del ciclo.
Proceso A —> B (adiabatico)

0=0
AU =nC, (T, ~T,) =

10(% 8,3 14](1 152,7 —1447,5) =71166,7 )

VB VB
w :J‘VA pdV = cte VAC;'_I;
_ (pAVA _pBVB)
y—1
_ (5x10° x249x107 —2x10° x479x10°)
1L4-1
=717501

Comprobacién, AU = Q —W
Proceso B — C (Isotérmico)
A =0 (no hay cambio de temperatura)

VC VCdV
W= IVE pdV = nRT jVB7
-3
~ #RTInte - nR(1 152,7)1n&104
v, 479x10
=606458,1J

O=W=66458,1]
Proceso C —> D (Isobérico)
AU =nC,(T, -T,)

- 10@ 8,3 14}(299,5 ~1132,7)

=-177337,6J
0=nC,(T,-T)
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= 10(%8,3 14)(299,5 ~1132,7)
=-248272,71]
W= P(VD - Vc)

- 10°(249%107° —958x107)
=-709301]
Comprobacion, AU = Q —-W

Proceso D — A (Isocérico)
W =0 no hay cambio de volumen

0= nCV(TA _TD)
= 10(%8,3 14}(1447,5 ~299,5)

=249004,3J
AU =Q =249004,3]
En el ciclo completo
AU =0
W =67278,1]
Qahsorbido = 3 1546254 J (+)
chdido = 24827297 J (_)

Podemos ver que W = Qabs T Cea

AU (J) od) W)
A—> B | -71666,7 0 71750
B—>C |0 66438,1 66458,1
C > D |-177337,6 -248272,7 | -70930
D — A4 | 2490043 249004,3 0

0 67278,1
d) Calcular el rendimiento.

w

e=——=0,21=21%

abs

SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA.
La experiencia nos dice que a pesar de que es muy
facil convertir energia mecanica completamente en
energia térmica (como en la friccion), hay muchas
restricciones para efectuar La transformacion
inversa. La tinica forma en que somos capaces de
efectuar la transformacion continua de energia
térmica en energia mecanica es teniendo
“reservorios de calor” a dos temperaturas diferentes,
e interactuando entre ellas una maquina que
transforme una parte del calor que fluye del
reservorio caliente al frio en trabajo (maquina
térmica) . El segundo principio de la termodinamica:
se refiere a este hecho y se establece
cualitativamente como sigue:

"Es imposible construir una maquina de
funcionamiento continuo que produzca trabajo
mecanico derivado de la extraccion de calor de un
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reservorio simple, sin dar calor, a un reservorio a
temperatura mas baja”

En resumen, la segunda ley establece los procesos
que sin violar la primera ley no ocurren en la
naturaleza. La primera Ley establece simplemente la
conservacion de energia.

Reservorio de calor. Se define como un cuerpo de
masa tal que es capaz de absorber o liberar calor en
cantidad ilimitada sin sufrir apreciable cambio de su
estado, temperatura u otra variable termodinamica.

Ejemplo 108. Una mol de un gas monoatémico se

lleva por un ciclo abca como se muestra en la figura.

El proceso @ — b es un proceso isotérmico a 400

Ky el proceso ¢ —> a es un proceso adiabatico.

a) Hallar la presion, el volumen y la temperatura
para los puntos a, by c.

b) Hallar el trabajo total en el ciclo.

c) Hallar los calores en cada uno de los procesos

(Qah; ch y Qca)~

d) Hallar la eficiencia del ciclo.

PiPa)

1 2 Vi)
Solucién.
a) Calculo de las presiones:

PV, =p,V, =nRT =1x3831x400

P, :ﬁ:3324£2,
m

», :33224:1662N

2
m

N
D =D, = 1662@

Calculo de los volumenes:
3 3

V,=lm", ¥V, =2m",

Como puVa}/ = prby b

v > =
con ¥ =—
3

3324(1)" =1662(v,)"
-V, =(2)" =1,51m’

c

Calculo de las temperaturas:
1,=1,,=400K,

Como p_.V, =nRT =

T = p.V. _ 1662 x1,51 3

, 02K
°  nR 1x831
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p(Nm) |[V(m) |[T(K)
a | 3324 1 400
b | 1662 2 400
c | 1662 1,51 302

b)

W, = nRTln(V”J
=

~ (8,31)(400)In2 = 2304 ]
W,=pWV.-V,)

— (1662)(1,51-2) =-814]
W, =-AU =-nC,AT =-1222]
WTOm,: 268 ]

©)
Oy =W,y =2304)

0O, =nC,AT =-20361

QC(I:O
9 e=1-2 12036 _,
0, 2304

Ejemplo 109. Una maquina tiene una potencia de
salida de 2 kW, si su eficiencia es del 40% y cede un
calor de 3000 calorias por ciclo.

a) Determine el trabajo realizado por ciclo.

b) El tiempo de duracién de cada ciclo.

Solucion.

a) Determine el trabajo realizado por ciclo.

e =40%, O, =3000 calorias

ezl—gzK
0 0O
Q1 = & = ?)Oﬂ = 5000 calorias
l1-e 0,6

Y el trabajo es:
W =Q, — 0, =5000-3000 = 2000 calorias.

b) 1cal = 4,186 Joules

Como la potencia es 2000 J/s

2000 J (1 caloria/4,186 J) = 477,78 calorias
El tiempo de duracion de cada ciclo es:

2000 _
477,78

5

EL CICLO CARNOT

Vamos a estudiar ahora una maquina térmica
altamente idealizada conocida como la maquina de
Carnot. Nos muestra como es posible obtener
trabajo por medio de una sustancia de trabajo que es
llevada a través de un proceso ciclico y también nos
permitira establecer la escala absoluta
termodinamica de temperatura.
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Un ciclo de Carnot es un conjunto de procesos, la
sustancia de trabajo se imagina primero en equilibrio

térmico con un reservorio frio a la temperatura 7, .

Se realiza cuatro procesos, por ejemplo sobre un gas,
como se muestra en el diagrama p-V de la figura..

F

a — b Compresion adiabética reversible hasta que

la temperatura se eleve a 7T} .

3.

Presién m m Temperatura

b —> ¢ Expansién isotérmica reversible hasta un
punto c.

300
Presion m Temperatura

¢ — d Expansion adiabatica reversible hasta que

la temperatura bajea 7, .

d — a Compresion isotérmica reversible hasta que
se alcanza el estado original.

\ 200
[ 300 | 200 FwetB,

En este ciclo se tendra:

AU =0

Hugo Medina Guzman

(Por ser un ciclo en que estado final = estado
inicial)

W =0, -0, =AQ (Calor total absorbido por el
sistema enunciado)

W = Trabajo neto entregado

Durante la expansion isotérmica b — ¢ ingresa

calor O, .

Como la energia interna de un gas ideal depende
solo de su temperatura

v, v.dV V.
Q, =W, =[ pdV=RT,[ "~ = RT,In<

g oy v,
Del mismo modo durante la comprension isotérmica
d — a en que se realiza calor 0, .

Va vdv v
0, =W, = jyd pdV:RTZIVd7 - RT,In ¢

d

‘ 4 ‘ ‘
Siendo V, >V, In—* es una cantidad negativa,
d
como debemos de poner como cantidad positiva

v
escribimos O, = RT, ln7d

a

En la expansion adiabatica e — d
y-1

V T
TV =Ty = =1 W
Vc T2
En la comprension adiabatica @ —>
y—1
V T
Ly =TV = | =1 @
V, T,
de (1) y (2)
Va Vd Vd Vc
=l o = G
b c Va Vb
V
T,In-% .
Entonces % = V” = ?2
o) T In—< 1
Y,

La relacion entre las temperaturas absolutas de
reservorios de calor en los que trabaja la maquina de
Carnot tiene la misma relacion que los calores
rechazado y absorbido.

La eficiencia térmica es

(23
o,

Reemplazando % por su valor, obtenemos:

e=1-
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Para que una maquina Carnot tenga una eficiencia
de 100 por ciento es claro que e deberia ser cero.
Como en la practica no es posible tener e =1, es
imposible obtener el cero absoluto de temperatura.
Estos resultados que se han obtenido usando un gas
ideal como sustancia de trabajo, sin embargo, son
independientes de este hecho y en general la
eficiencia de una maquina térmica reversible es
independiente del material usado como sistema,
dependiendo unicamente de las temperaturas de los
reservorios.

MOTOR Y REFRIGERADOR

Un motor de Carnot es un dispositivo ideal que
describe un ciclo de Carnot. Trabaja entre dos focos,
tomando calor O, del foco caliente a la temperatura
T, produciendo un trabajo W, y cediendo un calor
0, al foco frio a la temperatura 7.

En un motor real, el foco caliente esta representado
por la caldera de vapor que suministra el calor, el
sistema cilindro-émbolo produce el trabajo, y se
cede calor al foco frio que es la atmosfera.

Motor

La maquina de Carnot también puede funcionar en
sentido inverso, denominandose entonces
refrigerador o frigorifico. Se extraeria calor O, del
foco frio aplicando un trabajo W, y cederia Q; al
foco caliente.

En un refrigerador real, el motor conectado a la red
eléctrica produce un trabajo que se emplea en
extraer un calor del foco frio (la cavidad del
refrigerador) y se cede calor al foco caliente, que es
la atmosfera

Refrigerador

La segunda Ley estableceria que no existe el
Refrigerador perfecto. No es posible transportar
calor de un cuerpo a otro de mas alta temperatura,
sin efectuar trabajo sobre el sistema. También, nos
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gustaria tenerla, puesto viola la primera Ley, pero
tampoco se ha obtenido nunca.
Coeficiente de rendimiento de un refrigerador:
o O O

0, -0, w

Ejemplo 110. La eficiencia de una maquina de
Carnot es de 30%. La maquina absorbe 800 J de
calor por ciclo de una fuente caliente a 500 K.
Determine

a) el calor liberado por ciclo y

b) la temperatura de la fuente fria.

Solucion.

7, =500 K

0,=8001

e=0,3

a) e:K:I—%
) Q

0,
03=1-=% = 0, =560]
800 2,
b)e:1—£

T

T
03=1-—2 = T, =350K
500

Ejemplo 111. Una maquina de Carnot opera con 2
moles de un gas ideal. En el proceso ciclico, la
temperatura maxima que alcanza el gas es de 527°C
y la presion méxima es de 5 atm. En un ciclo, el
calor suministrado es de 400 J y el trabajo realizado
por dicha maquina es de 300 J.

a) Calcular la temperatura del depdsito frio y la
eficiencia porcentual.

b) Si empleando unicamente el calor expulsado por
la maquina se logra derretir totalmente un bloque de
hielo de 10 kg a 0°C, ;Durante cuantos ciclos debe
operar esta maquina?

cfusién agua = 334 X 103 J/kg

¢) (Cual deberia ser la temperatura del deposito
caliente sin modificar la del deposito frio para elevar
la eficiencia hasta el 80%?

Solucioén.
a) T, =273+527=800K
F
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Q2 ZQI—W=4007300=100J
o T

0 T
o,
0,

T,=200-273=-73°C
La eficiencia es:

100

T, =T, 2= 800— =200K
400

T.
e=1--2*% :1—@=0,75 =75%
T, 800

b) Para derretir los 10 kg de hielo se necesitan

10 (334x10%) = 334x10*J

Si en cada ciclo el calor expulsado por la maquina es
100J

Esta maquina debe operar

334x10*
100

¢) (Cual deberia ser la temperatura del deposito
caliente sin modificar la del deposito frio para elevar
la eficiencia hasta el 80%?

= 33400 ciclos.

T.
e':l——'2 =

1
o T, _ 200 _ 200
"1-e¢ 1-08 0,2
t’1=1000-273 =727 °C.

=1000 K

Ejemplo 112. Se ha propuesto una planta de
potencia que haga uso del gradiente de temperatura
en el océano. El sistema se disefid para operar entre
20 °C (temperatura de la superficie del agua) y 5 °C
(temperatura del agua a una profundidad de casi 1
km).

a) ;Cual es la maxima eficiencia de dicho sistema?
b) Si la potencia de salida de la planta es de 7,5
MW, ;cuanta energia térmica se absorbe por hora?
¢) En vista de los resultados de la parte (a), (piensa
que se deba tomar en cuenta dicho sistema?
Solucion.

t1=5°C, T, =278,15K

L=20°C, T,=293,15K

P=75MW
T
a) e=1——2=1- 27815 =0,051=51%
1 293,15
el P P
O AR e
o sea la potencia absorbida sera
P = 7,5 =147 MW
0,051

En una hora
0,=147x3600x 10°7=5,292x 10" J
¢) Se recomienda que no.
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Ejemplo 113. Un aparato de aire acondicionado
absorbe calor de su embobinado de enfriamiento a
13 °C y libera calor al exterior a 30 °C.

a) (Cual es el maximo rendimiento del aparato?
b) Si el rendimiento real es de la tercera parte del
valor maximo y si el aparato remueve 8 x 10* J de
energia caldrica cada segundo, ;qué potencia debe
desarrollar su motor?

Solucidn.

0, calor transferido a la fuente caliente

0, calor absorbido de la fuente fria

W trabajo gastado por la bomba

0,
w

a) Si el refrigerador es una maquina de Carnot
funcionando a la inversa

O T 235413 _ oo

0, T 27315+30

O T, 27315+30
T, 27315+13

entonces

77:

1,06
0,

77=%= e _ 1 =16,7
w QI_QZ %_1
0,
b)Si 77, :163’7=5,56 yP =8x10"J/s,
entonces.
@) P
77rea1:72: : =
W R-P
P
R="*+P,
nreal

P =P{1+lj =8x104(5’56+1J
7 5,56

real

=8x10* (1,18) = 9,44x10* W.

Ejemplo 114. Se dan dos maquinas de Carnot
acopladas, la maquina A opera entre los reservorios

T, =1000Ky T, =800 K y la maquina B entre
T, =800Ky T; =400 K. Sabiendo que el

reservorio 7; suministra 1500 Joules de calor al

sistema, calcular:

a) La eficiencia de cada maquina y del sistema.

b) El trabajo de cada maquina y el total del sistema.
Solucion.
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i
a) e, zl—izl—ﬂ:m%
T, 1000

T.
e, :1——3:1—@:50%

T, 800
Eficiencia del sistema

T, 400
eg = —=2=]1-—=60%

T 1000

b) Calculo de W,
S _5L

o T
T, 800
=—=0=—-(1500)=12007
Q: = 701500 50)
Luego W, =0, —0,=1500-1200=3001]
Calculo de W),
9 _T
0 T
1] 400
=—0,=——(1200) =600 J
0, =7 Qx4 1200)
W, =0, —0,=1200-600=600J
y el trabajo total del sistema
Wi =0, —Q;=1500-600=900J
Nota: observe que:
We=W,+W, yes+e,+e,

Luego

Ejemplo 115. Una casa cerca de un lago se
calefacciona mediante una motor térmico. En
invierno, el agua debajo del hielo que cubre el lago
se bombea por medio del motor térmico. Se extrae
el calor hasta que el agua esté en el punto de
congelar cuando se expulsa. El aire exterior se
utiliza como enfriador. Asuma que temperatura del
aire es -15°C y la temperatura del agua del lago es
2°C. Calcule la razén en la cual el agua se debe
bombear al motor. La eficiencia del motor es un
quinto que el de un motor de Carnot y la casa
requiere 10 kilovatios.

Solucion.

La eficiencia de un motor Carnot es

[1-(TVT)].
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Para éste problema,

QZ_Ql _ I(TZ_TIJ

e= =—
g SU T

El calor se toma del agua del lago mientras que se
enfria de 2°C a 0°C antes de la eyeccion. La
temperatura media del reservorio caliente es 274 K.
Si m es la masa del agua que fluye en el tiempo ¢, el
calor tomado adentro del reservorio caliente por
unidad de tiempo es Q,/t = (m/f)c x 2°C, donde ¢
esta la capacidad especifica de calor del agua.

El calor que sale al aire como reservorio frio a una
temperatura de -15°C = 258 K, por la cantidad
infinita de aire disponible se asume que la
temperatura permanece constante.

Ademas, el trabajo realizado (0, - Q1) es 10
kilovatio = 104 J/ s. Asi, de la primera ecuacion,
tenemos

10*J/s _1(274-258)K
I/ Ja1sugrc)2ec) 5 274K
4
m_ 5%x274x10 g _ 102’4)(103%
t  2x4]18x16 s S

La razon del flujo de agua necesario es 102,4
litros/s

Ejemplo 116. Una maquina térmica realiza 200 J de
trabajo en cada ciclo y tiene una eficiencia de 30%.
Para cada ciclo de operacion,

a) cuanto calor se absorbe?, y

b) ¢cuanto calor se libera?

Solucion.

0, calor absorbido de la fuente caliente

0, calor cedido a la fuente fria

Ww=2001J

LA
0

entonces

200
== 66671
V=13

e 0,3

b O, =0, - W =666,7—200 = 466,7 ]

Ejemplo 117. En un determinado refrigerador las
serpentinas de baja temperatura estan a -10°C y el
gas comprimido en el condensador tiene una
temperatura de + 30°C. Considerando que trabaja
con el ciclo Carnot. ;Cual es su rendimiento teorico?
Solucidn.

0 0 1 1

77: = = =
w Q1_Q2 %_1 ﬁ—l
0, T,
1 263
=——=—-=0,58
303 " a0 "
263
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Ejemplo 118. Una maquina térmica absorbe 360 J
de calor y realiza un trabajo de 25 J en cada ciclo.
Encuentre:

a) la eficiencia de la maquina y

b) el calor liberado en cada ciclo.

Solucioén.

0,=36017

W=251

a) e:K:£:0,069:6,9%
Q1 360

b) QLiberado = Ql - W = 335 J

Ejemplo 119. Una maquina térmica realiza 200 J de
trabajo en cada ciclo y tiene una eficiencia de 30%.
Para cada ciclo de operacion,

a) jcuanto calor se absorbe?, y

b) ¢cuanto calor se libera?

Solucion.

Q) calor absorbido de la fuente caliente

0, calor cedido a la fuente fria

w=2001J

LA
2

Entonces

200
=——=666,7]
a) Q1 03

2

e 0,3

b) O, =0, —W =666,7—200 = 466,7J

Ejemplo 120. Un refrigerador tiene un coeficiente
de operacion igual a 5. Si el refrigerador absorbe
120 J de calor de una fuente fria en cada ciclo,
encuentre:

a) el trabajo hecho en cada ciclo y

b) el calor liberado hacia la fuente caliente.
Solucion.

n=>5
0,=1201]
0 W+,
a) 17 W W
Dedonde5=W+—120:> W =301]

b Q, =W +0, =30+120=1501

Ejemplo 121. Cierta maquina tiene una potencia de
salida de 5 kW y una eficiencia de 25%. Si la
maquina libera 8000 J de calor en cada ciclo,
encuentre:

a) el calor absorbido en cada ciclo y

b) el tiempo para cada ciclo.

Solucion.

P = potencia = 5 kW =5 x 10°W
e=25%=0,25

0, =280001J

Si ¢ es el tiempo de un ciclo
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e—K— w _ Pt
O W+0 P+,
o bien
2
0.25 5>210t
5x10°¢+ 8000

De donde se obtiene ¢ = 0,53 s el tiempo para cada
ciclo.
El calor absorbido en cada ciclo sera

0, =5x107¢+8000
= 5x10%(0,53)+8000 = 1,065 x 10*J

Ejemplo 122. El calor absorbido por una maquina es
el triple del trabajo que realiza.

a) (Cual es su eficiencia térmica?

b) ;{Qué fraccion del calor absorbido se libera a la
fuente fria?

Solucidn.

Q=3
1 =0,33=33%

O 2

b 0,=0-W=0 - 3 :§Q1

Fraccion del calor absorbido que se libera:

9 _2_ 066
o 3

Ejemplo 123. Dos maquinas frigorificas de Carnot
trabajan en serie la primera extrae calor de una
fuente a 0°C y consume 1000 J. La segunda maquina
consume 500 J. y entrega calor a una fuente a 27°C
Considere que el calor que la primera cede a una
fuente intermedia es integramente absorbido por la
segunda.

a) (Cual es el calor que la primera maquina extrae?
b) ¢(Cual es la temperatura de la fuente intermedia?
¢) (Qué calor intercambian las maquinas con la
fuente de temperatura intermedia?

Solucion.

w
a) e=—=

a) Para el conjunto
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poo QO 1
Q3_Q1 VVI+W2 1_% I—E
0s T;
0, 1
- — (1000 +500) 300
273
1500273
O, =——— =15166,7]
b) ParaR -1
m=- & = %=— 1 == 1
Qs_Qz Wl 1_% 1_&
0, T
15166,7 1
= — - _
-1000 | T,
273
T

= 2 _1=0,066 = T, =290,1 K
273

¢) O, =15166,71,
Q, =0, —W,=15166,7 - (-1000) = 16166,7 J

ENTROPIA
Recordemos para el ciclo reversible de Carnot,

o L 0 _0_

0, T, n T,

Es posible aproximar cualquier ciclo reversible por
una serie de ciclos de Carnot, y éste nos conduce a la
conclusion que

d
fﬁTQ = 0 para un ciclo reversible.

Esto recuerda a las fuerzas conservativas, donde
- -
§F -d s = ( para una trayectoria cerrada. Que nos

llevo a definir la energia potencial U donde

B> -
U, -U,= J.A F.d s . En este caso un estado del

sistema fue caracterizado por un valor definido de U,
la energia potencial. De la misma manera,
definimos una nueva variable del estado, la entropia

S, tal que
_do _ rdQ
ds="2y S =Sw =,

Note que aunque un valor definido de O no
caracteriza un estado (es decir, un punto en un
diagrama p V), cada punto en el diagrama p V tiene
un valor definido de S. Es curioso que aunque el
flujo del calor en un sistema depende de la
trayectoria seguida entre los dos estados, el cambio
en S es independiente de la trayectoria. Decimos
que dQ es un diferencial inexacto, y dS es un
diferencial exacto.

La ecuacion anterior es cierta para un ciclo
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reversible. Uno puede razonar que §(dQ /T ) >0

para un ciclo irreversible. Ademas, es posible
ampliar este razonamiento a cualquier proceso que
lleve un sistema del estado 4 al estado B, con el

resultado que. AS = S) —S().= §(dQ/T)

Para un sistema aislado, esto se convierte AS =0

para un ciclo reversible y AS > 0 para un ciclo
irreversible.

Esto significa que la entropia de un sistema aislado
sigue siendo constante o aumenta. Puesto que los
procesos verdaderos son todos irreversibles, esto
significa que la entropia del universo aumenta
siempre en cada proceso.

Ejemplo 124. Calcular el cambio en la entropia
para un gas ideal siguiendo un proceso en el cual lo

llevede p,, T,, V, a p,, T,, V, seglnse
muestra en la figura.

Solucion.

No importa qué trayectoria siga, el cambio de la
entropia serd igual puesto que S es una funcion del
estado. Para simplificar el célculo, elegiremos la
trayectoria reversible mostrada, primero viajando a
lo largo de una trayectoria isotérmica, y luego a lo
largo de una trayectoria a volumen constante. A lo
largo de la isoterma la temperatura no cambia, por lo
tanto no hay cambio en energia interna.

(U:nCVT)

Asi dQ = dW para este proceso, y
BdQ ndW

Sy =S = =-["42&

0= Sw =], T T

, nRTdV,
pV =nRT , tal que S(B) —S(A) = Jj %
! 1

Para B — C, no se realiza trabajo, luego
dQ = dU =nC,dT :
T d T.
S .—S :J‘CdiQ: ZCV—QZHCVIH—Z
@726 " ) p T T T1

El cambio total de la entropia es

AS =S =S +Sie) =S
AS :S(pZ’VZ’TZ)_S(plaVlaTl)
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T V.
=nC, In—=+nRIn—=
1 1

Ejemplo 125. Un kilogramo de agua a temperatura
de 280 K se mezcla con 2 kilogramos de agua a 310
K en un recipiente aislado térmicamente. Determine
el cambio en la entropia del Universo.
Solucion.
Aqui, un proceso de mezclado
Tf Tf
AS =mc, In—+m,c, In—
T, T,
donde (por calorimetria) se tiene que

_ me, T, +mye,T,

Tf
’ m,c, + myc,

siendo

m;=1000 g

T, =280+ 273,15=553,15K

my=2000 g

T,=310+273,15=583,15K

entonces

Tf _ 553,15+2x%x583,15 _57315 K

y AS =10001n 7315 +2000In 37315
553,15 583,15

cal

=0,92—
K

Ejemplo 122. Una masa m de liquido a temperatura
T se mezcla con una igual cantidad del mismo
liquido a temperatura 7, en un recipiente aislado
térmicamente. Demuestre que el cambio de entropia

Hugo Medina Guzman

In T +7T,

2T,
es necesariamente positivo.
Solucion.
El cambio de entropia del Universo sera el cambio
de entropia de la mezcla, es decir
Tf Tf
AS =m,c, In—=+m,c, In—
T 2
donde (calorimetria) se tiene que

_ me, T, +m,e,T,

del Universo es 2mc » y pruebe que

Tf
m, ¢, +7’l’l26’2
pero my =my=mYy c; = ¢, = c por lo cual resulta
T _ ]—'l +T2
VA 2
Y
2
T
AS =mecIn——=2mcIn—L— =
1T2 T1T2
I +7,

2me In ——=
2JT T,

Para probar que es positivo, debemos demostrar que
en general

xX+y

2yxy

y esto se deduce de

(\/;—\/;)2>O :>x+y—2\/E>O =
x+y>2\/g

+y>1

2y

>1

Finalmente:

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un termdémetro de gas a volumen constante se
calibra en hielo seco (didéxido de carbono en estado
solido, temperatura de -80 °C) y en alcohol etilico en
ebullicion (temperatura de 78 °C).

Los valores de las presiones son 0,9 atm y 1,635 atm,

respectivamente.

Determine:

a) El valor del cero absoluto obtenido de la
calibracion;

b) El valor de la presion en el punto de congelacion
del agua;

c) El valor de la presion en el punto de ebullicion del
agua.

2. En un termometro de resistencia la propiedad
usada para medir a temperatura es la resistencia
eléctrica de un conductor. Las temperaturas medidas
por este termometro (en Kelvin o en grados Celsius)
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pueden ser directamente relacionadas con la
resistencia R, medida en ohms. Un cierto termometro
de resistencia tiene una resistencia R = 90,35 cuando
su bulbo se coloca en agua, a temperatura del punto
triple (273,16 K). Determine a temperatura indicada
por el termometro cuando su bulbo se coloca en un
medio tal que a su resistencia sea igual a:

a) 105, b) 96,28 .

3. Un recipiente de vidrio esta lleno hasta el borde de
mercurio a la temperatura de 0° y masa 1 kg. El
recipiente vacio tiene una masa de 0,1 kg. Calcular la
cantidad de mercurio a 100 °C que puede contener
este recipiente. El coeficiente de dilatacion cubica del
mercurio es 1,8x10* °C™" y el del vidrio 3x107 °C™".
Pug = 13,6 g/em® a 0 °C.

Respuesta. 887 g de Hg.
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4. Un vastago de laton AB tiene una longitud de
200,1 mm y ha de encajarse exactamente en el hueco
BC, de hierro que tiene la forma del esquema. Al
intentarlo queda AB como se indica en la figura,
siendo AC =4 mm. Calcular el descenso de la
temperatura para lograr el encaje. Los coeficientes de
dilatacion del laton y del hierro valen

respectivamente,
a=19,9x10°C"y o = 12,1x10° °C"".
A
C B

Respuesta. 25,6 °C.

5. Un anillo de latén de varios centimetros de
diametro se calienta hasta la temperatura ¢, = 300 °C
y se encaja ajustadamente sobre un cilindro de acero
cuya temperatura es #, = 18 °C. ;Qué esfuerzo de
rotura experimentara el anillo una vez enfriado hasta
18 °C? El coeficiente de dilatacion lineal del laton es
o = 1,84x10-5°C™" y su médulo de Young Y=
6,47x10" Nm™. Las dimensiones de la seccién del
anillo son 2x5 mm.

Respuesta. 3,364 N.

6. Con una regla métrica de laton cuyas dimensiones
son exactas a 0 °C, se ha medido la longitud de una
barra de hierro, encontrandose £ =1,4996 m a 38 °C.
Siendo = 12,1x10° °C™" el coeficiente de dilatacién
lineal del hierro y = 19,9x10 °C™" el del latén,
calcular la longitud a 0 °C de la barra de hierro.
Respuesta. 1,500 m.

7. Si la temperatura del ambiente en que se encuentra
un reloj de péndulo que bate segundos se modifica en
20 °C, (qué le pasara al reloj al cabo de 30 dias si el
coelﬁciente de dilatacion lineal del péndulo es 20x107
°C?
Respuesta. 8 min. 38 s. se atrasa.

8. Una bola de acero de 6 cm de diametro tiene 0,010
milimetros mas de diametro que el correspondiente al
orificio de una plancha de latén donde se debe alojar
cuando tanto la bola como la plancha estan a una
temperatura de 30 °C. A qué temperatura, tanto de la
bola como de la plancha, podra pasar la bola por el
orificio.

El coeficiente de dilatacion lineal del acero vale
12x10°°C" y el del latén 19x10°°C™".

Respuesta. 54 °C.

9. Una vasija de vidrio esta llena justamente con 1
litro de terpentina a 50 °F. Hallar el volumen de
liquido que se derrama si se calienta hasta 86 °F.

El coeficiente de dilatacion lineal del vidrio vale
9x10°°C" y el de dilatacion cibica de la terpentina
97x107 °C™".

Respuesta. 18,86 cm’.
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10. Se ha de introducir un remache de hierro en una
placa también de hierro y para conseguir un ajuste lo
mas perfecto posible se introduce el remache, antes
de meterlo en la placa, en aire liquido (-187 °C). El
diametro del orificio es de 10 mm. ;/Que diametro
tendra que tener el remache a la temperatura ambiente
(20 °C) para que después de meterlo en aire liquido
entre justamente por el orificio de la placa?
Coeficiente de dilatacion lineal del hierro:
a=12x10°°C".

Respuesta. 10,025 mm.

11. Un recipiente a 0 °C contiene la tercera parte de
su volumen de mercurio.

Se calienta a una cierta temperatura y entonces el
mercurio ocupa el 34,37 por 100 del volumen del
vaso. {Cual es dicha temperatura?

Coeficiente de dilatacion del mercurio

y=18x107°C™.
Coeficiente de dilatacion del recipiente
Y =25x10°°C".

Respuesta. 202 °C.

12. ;Que fuerzas hay que aplicar a los extremos de
una barra de acero, cuya seccion transversal tiene el
area S = 10 cm’, para impedir que se dilate cuando se
calienta desde #,= 0 °C hasta t, = 30 °C?

Respuesta. 68,688 N.

13. De un alambre de 1 mm de radio cuelga una
carga. Esta carga hace que el alambre se alargue en la
misma magnitud que se alargaria si se elevara 20 °C
su temperatura.

Hallar la magnitud de la carga.

Respuesta. 148 N.

a=1.2x10"°C"

Y=19,6x10""N.m™

14. Un alambre de hierro se tendi6 entre dos paredes
fijas resistentes, estando la temperatura a 150 °C ;A
qué temperatura se rompera el alambre al enfriarse?
Suponer que la ley de Hooke se cumple hasta el
momento en que se produce la rotura.
a=12x10°C"

Resistencia a la rotura F/S = 2,94x10% N/m?

Mbédulo de Young ¥ = 19,6x10" N/m2

Respuesta. 25 °C.

15. Unos carriles de acero de 18 m de longitud se
colocan un dia de invierno en que la temperatura es -6
°C. ;/Qué espacio ha de dejarse entre ellos para que
estén justamente en contacto un dia de verano en que
la temperatura es 40 °C. Coeficiente de dilatacion del
acero = 12x10°°C"?

Respuesta. 9,936x10° m.

16. La varilla de un reloj de péndulo sin compensar,
que bate segundos a 0 °C

es de laton. Averiguar cuanto se retrasa el reloj en un
dia si se introduce en un ambiente a 200 °C.



Calor y Termodinamica

Coeficiente de dilatacién del laton: 17x10° °C”!
(Considerar el péndulo como simple).
Respuesta. 7m. 12 s.

17. Un herrero ha de colocar una llanta circular de
hierro de 1 m de diametro a una rueda de madera de
igual diametro. Con objeto de poder ajustarla,
calienta la llanta hasta conseguir que su radio supere
en 2 mm al de la rueda. Sabiendo que la temperatura
ambiente es de 20 °C y su coeficiente de dilatacion
lineal 12,2x10°° °C™".

Calcular:

a) Temperatura en grados centigrados a que debe
calentarse la llanta para cumplir las condiciones
expuestas.

b) Expresar esta temperatura en grados Fahrenheit y
en grados absolutos.

Respuesta. a) 347 °C; b) 656,6 °F, 620 K.

18. Una vasija de cinc (coeficiente de dilatacion
lineal: 29x107 °C™"), est4 llena de mercurio a 100 °C;
teniendo entonces una capacidad de 10 litros. Se
enfria hasta 0 °C. Calcular la masa de mercurio a 0 °C
que hay que anadir para que la vasija quede
completamente llena

(Coeficiente de dilatacion ctabico del mercurio:
182x10° °C™"). Densidad del mercurio a 0 °C 13,6
glem’.

Respuesta. 1,258 g.

19. La pared de concreto de un frigorifico mide 3,0
m de alto, 5,0 m de ancho, y 20 cm de espesor. La
temperatura se mantiene en —10° C y la temperatura
exterior es 20° C. La pared interior esta cubierta por
una capa de lana para reducir el flujo de calor a través
de la pared por 90 %. Las conductividades térmicas
del concreto y de la lana son 0,8 y 0,04 W/m.K,
respectivamente.

a) (Cual es la diferencia de temperaturas de la capa
de lana?

b) (Cual es el espesor de capa de lana requerido?

20. Dos placas paralelas grandes estan separadas por
0,5 m. Un circulo de 1,5 m de radio se delinea sobre
la placa de la izquierda. Un segundo circulo, del
mismo radio y opuesta a la primera, se delinea sobre
la placa de la derecha. La temperatura de la placa de
la izquierda es 700 K y la emisividad es 1,00. La
temperatura de la placa de la derecha es 600 K y la
emisividad es 0,80.

a) (El calor neto radiado entre los dos circulos es?

b) La temperatura de la placa izquierda se mantiene
en 700 k. La temperatura de la placa derecha se
cambia, tal que ahora el flujo de calor neto radiado es
cero, en el espacio entre los circulos. ;Cual es la
temperatura de la placa de la derecha?

21. Una esfera de 0,30 m de radio, tiene una
emisividad de 0,48 y su temperatura es de 600 K. La
esfera se rodea de una cascara esférica concéntrica
cuya superficie interior tiene un radio de 0,90 m y
una emisividad de 1,00. La temperatura de la cascara
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es 400 K. (El calor neto radiado, incluyendo la
direccion, en el espacio entre las esferas y la cascara
es?

22. Un proyectil de plomo choca contra un obstaculo.
(Cual es la velocidad en el momento del choque si su
temperatura inicial era de 65 °C y se funde la tercera
parte? Se supone el obstaculo inamovible e
inalterable. Calor especifico del plomo 0,031 cal/g
°C.

Temperatura de fusion: 327,4 °C; calor de fusion:
5,74 cal/g.

Respuesta. 289,93 my/s.

23 Se lanza una esfera de plomo cuya temperatura
inicial es de 36 °C, verticalmente y hacia abajo con
una velocidad vy; 100 metros mas abajo encuentra un
plano absolutamente resistente de conductividad

calorifica nula. Calcular el valor de v, necesario para

que la esfera se funda totalmente en el choque. Calor
especifico del plomo ¢ = 0,031 cal/g °C.
Temperatura de fusion del plomo ¢ =327,4 °C.

Calor de fusion del plomo = 5,74 cal/g;

1 cal =4,186 J; g = 9,8 m/s”.

Respuesta. 348,7 m/s.

24. Una masa de plomo igual a 10 g llega
horizontalmente, con una velocidad de 250 m/s sobre
una esfera de plomo de 450 g, en la cual se incrusta.
a) Estando, al principio, la esfera de plomo
inmovilizada, calcular el calentamiento que resultara
del choque.

b) Pudiéndose separar la esfera de plomo de la
vertical como un péndulo, se comprueba en una
segunda experiencia que se eleva 2 metros después
del choque. Calcular el calentamiento resultante. Cpy,=
0,03 cal/g.

Respuesta. a) 5,4 °C; b) 5,2 °C.

25. En un calorimetro sin pérdidas cuyo equivalente
en agua es de 101 g y cuya temperatura inicial es de
20 °C, se afiaden 250 cm’ de agua a 40 °C, 100 g de
hierro a 98 °C (calor especifico = 0,109 cal/g °C) y 80
g de hielo fundente. Calcular la temperatura de
equilibrio.

Respuesta. 15,1 °C.

26. Dentro de un calorimetro que contiene 1.000 g de
agua a 20 °C se introducen 500 g de hielo a -16 °C. El
vaso calorimétrico es de cobre y tiene una masa de
278 g.

Calcular la temperatura final del sistema, suponiendo
que no haya pérdidas.

Calor especifico del hielo: 0,55 cal/g °C

Calor especifico del cobre: 0,093 cal/g °C

Calor de fusion del hielo: 80 cal/g

Calor de vaporizacion del agua: 539 cal/g
Respuesta. 0 °C no se funde todo el hielo; 201 g.

27. En un calorimetro de laton sin pérdidas, de 240
g, que contiene 750 cm’® de agua a 20,6 °C se echa
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una moneda de oro de 100 g a 98 °C y la temperatura
sube a 21 °C.

Determinar la cantidad de oro y cobre que integra la
moneda. Calor especifico del laton: 0,09 cal/g °C;
calor especifico del cobre: 0,0922 cal/g °C; calor
especifico del oro: 0,031 cal/g °C.

Respuesta. 85,16 g de oro; 14,84 g de cobre.

28. En un calorimetro de cobre se queman
exactamente, 3 g de carbon produciéndose CO,. La
masa del calorimetro es de 1,5 kg y la masa de agua
del aparato es 2 kg.

La temperatura inicial de la experiencia fue de 20 °C
y la final de 31 °C. Hallar el poder calorifico del
carbon expresandolo en cal/g. El calor especifico del
cobre vale 0,093 cal/g °C.

Respuesta. 7,8x103 cal/gr.

29. En un calorimetro cuyo equivalente en agua es
despreciable, hay 1 kg de hielo a -10 °C. ;Cuantos
gramos de agua a 80 °C hay que introducir en él para
que la temperatura final sea de 10 °C? Si en lugar de
agua a 80 °C, se introduce vapor de agua a 100 °C,
(Cuantos gramos de éste habria que introducir para
que la temperatura final sea de 40 °C? ;Que volumen
ocupa el vapor de agua introducido, si la presion a
que se mide es de 700 mm de mercurio? Peso
molecular del agua 18.

Calor especifico del hielo (de -20 a 0 °C): 0,5 cal/g °C
Calor de vaporizacion del agua: 540 cal/g
Respuesta. 1,357 g; 208 g; 384 litros.

30. Mezclamos 1 kg de agua a 95 °C con un kg de
hielo a -5 °C.

(Dispondremos de suficiente calor para fundir todo el
hielo? Si es asi, ¢a qué temperatura queda la mezcla?
Calor especifico del hielo: 0,5 cal/g °C

Calor de fusion del hielo: 80 cal/g

Respuesta. Se funde todo el hielo, 6,25 °C.

31. Una bola de plomo (calor especifico: 0,03 cal/g
°C) de 100 g esta a una temperatura de 20 °C. Se
lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad
inicial de 420 m/s

y al regresar al punto de partida choca con un trozo
de hielo a 0 °C. ;Cuanto hielo se funde?

Se supone que toda la energia del choque se convierte
integramente en calor.

Respuesta. 27 g.

32. Un vaso cuya capacidad calorifica es despreciable
contiene 500 g de agua a temperatura de 80 °C.
(Cuantos gramos de hielo a la temperatura de -25 °C
han de dejarse caer dentro del agua para que la
temperatura final sea de 50 °C?

Respuesta. 105 gramos de hielo.

33. Una bola, a una velocidad de 200 m/s, choca
contra un obstaculo.

Suponiendo que toda la energia cinética se transforma
en calor y que éste calienta tan solo la bola, calcular
su elevacion de temperatura.
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Calor especifico del metal 0,1 cal/g °C.
Respuesta. 47,8 °C.

34. Un calorimetro de laton de M= 125 g contiene
un bloque de hielo de M, =250 g todo ello a ;= -15
°C.

Calcular la cantidad de vapor de aguaa 100°C yala
presion normal que es necesario para que todo el
sistema llegue a la temperatura de ¢ = 15 °C.

Calor especifico del laton: 0,09 cal/g °C

Calor especifico del hielo: 0,5 cal/g °C

Calor de fusion del hielo: 80 cal/g

Calor de vaporizacion del agua: 540 cal/g
Respuesta. 41,54 g.

35. En un recipiente de aluminio de 256 g que
contiene 206 g de nieve a -11 °C se introducen 100 g
de vapor de agua a 100 °C. Calcular la temperatura
final de la mezcla.

Calor especifico del aluminio: 0,219 cal/g °C

Calor especifico del hielo: 0,5 cal/g °C

Calor de fusion del hielo: 80 cal/g

Calor de vaporizacion del agua: 539 cal/g
Respuesta: Solo se condensa parte del vapor y la
temperatura final sera de 100 °C. Vapor condensado
82,4 gramos.

36. Una bala de plomo atraviesa una pared de
madera. Antes de chocar con la pared la velocidad de

la bala era v, =400 m/s y después de atravesarla v
=250 m/s. La temperatura de la bala antes del choque
era t, =50 °C. ;Qué parte de la bala se fundira?

Calor de fusion del plomo: 5,74 cal/g

Temperatura de fusion del plomo: 327 °C

Calor especifico del plomo: 0,031 cal/g °C

Suponer que todo el calor que se desprende lo recibe
la bala.

Respuesta. 0,53.

37. En un calorimetro sin pérdidas cuyo equivalente
en agua es de 500 g, hay 4,500 g de agua a 50 °C. Se
afiaden 2 kg de hielo fundente y se introduce 1 kg de
vapor de agua a 100 °C. El calor de fusion vale 80
cal/g y el de vaporizacion 540 cal/g. Calcular la
temperatura de equilibrio.

Respuesta. 91,25 °C.

38. Un cubo de hielo de 20 g a 0 °C se calienta hasta
que 15 g se han convertido en aguaa 100 °Cy 5 g se
han convertido en vapor. ;Cuanto calor se necesitd
para lograr esto?

Respuesta. 6300 cal.

39. En un recipiente se almacenan 2 litros de agua a
20 °C. Inmersas en el agua se encuentran dos barras:
una de laton de 5 cm de largo y 200 g y otra de hierro
de idénticas dimensiones y 250 g.

a) Hallar la cantidad de calor necesaria para calentar
todo el conjunto (agua y barras) justo hasta que todo
el agua se convierta en vapor a 100 °C (calor
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especifico del laton y hierro: 0,09 cal/g°Cy 0,11
cal/g°C respectivamente).

b) Determinar las longitudes de ambas barras en esas
condiciones (coeficiente lineal de dilatacion de laton
y hierro: 1,9x107 °C 'y 1,2x107°C""!
respectivamente).

¢) (Cual es mas denso a 20 °C, el laton o el acero? ;Y
a 100 °C?

Respuesta. a) Q =5,2x10°J; b) Liys,= 0,050076 m,
Liierro = 0,050048 m.

¢) A 20°Cy 100 °C es mas denso el hierro.

40. En un recipiente se mezclan 4,5 litros de agua a
20 °C y 500 g de hielo

a 0 °C. Se introduce en el recipiente una barra de
metal, de capacidad calorifica despreciable.

a) (Cual es la temperatura en el equilibrio?

b) El conjunto se calienta en un hornillo que
proporciona 5,000 cal/s, ;cual es la temperatura a los
100 s? La longitud de la barraa 0 °C es de 10 cm y su
coeficiente de dilatacion lineal es de 2x107 °C".

c¢) Obtener una expresion de la longitud de la barra en
funcion del tiempo hasta =100 s.

Respuesta. a) =10 °C, b) 3, = 100 °C.

41. Un tubo capilar de longitud 50 cm esta cerrado en
ambos extremos. Contiene aire seco y cada extremo
estd separado por una columna de mercurio de 10 cm
de largo. Con el tubo en posicion horizontal, las
columnas de aire son de 20 cm de largo, y con el tubo
en posicion vertical son de 15 cm y 25 cm. ;Cual es
la presion en el tubo capilar cuando esta horizontal?

1
£y

kt'

£
+ L

b

L—.f,j-L?-l-—z,j—-I

Solucion.
Para el aire del aparte inferior

pVo=pVy

Para el aire del aparte superior
PV =pV, @

En el tubo vertical
p=p,+pgh ()
pri=pV, 4

De (1)y (2)

(p, + pgh)A15 = p,A25 =
3(p, + pgh)=5p, =

P, =15pgh

Reemplazando en (2) los valores de p,
Vy=A20,V, = A25
P,A20 =15 pghA25
P,A20 =1,5pghA25
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P, =1,875pgh

= 1,875(13600)9,80)(0,10)
=24990 Pa

42. Un tubo cilindrico de medio metro de longitud se
introduce en mercurio hasta su mitad; después se tapa
el extremo superior y se retira. Calcular la longitud de
mercurio que quedara en el tubo y la presion del aire
encerrado sobre él. La presion atmosférica es de 76
cm de mercurio.

Respuesta. 58,45 cm Hg.

43. El peso de un metro cubico de cierto gas a la
temperatura de £ = 67 °C y presion p = 100 mm de
mercurio es m = 282,32 g. Calcular la pérdida de peso
que experimentaria un cuerpo sumergido en este gas a
una cierta presion y temperatura sabiendo que en
estas condiciones pierde en el aire 4,839 g.

p aire = 1,293 g/litro

Respuesta. 10,001 g.

44. Un deposito contiene 50 kg de oxigeno a la
presion p;= 10 atm y a la temperatura #,= 27 °C. Se
produce una fuga por donde escapa oxigeno y al cabo
de cierto tiempo, localizada y tapada la fuga, la
presion y la temperatura del deposito resultan ser

p= 6 atm y = 20 °C.

(Que cantidad de oxigeno ha escapado?

Respuesta. 19,3 kg.

45. Un frasco de 5 litros de volumen se tapa en un
recinto cuya presion es de 762 mm de Hg y cuya
temperatura es de 27 °C. Luego se abre en un lugar
donde la presion es de 690 mm y la temperatura 9 °C.
(Entra o sale aire? Calcular el peso de aire que entra
o sale.

Respuesta. 0,1905 salen; 0,2165 g.

46. Calcular en gramos el peso del hidrogeno H,
contenido en un recipiente de 5 galones que estd a la
presion de 14 psiy a la temperatura de 86 °F.
Respuesta: 1,462 g.

47. Un recipiente cuyo volumen es igual a 5 litros,
contiene aire a 27 °C de temperatura y a la presion de
20 atm. ;Que masa de aire hay que liberar del
recipiente, para que la presion de éste caiga a 10 atm?
Respuesta. 59 g.

48. Calcular el trabajo que realiza un gas cuando se
calienta isobaricamente desde los 20 °C hasta 100 °C,
si se encuentra dentro de un recipiente cerrado por
medio de un émbolo mévil, cuya seccion es igual a
20 cm2 y su peso 5 kgf. Analizar dos casos:

a) cuando el recipiente se encuentra en posicion
horizontal y

b) cuando el recipiente se encuentra en posicion
vertical. El volumen inicial del gas es igual a 5 litros,
y la presion atmosférica es la normal.

Respuesta. a) 138J;b) 172 1J.



Calor y Termodinamica

49. Un tubo con su extremo superior cerrado es
sumergido completamente en un recipiente que
contiene mercurio, después de lo cual, dentro del tubo
queda una columna de aire de 10 cm de longitud. ;A
que altura sobre el nivel del mercurio en el recipiente
hay que levantar el extremo superior del tubo para
que dentro de éste el nivel del mercurio quede igual al
nivel del mercurio en el recipiente. La presion
atmosférica es la normal. Calcular la masa de aire
dentro del tubo, si su seccion es igual a 1 cm’ y la
temperatura igual a 27 °C.

Respuesta. 11,3 cm; 13,3 mg.

50. ¢Que cantidad de calor se desprendera al
comprimir por via reversible e isoterma 100 litros de
un gas ideal a 27 °C que se encuentran a 71 cm de
mercurio de presion, hasta reducir su volumen a la
centésima parte?

Respuesta. 10418 cal.

51. Cien litros de oxigeno a 20 °C y 69 cm de
mercurio de presion se calientan

a volumen constante comunicando 2555 calorias.
Calcular el incremento de la presion en cm de
mercurio.
Respuesta. 31,87 cm Hg.

53. Un tanque contiene 2,73 m’ de aire a una presion
de 24,6 kg/cm’. El aire se enfria hasta ser su presion
de 14 kg/cm?. {Cual seré la disminucién de su energia
interna?

Considérese el aire como gas perfecto biatomico de
indice adiabatico y = 1,4.

Respuesta. 1,420x10° cal.

53. Cinco moles de un gas perfecto diatémico a 27
°C se calientan isobaricamente con el calor que se
desprende de un mol de otro gas perfecto que se
comprime isotérmicamente a 27 °C hasta triplicar su
presion. Calcular la temperatura final del primer gas.
Respuesta. 318,8 K =45,8 °C.

54. Se comprime adiabaticamente un mol de cierto
gas perfecto (indice adiabatico y=1,15) que se
encuentra a p;= 1 atm, #; = 127 °C hasta alcanzar una
presion p,.

Después se deja enfriar a volumen constante hasta
alcanzar las condiciones p;= 10 atm y ;=27 °C.
Calcular:

a) La presion p, en atmosferas.

b) El trabajo en la compresion adiabatica.

¢) La cantidad de calor en calorias cedidas durante el
enfriamiento.
Respuesta. a) 48,7 atm; b) 1,8x10° J; b) 4,621 cal.
55. Supoéngase que 1 litro de gasolina propulsa un
automovil una distancia de 10 km. La densidad de la
gasolina es aproximadamente 0,7 g/cm’, y su calor de
combustion es aproximadamente 4,6 x 10* J/g.
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a) Si el motor tiene un rendimiento del 25%, ;qué
trabajo total realiza el motor durante los 10 km del
recorrido?

b) Si se supone que este trabajo se realiza contra una
fuerza resistente constante £, hallese la magnitud de
F.

Respuesta. a) 8,05x10°J; b) 0,805 N.

56. En el ciclo que se muestra en la figura, un mol de
un gas diatomico ideal (¥ = 1,4) se encuentra
inicialmente a 1 atm y 0 °C. El gas se calienta a
volumen constante hasta
t, = 150 °C y luego se expande adiabaticamente hasta
que su presion vuelve a ser 1 atm.
Luego se comprime a presion constante hasta su
estado original. Calcular:
a) La temperatura #; después de la expansion
adiabatica.
b) El calor absorbido o cedido por el sistema durante
cada proceso.
¢) El rendimiento de este ciclo.
d) El rendimiento de un ciclo de Carnot que operara
entre las temperaturas extremas del ciclo.
Cy =5 cal/mol°C; C,=7 cal/mol°C

r

2

V

Respuesta. a) 373 °K ; b) -2,93 kJ; ¢) 6,69 %; d) 35

%

57. Un mol de gas N, (Cy=5/2R; y = 1,4) se
mantiene a la temperatura ambiente (20 °C) y a una
presion de 5 atm. Se deja expandir adiabaticamente
hasta que su presion iguala a la ambiente de 1 atm.
Entonces se calienta a presion constante hasta que su
temperatura es de nuevo de 20 °C. Durante este
calentamiento el gas se expansiona. Una vez que ha
alcanzado la temperatura ambiente, se calienta a
volumen constante hasta que su presion es de 5 atm.
Se comprime entonces a presion constante hasta
volver a su estado original.

a) Construir un diagrama p ) exacto, mostrando cada
etapa del ciclo.

b) A partir de este grafico determinar el trabajo
realizado por el gas en todo el ciclo.

¢) (Cuanto calor fue absorbido o cedido por el gas en
el ciclo completo?

R=0,082 litro.atm/mol K = 1,98 cal/mol K
Respuesta.  b) -65,1 litro.atm; c) -1.572,5 cal

58. Una maquina de vapor con potencia de 14,7 kW
consume durante | h de funcionamiento 8,1 kg de
carbon, cuyo calor especifico de combustion es de
3,3x10” J/kg. La temperatura en la caldera es do 200
°C, en la maquina frigorifica, 58°C. Hallese el
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rendimiento real de la maquina y comparese cl
resultado con el rendimiento de una maquina térmica
ideal.

Respuesta. e~19,8% e, =30%

59. Un cuerpo calentado con temperatura inicial 7 se
aprovecha como calentador en una maquina térmica.
La capacidad calorifica del cuerpo no depende de la
temperatura y es igual a C. Un medio ilimitado, cuya
temperatura es constante e igual a Ty, sirve de
maquina frigorifica. Hallese el trabajo maximo que
puede obtenerse por cuenta del enfriamiento del
cuerpo. Realicese el calculo para 1 kg de agua
hirviendo y de hielo que se derrite.

Respuesta.

w=C TI—TO—TOIn[%j ~62]

0

60. Con ayuda do un hornillo eléctrico de potencia.
de 1 kW en la habitacion se mantiene la temperatura
de 17°C siendo la temperatura del aire circundante de
—23°C. ;Qué potencia se necesitaria para mantener en
la habitacion la misma temperatura con ayuda de una
bomba térmica ideal?

Respuesta. P =138W

61. Hallese el rendimiento de los ciclos mostrados en
la figura, si como agente propulsor se toma un gas
monoatoémico perfecto.

2
Br--- Adiabdtico
Al-- -
b i
! Adiabdtico !
i BV
P
PZ -
Bl--
| 1
1y R

Respuesta.
%
e=1- ﬁ
VZ
27, -T)1 p/ j
( 2 1) n( P,
5(T, - T,)+ 2T, h{l’/ )
P

62. Un motor térmico funciona mediante un ciclo de
Carnot reversible entre las temperaturas ¢, = 200 °C

e =
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(hogar) y #, = 20 °C (refrigerante). El hogar comunica
al sistema 60 kcal por minuto. Calctlese la potencia
del motor en caballos de vapor.

Respuesta. 2,16 C.V.

63. 8,1 kg de carbon de valor calorifico igual a
3,3x107 J/kg. La temperatura de la caldera es de 200
°C y la del condensador de 58 °C. Hallar el
rendimiento real de la maquina e;y compararlo con el
rendimiento e, de la maquina térmica ideal que
funcione segun el ciclo de Carnot entre las mismas
temperaturas.
Respuesta.  0,20; 0,30.

64. En una nevera de compresion se trata de fabricar
5 kg de hielo cada hora, partiendo de agua a 0 °C. El
ambiente exterior estd a 27 °C.

Calcular:

a) La eficacia de la nevera.

b) La potencia teorica del motor.

¢) La potencia real si el rendimiento de la operacion
es el 75%.

d) El costo de la energia eléctrica necesaria para
fabricar 100 kg de hielo a 5 soles el kW h.
Respuesta. a) 10; b) 46 W; ¢) 61 w; 4d) 6,10 soles.

65. Una cierta maquina térmica ideal en la que se
realiza un ciclo de Carnot reversible en cada segundo,
tiene el refrigerante a 27 °C, una potencia de 4,18 kW
y en cada ciclo se toman 3 kcal de la caldera. Calcular
la temperatura de ésta, el calor que se cede al
refrigerante y el rendimiento.

Respuesta. 2,000 cal; 177 °C; 1/3.

66. En un ciclo de Carnot reversible, descrito por un
mol de un gas perfecto diatdmico, la temperatura mas
elevada es de 500 K y el trabajo en la expansion
adiabatica 4,157 J. Calcular el rendimiento del ciclo.
Respuesta. 0,4.

67. Un refrigerador esta impulsado por un pequefio
motor cuya potencia util es de 150 W. Si suponemos
que este refrigerador trabaja como un refrigerador
ideal de Carnot, y que las temperaturas caliente y fria
de los recipientes térmicos son 20 y -5 °C, ;cuanto
hielo fabricara este refrigerador en 1 h si en el interior
se coloca agua a 10 °C?

Respuesta. 15,4 kg.

68. Tres kilogramos de agua a 18 °C, se mezclan con
9 kg a 72 °C. Una vez establecido el equilibrio, se
restituyen las dos cantidades de agua a su estado
inicial colocando 3 kg en contacto con una fuente
térmica siempre a 18 °C, y los 9 kg restantes en otra
siempre a 72 °C.

Calcular:

a) El incremento de la entropia del agua como
consecuencia del primer proceso y el incremento de
entropia del universo.

b) El incremento de entropia del agua producido por
todas las operaciones y el del universo.
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c) El incremento de entropia del agua debido al
segundo proceso y el del universo.

Respuesta. a) 0,0315 kcal/ K que también es la del
universo;

b) 0,0653 kcal/ K, la del agua 0;

¢) -0,0315 kcal/ K del agua, 0,0338 kcal/ K universo.

69. Un congelador fabrica cubos de hielo a razén de 5
gramos por segundo, comenzando con agua en el
punto de congelacion. Cede calor a una habitacion a
30 °C. Si el sistema utiliza un frigorifico de Carnot
ideal,

a) (Qué potencia expresada en watios requiere el
motor?;

b) ¢(Cuanto calor por unidad de tiempo cede a la
habitacion?;

¢) (Cual es la variacion de entropia del agua?
Respuesta. a) 184 W; b) 444 cal/s; ¢) 6,15 J/ K.

70. Un herrero sumerge una herradura de acero
caliente con una masa de 2 kg en una cubeta que
contiene 20 kg de agua. La herradura al principio esta
a una temperatura de 600 °C y el agua esta
inicialmente a una temperatura de 20 °C. Suponiendo
que no se evapora el agua, encuentre:

a) la temperatura final del agua,

b) el cambio de entropia de la herradura,

¢) el cambio de entropia del agua

d) el cambio global en la entropia del agua y la
herradura.

e) Después de cierto tiempo, que es bastante
comparado con el tiempo que tarda la herradura en
enfriarse, la herradura y el agua se enfrian hasta la
temperatura de los alrededores: 20 °C. Durante este
proceso, encuentre los cambios en la entropia del
agua, la herradura y sus alrededores.

f) Usando los resultados del inciso d y e, encuentre el
cambio en la entropia del universo como resultado de
toda la consecuencia de eventos.
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Calor especifico del acero 0,107 cal/g °C
Respuesta. a) 26,14 °C; b) -959J/ K; ¢) 1,736 J/K;
d) 7771/ K; e)-1,736 J/ K; -18,6 J/ K; f) 1,754 J/ K

71. Una maquina térmica trabaja con un gas perfecto
(y = 1,4) segln el ciclo Otto, motores de explosion.
(Cuanto vale el rendimiento térmico de este ciclo,
para un estado inicial de p; = 1 atm. 7} =20 °C y un
grado de compresion V,/V; = 1/4, si la combustion
aporta Q; = 20 kcal/ciclo?

(Cuanto vale el calor evacuado Q,?

(Cuanto valdré la potencia de la maquina si realiza
300 ciclos por minuto?

Pl 3

72. Se dispone de botellas de 1,5 litros de agua a
temperatura ambiente (20 °C);

a) calcular la temperatura final del conjunto si se
mezcla una botella con 100 g de hielo a -5 °C;

b) calcular el calor necesario para evaporar toda el
agua de una botella; hallar el tiempo que requiere este
proceso si se usa un microondas de 100 W;

¢) hallar la eficiencia de una maquina de Carnot que
utiliza el vapor a 100 °C como foco caliente y agua a
20 °C como foco frio; dibujar un esquema de una
maquina de vapor en el que se explique como se
obtiene el trabajo mecénico.

Respuesta. a) r= 13,6 °C;

b) 930,000 cal = 3887,400 J, tiempo = 3.887,4 s;

c) Eficiencia = 21 %.



